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Lidflm  ieh  der  Offmtlichkeit  die  vorliegende  Abhaadlimg  übergebe, 
habe  ich  die  YeipfliehtiiDg,  denen  meinen  Dank  aiuzusprechen,  die  mir  bei 
der  Ansarbeitang  dersdben  in  der  einen  oder  der  anderen  Wdse  behfllflieh 
gewesen  sind.  Aufeer  meinen  Lehrern  Herrn  Fro£  H.  6.  Zeuthen,  der  mir 
nrsprflngUdi  die  Anregung  zu  dieser  Untersnehnng  gab,  und  Herrn  Prof! 
J.  L.  Heiberg,  der  mir  ans  seinen  Kollationen  Material  entlieh,  tmd  die 
mir  beide  immer  mit  Bat  imd  That  bestanden,  gebflbrt  mein  Dank  in 
erster  Beihe  Herrn  Dr.  B.  Besthorn,  ohne  dessm  nnschttsbare  AnskQnfte 
über  die  arabisehen  Menelaoahandschriflen  die  VoUftthrmig  der  wichtigsten 
Tdle  der  Abhandlung  nicht  möglich  gewesen  wlre. 

Dem  K.  Bayerisehen  Kultusministerium,  sowie  der  Direktion 
der  K.  Hof-  und  Staatsbibliothek  m  München,  die  midi  mit  dior 
grübten  Zumlccmmenheit  in  den  Stand  setiten,  fünf  d«:  lateinisdien  Mene- 
laosbandsduriften  aus  Paris,  Yfiea  und  Venedig  gleichseitig  benutsen  zu 
können,  bringe  idi  mmnen  Dank  dar;  dem  yorstand  der  Handschriften« 
abteflung  der  K.  Hof-  und  Staatebibliothek  zu  MOnchen,  Henm  Dr.  F.  Boll 
danke  ich  fSr  alle  von  seiner  Sdte  erwiesene  Hülfe  und  Liberalität  \m 
der  Benutsnng  dieser  Handschriften. 

Meinem  Freunde  Hem  cand.  mag.  Raphael  Meyer,  der  mir  nicht  nur 
durch  eine  yorttufige  üntersodhung  der  Yatikaniaehen  Menelaoshandschriften, 
sondern  auch  bei  der  Korrektur  der  ganzen  Abhandlung  beistand,  sowie 
Herrn  cand.  phys.  Ernst  Wagner,  der  dnen  Teal  meines  Manuskriptes  der 
mathematischen  Tenninologie  wegen  durchlas  und  kritisierte,  danke  ich 
freundlichst  fSr  ihre  bereitwillige  Hülfo. 

GrOftere  Teile  der  Abhandlung  sind  in  dem  von  Herrn  Prof,  A.  t.  Braun- 
mühl geleiteten  math.-histor.  Seminar  der  K.  Technischen  Hochschule  zu 
Münohtti  vorgetragen  worden,  und  die  durch  den  Vortrag  erregte  Diskussion 
und  gegen  denselben  ausgeübte  Kritik  sind  meiner  Arbeit  sdir  zutriiglich 
gewesen,  was  jedermann,  der  sich  mit  den  Braunmühischen  Arbeiten 
bekannt  gemacht  hat,  lacht  verstehen  wird. 
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Die  Abhandlung  (jedoch  ohne  Nachtrag)  wurde  im  Juni  1901  an 
die  phfloeophiflche  BVkknltftt,  2.  Sektion  der  K.  Ludwig-Marimilian'üniTersitftt 
SU  Mflndien  als  PromoticnuBQhrifl  eingereicht  und  von  der  lUmltKt  an- 
genommen; als  Inaaganüdisswtation  dienten  Teile  des  1.,  2.  und  6.  Kapitels. 

Bor  Nachtrag,  welcher  erst  nach  der  DmeUegnng  himtugefOgt  ist,  ist 
das  Ergebnis  von  Untersochuigen  in  den  Bibliotheken  Roms.  Die  Form 
und  der  Umfiuig  dieses  Nachtrags,  bm  dessen  Entstehung  Zufälli|g^tMi 
eine  ibnq^trolle  spielen  mufeten,  kOnnen  mit  vollem  Beeht  kritisiert  werden. 
Ich  hoffe  jedoch,  dab  der  Leser  billigen  wird,  dafii  idi  den  Inhalt  dieses 
Nachtrags  nicht  in  mehroro  Spezialaufsätze  und  Notizen  zerstflckelt  habe. 

Was  die  Trigonometrie  der  Ebene  betrifft,  auf  die  ich  in  meiner  Dar- 
stellung nur  soviel  Rücksicht  genommen  habe,  als  es  mir  durch  den  Inhalt 
von  Menelaos'  i^pMHit  geboten  wurde,  verwrise  ich  den  Loser,  au&er  auf 
die  in  der  Abhandlung  genaonteh  Arbeiten,  auf  die  Abhandlungen  des 
Herrn  Prof.  Fr.  Hultsoh,  und  namentlich  auf  einen  tr^Tlichen  8peual> 
auftats  im  WeltaU,  2.  Jahrg.  Seite  49—55.  Der  Verfasser  kommt  hier 
Seite  58 — 54  m  Resultaten,  die,  was  die  Trigonometrie  der  Ebene  betrifft, 
mit  den  meinigan  in  Bezog  auf  die  sphBrisohe  voUstindig  parallel  laufen. 

Ob  die  Sinusfnnktiim,  wie  Hultsoh  Seite  55  annimmt»  schon  von  den 
Griechen  des  8.  und  4.  Jahrb.  n.  Chr.,  oder,  wie  ich  annehme  (vgl.  Seite  86 
— 88),  erst  von  dm  Indeni  eingefohrt  wurde,  sagt  meiner  Ansicht  nach 
weniger,  da  wir  doch  durch  unsere  von  einander  ganz  unabhängigen  ünter* 
suohungen  bnde  su  dem  Schlufseigebnis  gekommen  sind,  daCs  die  Kreis- 
sehne die  einrige  trigonometrische  Funktion  der  älteren  Zeit  war,  dafe  die 
Ersetsung  derselben  durch  den  Sinus  erst  in  der  Weiterontwickelung  der 
Trigonometrie  mdir  ids  eine  lediglioh  formale  Verbesserung  wurde,  und 
endlich,  dais  diese  Weiterentwickelung  nUM  den  Griechen  zuzuschreiben  ist. 

Da6  die  Einführung  der  Sehnenfhnküon  sich  historisch  durch  die  Ein- 
richtung und  Anwendung  der  Hipparchschen  Dioptra  erkl&ren  lälst,  möchte 
ich  gegen  Hnltsohs  Annahme  bezweifeln  (vgl.  Hultsch,  1.  c.  Seite  55); 
dafe  Hipparchs  Ausrechnungen  sich  nicht  auf  die  Basis  eines  gleich- 
sdienkligen  Dreiecks  und  dessen  Scheitelwinkel,  sondern  auf  die  Kathete 
und  den  gegenflberUegenden  Winkel  eines  rechtwinkligen  richteten,  ist  nSm- 
lich  selbstverstKndlich  und  braucht  keineswegs  ein  Resultat  der  durch  die 
Dioptermessung  gegebenen  Dimensionen  (Drmeokselemente)  zu  sein;  denn 
jedenfalls  muA  das  gleichschenklige  Dreieck,  um  aufgelöst  zu  werden,  in 
zwei  rechtwinklige  geteilt  werden,  ganx  unabhingig  davon,  welche  die  ge- 
gebenen Dimensionen  sind.  Die  Grflnde  dazu,  dafs  die  Kreissehne  die  erste 
foigonometrische  Funktion  wurde,  stecken  auch  riel  tiefer,  als  dais  sie 
lediglich  in  den  zufällig  gegebenen  Dimensionen  bei  einer  bestimmten  Art 
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von  Hessimgeii  bestehen  sollten.  Wir  mtLssoi  uns  vor  Augen  halten,  daß 
du  Skelett  der  trignometrischMi  Tafeln  in  der  Form  einzelner  bekannten 
Kreiesehnen  schon  gegeben  war,  dafs  eine  systematisehe  Behandlung  der 
Auflösung  von  Dreiecken,  d.  h.  eine  trigonometrische,  immerhin  (wie  es 
auch  heutsntage  in  unseren  elementar -trigonometrischen  Darstellungen  ge- 
schieht) auf  die  Kreissehnenberechnung  rarfickzufilhren  war,  und  schliefslich, 
dafs  die  sphärischen  Probleme,  die  eine  trigonometrische  Behandlung  er- 
forderten, die  Attfinerksamkeit  ganz  direkt  auf  den  Durchmesser  lenkten, 
wie  es  in  meiner  Abhandlung  Seite  116 — IIS  und  129  dargelegt  wird. 

Auf  d«n  kfirzlich  erschienenen  3.  Teil,  II  aubstrato  ntatmatieo  ddla 
FSlosofia  natimUe  dei  Qreci,  von  Herrn  Prof.  G.  Lorias  Werk:  Le  seienee 
esaUe  ntUF  cmHea  Orecia  habe  ich  leider  keine  Bficksicht  nehmen  können. 
Tn  diesem  Werk,  in  dem  endlich  der  Versuch  gemacht  worden  ist,  iwischen 
der  Matiiematik  und  den  Naturwissenschaften  der  Griechen  eine  BrQcke  su 
schlagen,  wird  auch  (Seite  55 — 62)  Menelaos  eingehend  behandelt,  und 
mehrere  der  Besultate,  sn  welchen  meine  Speziahutersnchungen  midi  fOhrten, 
werden  hier  in  grollen  Zügen  dargelegt.  Nur  die  Darstdlung  des  Inhalts 
der  Trigonmnetrie  in  Menelaos'  3.  Buch  leidet  an  M&ngeln,  woran  doch 
lediglidEi  die  schlechten  MenelaoBausgaben  die  Schuld  haben.  Die  vor- 
sichtige Weise,  auf  welche  die  Erfindung  der  Trigonometrie  und  flberhaupt 
die  Vorgänge  Tor  Ptolemaios  von  Herrn  Loria  (Seite  64 — 67)  behandelt 
werden,  würde  mich,  selbst  wenn  die  recht  kllglich  ausge&Uene  Uhren- 
retbmg  des  Ptolemaios  durch  Herrn  Pro!  W.  Förster  (WeUaU  2,  Seite  16 
— 18)  nicht  erschienen  wäre,  davon  fibrazeugt  haben,  dafs  mein  Versuch, 
Delambres,  Tannerys,  v.  Braunmflhls  und  Hultschs  Resultate  mit 
HUfe  von  Menelaos'  Sphärik  noch  fester  zu  stellen,  vielleicht  doch  nidit 
ganz  wertlos  ist 

Bom,  Mai  1902. 

Axel  AnthoH  BJörnbo. 
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Während  die  Entwiokelungsgesdiichte  der  ^gentUchen  Gecnnetrie  der 
Griechen  in  den  letzten  Jahrzehnten  von  Forschem  wie  Paul  Tannery, 
Oantor,  Hnltseh,  Heiberg,  Zeuthen  u.  a.  immer  mehr  klar  gelegt 
worden  ist,  und  die  Beihe  der  in  neuen  texthritischen  Anagaben  Torliegenden 
griechischen  Qe<mieter  immer  wSdtst,  giebt  es  ein  andwes  Gebiet,  das  noch 
laemlich  veniachlissigt  ist.  Bs  ist  dies  die  Litterator,  die  entweder  als 
,fEinßhrung  in  dU  ÄMnmomkf*  au  bezeichnen  ist,  oder  die  ihre  Entstehung 
hauptsftchlich  der  Anwendung  in  der  Astronmnie  zu  Todanken  hal  Nicht 
nur  ist  erat  die  Geschichte  des  Inhalts  diesw  Werke  herzustellen,  sondern 
anberdem  liegen  dieselben  in  so  schlechten  Ausgaben  ▼tw,  dafs  eine  siemlich 
grofae  Herausgeberthiti|^eit  vorausgehen  mufs,  bcTor  diese  Gesduchte  sidi 
erschöpfend  behandeln  Ittfst. 

Diese  Werk»  gehören  fast  alle  der  Sammlung  an,  die  den  Namen 
iuti(fbg  uax^vo^ovuevos  —  die  mittleren  BUdtw  —  f&hrt,  wal  dieselben 
ihreneit  als  Einlmtung  zum  Studium  des  Ptolemaios  verwendet  wurden, 
nachdem  der  Schftler  erst  die  EuUüdischen  Elemente  inne  hatte. 

Von  den  Werken  dieser  Sammlung,  die  wir  hier  gebrauchen  werden, 
liegt  nur  Autoljkos^)  in  einer  genügenden  Ausgabe  vor,  dagegen  Euklids 
Fhamomeiia^  und  Theodosios'  drn  Werke')  in  schlechten  Ausgaben,  oder 
sogar  nur  in  Übersetzungen. 

Mit  den  Werken  der  eigentlichen  Astronomie  yerhslt  es  sidi  schon 
besser.  Hipparchs  Konmentar  mm  Arak>$,*)  Geminos'  £»«1^0^*)  und  die 

1)  Autolyci  de  sphaera^puiemtmhu'etdecrtibuBH  oeeombitSy  ed.F.Hnltach, 
Leipngl885. 

2)  EuclidiB|iAaeiMMiieiia,ed. D.Gregory,  LondonlTOS;  deutsch TonANokk, 

Freibarg  1860. 

3)  TheodoBÜ  apkaerica,  ed.  Nisze,  Berlin  1868;  deutsch  Ton  Kiaze,  Stral- 
sund 1826. 

4)  Hipparchi  m  AroH  JPhaemmma  CmmmiiaHa,  ed.  C.  Maaitius,  Leipzig 
1894  (mit  deutscher  Übexsetsun^. 

6)  Gemini  dementa  atkrmimime,  ed.  C.  Manitins,  Leipng  1898  (mit  deutscher 

Übersetzung) 

▲bli.  a.  ÜMch.  d.  math.  WiMOMdi.  XIV.  1 
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Astronoinie  von  Theon  von  Sniyrna^)  sind  schon  nou  horaus^n't^'eben ;  di« 
Hillt'tp  von  Ptolemaios'  Si/ntu.ris'' )  {  Almagest)  auch;  (higegen  bilden  die 
Kommentare  zu  letzterer  von  Theou  von  Alexandria,'*)  für  die  wir  in 
dieser  Abhandlung  vielfach  Verwendung  haben,  in  dieser  Beziehung  eine 
Ausnahme. 

Der  Veri'asst  i.  mit  dem  wir  uns  luimentlieh  beschäftigen  werden,  Me- 
nelaos  von  Alcxaudna,  gehört  auch  zu  den  von  den  ({eschiclitsschreibern 
der  Mathoni;itik  zicmlicli  vcriKU  lilä'^sigteri.  Sein  Hauptwerk  ,  di<'  Sphärih. 
das  auch  zu  den  mit  tiereu  Büchern  gerechnet  wird,  liegt  nur  in  SLhlecliteu 
und  aufserdem  sehr  seltenen  Ausgabfii  vor.  Wenn  dieses  Werk,  trotz  des 
interessanten  Inhalts  und  der  ollViilfarcu  Originalität  des  Verfassers,  nur 
wenig  beachtet  worden  ist,  so  kommt  es  hauptsächlich  daher,  «lals  der 
griechische  1'e\t  verloren  gegangen  und  das  Werk  somit  nur  durch  arabische 
Übersetzungen  erhalten  ist. 

l'})er  <lie  unzweifelhafte  Bedeutung  dieses  Werkes  ist  erst  kürzlich 
Licht  geworfen,  und  zwar  von  A.  v.  Braunmühl,  der  iu  seiner  (iisrhUhte 
(hr  TiUjOHOmi'tric  dem  Menclaos  das  ihm  gebührende  Lob  ges[)endct,  wäh- 
rend er  schon  in  zwei  vorher  «'rschienenen  Abhandlungen mit  Fug  und 
Recht  geschieden  hat  zwischen  dem,  was  in  der  That  dem  Menelaos.  dem 
N ussir-eddin-Tüsi  und  dem  Kegiomontanus  von  den  Krlinduugen  auf 
den  Gebieten  der  Sphärik  und  der  sphäristhen  Trigonometrie  zuzuschreiben 
ist.  Leider  ist  er  doch  mitunter  durch  den  Gebrauch  einer  sehr  schiechten 
Menelaosausgahe  irre  geführt  worden. 

Line  (ieschicht<?  der  Sphiirik  ist  bisher  nicht  hergestellt.**')  Nur  ge- 
legentlich ist  sie  in  der  (ieschichte  der  A>tronomie,  <lie  sAw  eng  mit  dt-r 
der  Sphärik  zusammenhängt,  behandelt  worden.  In  Betracht  kommen  hier 
auf^er  Beiträgfii  von  Xokk,  Hultsch  und  Heiberg")  namentlich  zwei 
grülsere  Werke,  und  zwar  die  von  Delambre  und  Tannerjr. 

6)  Theonis  Smyrnaei  oi)era,  ed.  Hillcr,  Leipzig  1878;  Thäon  de 
Smyrne,  par  J.  Dnpuis.  Paris  is<i2  'mit  franzöHischer  Übersetzungt. 

7)  Ptolemee,  t' AI  in  (igest  e ,  par  Halmu  I  -II,  Paris  1813  (mit  IVanzöBisdier 
Obersetzung);  Ptolemaei  Sifntaxis  mathemalica ,  ed.  J.  L.  Helberg,  Par»  I, 
Leipzig  1894. 

8)  Theonis  Alexandrini  eommentariorum  libri  XI,  Baeel  16S8;  die  Aus- 
gabe von  ITalwa  (Paris  1H22)  stand  mir  nicht  zur  Verfögung. 

Ui  A.  V.  Hrannnu'ihl,  (iisihlrhtc  <U'r  Trignnomrtrie  I,  Leipzig  l'.'oO;  vgl. 
idcm,  Au.ssif  Jüldin  J'üsi  iiml  Reg  tu  montan,  Abb.  der  k.  Leop.-Carul.  UeutHcheu 
Akad.  der  Naturforscher  71,  1897. 

10)  Vgl.  P.  Tannery,  La  g^märie  gncfue,  p.  12. 

11)  Vgl.  unten  Kap.  4,b. 

12)  Delambre,  Hütoire  de  l'ivttronoMie  ancientif  l~2,  Pari»  1H17;  P.  Tan- 
nery,  Recherche»  sur  l'histotre  de  l'<MtroHomie  attckune,  Parin  1893.  —  M.  Cantor, 
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Delambre  giebt  eine  gute,  selur  umfangreiclie  Darstellung  der  altoi 
utronomuehMi  Methoden  mit  den  modernen  Texglidien.  Seine  Darstellimg 
ist  aber  nicht  immer  deutlich,  flbeihaupt  nidit  leicht  zugKnglidi,  und,  was 
die  geschiditlichen  ErULuterongen  betrilEt,  schon  veraltet.  Anfserdem  steht 
er  zu  sehr  anf  dem  Standpunkte  des  modernen  Mathematikers,  um  die  Alten 
richtig  XU  beurteilen;  es  tebiÜ  ihm  an  geschichtlichem  Sinn,  i.  B.  eben  dem 
Menelaos  gegenüber. 

Tannerys  Werk  ist  ebenso  klar  und  deutlich  wie  geistreich  und  inter- 
essant; doch  scheint  Tannery  die  Spkärik  des  Menelaos  einer  genaueren 
Prftfong  nicht  unterworfen  zu  haben. 

Mitteilungen  Aber  die  Oberiiefemng  der  Sphärik  des  Menelaos  finden 
wir  bei  mehreren  Verfassern,  die  die  Th&tigkeit  der  Araber  behandelt  haben.^*) 
Die  genaueste  Zusammenstellung  giebt  uns  M.  Steinschneider.'^)  Die 
neuesten  Auftchlflsse  finden  wir  bei  H.  Suter.**)  Bei  den  hebrAiscben  Über- 
setzungen  müssen  wir  uns  wieder  anf  die  Antoritftt  Steinschneiders 
stfltsen.'*} 

Ein  Vergleich  der  mittelalterlichen  lateinischen  Übwsetznng  und  der 
lateinischen  Druckausgaben  ist  bis  jetzt  noch  nicht  unternommen;  eine  Unter- 
suchung der  arabischen  und  hebrSischen  Handsduifften  allerdings  auch  nicht; 
denn,  was  Steinschneider  u.  a.  geben,  ist  lediglieh  eine  Übersicht  über 
die  arabischen  Berichte  und  das  voili^nde  Handschriftenmaterial.  In  einer 
Abhandlung  üher  die  mittleren  Bflcher  in  den  Binden  der  Araber  erwähnt 
Steinschneider'^  doch  eine  Pariserfaandsohrift,  die  eine  mittelalterliche 
lateinische  Übersetzung  der  Sphlrik  enthllt,  und  giebt  uns  als  Anregung  zu 
niherer  Untersuchung  verschiedene  Auftchlflsse  Aber  den  Inhalt 

Unser  Zweck  wird  es  sein,  nachdem  wir  die  Bwrichte  Aber  Menelaos 
gesammelt  haben,  zuerst  zu  versudben,  den  Inhalt  der  SphBrik  festzustellen, 
danach  diesen  Inhalt  nSher  zn  untersudien,  um  das  Werk  des  Menelaos 

<?MdUdkl0  der  MaOtemaHk,  und  R.  Wolf,  QeaMM  der  ÄHrtmomie,  behandehi 
beide  einen  so  grofsen  Stoff,  dafH  sie  auf  DetailuntcrHiirluinj^en  verzichten  müBseii. 

\:s  Z.  l{.  Li'citrc,  Hisioire  de  la  mAlecine  arabe  I— II,  Paris  1876;  Hammer, 
L,ittfruturgi scliichtf  ihr  Arnfitr. 

14;  M.  SteiuHch neide r,  Die  arabischen  Übersetzungen  aus  dem  Griedtisdieu, 
S.  Abeohattt  Mathematik,  %  111—119,  Zeitachr.  d.  DeutBoh.  MorgenL  Gesell- 
schaft 60,  p.  196  iL 

16)  H.  S\it»'r,  Die  Mathematiker  und  Astronomen  der  Amher  und  Werke, 
Abh.  J!.  Oes  eil   der  mat}i.  W  i  sgensc  h  ii  f  t  eti .  f.ei])zip  l'.Mlo. 

1»;)  M.  Steiurfchneider,  Die  hebräischen  ibersetz ungen  des  Mittelalters  1 — 2, 
Berlin  18^3,  2,  §  319,  p.  515  If. 

17)  Idem,  Die  mtüeren  Büdier  der  Araber  und  ihre  Bearbeiter,  Zeit  sehr, 
f.  Math.  o.  Physik  10,  p.  466  if. 
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in  seinen  Verhältnissen  zu  den  VorgSngern  and  den  Nachfolgern,  sowie  die 
Stellmig,  die  es  flberiiaapt  in  der  Geschichte  der  Mathematik  und  der  Astro- 
Bomie  einnimmt,  su  benrteilen. 


Erstes  Kapitel. 

Die  Berielite  über  Menelaos. 

1.  Pluüirch  (Zeitpfnosse  des  Trajan)  „de  facie  in  orbe  lunac"  cap.  17 
(Plutarchi  inoralia.  ed.  B^ruardakis  V,  p.  429). 

Hier  läl'st  der  Verfasser  fiii»*  dt  r  rVisoncii  di  r  in  Dialogtbrm  gehaltonen 
Abhandlung  sich  mit  folgcndt'u  Worten  an  einen  anwesenden  Menelaos,  in 
dem  er  den  Mathematiker  erkennt,  wenden:  ,,/(/(  schämi'  muh  fast,  lieber 
Menelaos,  in  deiner  (iefjenirart  eine  mafhrni(itiM:lii'  Thcsis,  die  als  Basis 
für  die  katopirisdieti  Untersuchungen  gilt,  hervorzuheben  .  . 

2.  Ptolemaios  (thätig  ca.  125— 151  n.  Chr.),  S^niaxisWU^  cap.  3 
(ed.  Halma  U,  p.  25  u.  27). 

Hier  werden  zwei  Observationen  mitgeteilt,  die  „der  Geometer  Me- 
nelaos" im  ersten  Regierungsjahr  des  Trajan  in  Rom  gemacht  hat^^') 
Pappos  (3.  Jahrh.  n.  Chr.)  tfwoycoy^  {coUecHones): 

a)  IV,  36  (ed.  Hultsch,  p.  270):  „Van  dm  Kurven,  die  Demetrios 
von  Alexandria  und  Philon  von  Ikfona  untersuchten,  und  die  manche  merk- 
würdiffe  Eigensthaßen  haben,  ist  eine  von  Menelaos  besonders  hervorgduben 
und  ewar  die,  die  er  ^TtaqaSoloci*  nannte.*'^*) 

b)  VI,  1  (ed.  Hultsch,  p.  476):  Eine  Figur,  die  von  drei  gröfsten 
Kreisbogen  mnschlossen  ist,  nennt  Menelaos  in  der  SpMrik  ,^xqbikivifov^^}*)  — 
An  derselben  Stelle  beweist  Pappos  vier  Slltse  über  sphärische  Dreiecke, 
die  wir  in  Menelaos'  Sjihärik  wiederfinden. 

c)  VI,  55  (ed.  Hultsch,  p.  002):  Über  die  Untergänge  der  Tierfcreis- 
sseichen  hat  „Menelaos  der  Alexandriner"  eine  Abhandlung  {it(f<tyfucttla) 
geschrieben.^)  —  Diese  Stelle  gehört  zum  Kommentar  zu  Euklids  g>mv6- 
(UPttf  wo  ihnliche  Probleme  behandelt  sind.. 

17*1  niener  Hericht  wird  in  der  Rpäteren  ORtrononiischen  Litterator  immer 

wieder  reproduziert,  zuerst  in  l'roklos'  vTrorrrtwötg, 

18)  Vgl.  Chasles,  Aper{;ue  historique,  p.  23. 

19)  Vgl.  unten  Kap.  4,  a. 

80)  Die  Übereettnng  von  Hultsch  „nQuyfuntUc  — .oommentariam'*  ist  nidit 
als  Kommentar  im  modernen  Sinn  dieses  Worüe  m  verstehen. 
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4.  Tlieon  TOD  AlexuidriA  (ca.  365  n.  Chr.)  in  den  KmmeHtaren 
tu  Ptolemaios*  Sffiiiaxiai 

a)  stt  I,  cap.  10  (ed.  Halma,  p.  110)  sagt  Theon  bd  der  Erwlhaiing 
der  SehnentafiBl  des  Ptoleuaios:  „Von  Hippareh  wurde  nun  auch  eine 
JJbkandkmg  in  12  Büdmn  über  die  Oeraden  im  £ieiee  verfa/M,  femer  audk 
von  Menetaoa  eine  in  6  Bikhem,"*^) 

b)  m  n,  Of^.  7  (ed.  Halma,  p.  266).  Zur  Beetttigiing  der  Kongruens 
zweier  sphlrisdier  Breiecke  fügt  Theon  hinsn:  „eo  wie  es  Menelaoe  in 
der  S^^kärik  beweist**.^ 

o)  sm  TI,  cap.  11  (Baseleransgabe,  p.  342—48)  sagt  Theon:  ,J>ie  wn 
Ptolemaios  hier  vargefidtrie  Theorie  läßt  M  hesser  erOriem,  wenn  erst 
gwei  Theoreme  der  ^ärik  bewiesen  werden."  Danach  referiert  Theon  zwei 
Koagraoiufttie  sphizisdier  Dreiecke  mit  Beweis.  Er  schlielkt  mit  den 
Worten:  »JHes  bewies  ätao  Menelaos  im  ersten  Buehe  da- ßpMbnk.***") 

5.  FroUoB  (ca.  410 — i85  n.  Chr.)  im  Kommmlar  twm  ertUm  Budte 
der  Euküdisdien  Elemente  (ed.  Friedlein,  p.  845)  bemerkt  sa  Eaklid  I,  25: 
tJHe  Beweise  dieses  Sahses,  die  die  andaren  besorgt  haben,  woUen  wir  hurt 
beruhten,  wid  twar  tuerst  den,  wdehen  Menelaos  der  Atexamdrimer  erfand 
und  mitteiUe,*\  Nim  folgt  der  neue  Beweis  von  Menelaos,  danach  ein 
anderer  von  Heron  dem  Mechaniker.*^) 

Weitere  Berichte  ans  griechischen  (oder  rOmischen)  Quellen  habe  ich 
nidit  finden  könnon.*)  Aus  den  sitiertMi  geht  aber  schon  folgendes  hervor: 

Ifenelaoe,  aus  Alexandria  g^mrtiff,  war  t»  Bom  tw  Zeit  des  Begie- 
rungsantrittt  des  Kaisers  Trajan  (25.  Jan.  98  n.  Ghr.)  mit  astronomiisdten 
Beobachtungen,  und  twar  mit  seidien,  die  tunächst  tum  Gd>raueh  eines  Fix- 
sternkatalogs tutrdglkh  waren,  beschäftigt  (man  sehliebt  so  wegen  der  An- 
wendung in  Ptolemaios'  S^pUasis).  —  Jf e«e2aoe'  Z^genosse,  der  berühmte 
SdirifttteOer  Plutareh,  kennt  und  sdUlttt  einen  Menelaos  oAs  MkMgen 
Ma^ematiker,  —  Menelaos  ist  Verfasser  einer  ßphärik  in  mindestens  twei 
Büdtem  (nach  der  arabischen  Überiieferung  wahrseheinlieh  drei).  In  diesem 
Werk  hai  er  dem  iphärisdien  Dreiedt  den  Namen  t^MiHfifov  gegdten,  wdeher 
Name  später  von  den  Griedim  äOgemein  verwendä  wurde  (vgl  unten  Kap. 
4,a  u.  c).  Im  ersten  Buche  der  Sjphärik  standen  versdiiedene  Fälle  von 
Kongruent  sdtAer  Breieeke.  —  Jfeiftelaoe  hat  femer  wahrsAeinUdi  eine 

21)  Vgl.  unten  Kap.  6,  a.  2'_>i  Vpl.  unten  Kap.  3. 
23)  Vgl.  unten  Kap   3.        2-tj  Vgl.  unten  Kap   4,  c. 

26)  Theon  von  Smjrna  (Zeitgenosse  des  Menelaos)  erwähnt  ihn  nicht; 
NikomachoB  aneh  nieht  %ifttere  Verfaaaer  wie  JTamblichos  (in  denen  leider 
veilorener  ßghärik  man  son&dut  Berichte  über  Menelaoe  hfttte  erwarten  kttnnen), 
Porphyrios,  Eutokioa  und  Diophant  aneh  nicht. 
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Sthnet\bern'lmung  in  (1  Büchern  verfaßt,  sowie  dm  Ahham^^mg  üher  Unier- 
gänge  der  Zeichen  des  Tierkreises.  Er  hat  ekim  neuen  Beweis  su  EuüslidlJiS 
irgendwo  veröffentiicht  und  einer  transcendentm  Kurve,  die  er  Jdis  wunder- 
beare**  nannte,  seiaie  besondere  Äufmarhsamkeit  gewidmet 


Es  giebt  andere  Berichte  ttber  Menelaos,  n&mlieh  die  Yoo  den  Arabern 
henrfihrenden,  die  jedoch  mit  gewisser  Vorsicht  aufkimehmen  sind. 

Anfser  den  VitteUungmi  Aber  die  Sphärik  und  den  Text  derselben, 
denen  wir  ein  eigenes  Kapitel  widmen  wollen,  und  es  die  folgenden: 

1.  Nach  mehreren  arabischen  EncyklopOdim*')  hat  Menelaos  ein  me- 
chanisches Weric  vecfitCst,  das  ins  Arabische  übersetzt  wurde.  Über  den 
Titel  desselbfin  gehen  die  QudUen  aaseinander. 

So  befindet  sich  nach  Gasiri**)  im  Escorial  eine  Handsdirift  (Cod. 
Escor.  905),  wo  (fol.  360)  Menelaos  gelobt  wird.  Es  wird  da  gesagt: 
JSeine  Werke  kamen  erst  in  sgriseiier,  dann  in  arabisdter  Überseteung  heraus. 
Er  sArifb  das  Bueh  ftber  sphikisdie  Figuren  und:  Uiber  de  quantitate 
et  disiinetione  corporum  mixtorum*.** 

Dagegen  heifirt  ein  im  Cod.  Escur.  955  in  arabist^er  Übersetzung  ent- 
haltenes Werk:  „Menelai  ad  Timotkeum  Begem  Liber  de  Statiea,  ubi 
de  Corporum  mistorum  quantitate  et  pondere.** 

Letsto^n  Titel  nimmt  Steinschneider  als  richtig  an.*")  Einen  dritten 
hat  Wenrich,**)  nftmlioh:  „De  eognitione  quaniitatis  diseretae  cor- 
porum permixtorum.**  Dieser  Titel  ist  nach  Snters  Ansicht  der  richtige, 
weil  El-Ghasini  (ca.  1100)  in  Mner  Abhandlung  ttber  die  spesifischen  Ge- 
wichte ein&cher  nnd  zosammengesetater  Körper  Archimedes  nnd  Mene- 
laos als  Gelehrte  nennt^  die  sich  mit  dieser  Frage  beschsftigt  haben. ''^) 

2.  In  ^eäb^Fytrist  wird  Menelaos  als  VerfiELSser  zu  „Elemente  der 

Geometrie**,  redigiert  von  Täbit  ihn  Korrah  in  3  Traktaten,  genannt^ 
 f 

26)  Es  sind  dio^^:  KUtdhol-Fiknst  von  Abul  Fara^  Muh.  b.  Ishaq  (el  Na- 
dim);  Tarich  rl  hnlumn  von  Ibn  el  Kifti  und  Lexicov  hihh'afjr  et  encifcl.  von 
Haj  i- Khalf'a,  t-tl.  Flügel,  Leipzig  1830—58.  —  Das  Mathomatikervorzeichnis 
im  Fihrist  ist  von  U.  Suter  ediert,  Zeitschr.  f.  Math,  u.rhysik  87,  Supplement. 

27)  Gasiri,  Bm.  Arabieo- Hispan.  Eseurialentis  I— n,  Codices  Math.  I, 
p.  889  ff. 

2H»  Stoinschneider,  Arah.  Übers.  §118. 

29)  Wen  rieh,  de  auct.  (Jraee.  verss.  Syriae   Arn  Ii  ]>. 

SO)  Suter,  l.  c.  p.  226.  In  Suter.H  ("berset/uu^'  vuu  Filiriat  heilst  der  Titel: 
„Über  die  Kenntnisse  der  Gröfsc  und  Einteilung  der  cerschiedeneii  Körper,  verfafst 
m  Auftrag  des  Kamrs  Domitian**.  Dab  mit  EOrper  nicht  Hinunelskörper  ge- 
meint sind,  wie  Suter  damals  vermutete,  ist  sp&ter  klar  gelegt  worden.  Über  den 
Namen  „Domitian"  thut  man  nach  Steinschneider  am  besten  sweifeln. 
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3.  Dieselb«  Bibtiographie  sehreibt  dem  Menelaos  ein  „Buch  der 
Dreiecke**  zu,  TOn  welchem  nur  ein  Ueiner  Teil  ins  Arabiache  übersetzt 
worden  ist*) 

lüm  mnfs  also  annehmen,  dafs  ein  bisher  ganz  unbekanntes  media« 
nisehes  Werk  Ton  Menelaos,  und  zwar  ein  ^dntMisdtet  im  God.E8enr.  955 
in  arabiseher  Übenetzong  vorliegt  Bs  scheint  uns  dies  nieht  mit  den 
fibrigen  Leistongen  unseres  Verfitssers  zu  stimmen.  Die  griechisdien  Astro- 
nomen sebiieben  jedoch  oft  mechanische  Werke,  Hipparch  s.  B.  ^stt^l  xAy 
itit  ßciffwg  »im  ^fOfäimv**^**) 

über  den  'Htel:  „JHemenie  der  Geometrie"  schreibt  Steinsehneider: 
Rietet  sonst  ukbekannfe,  verdäehfiffe  Budt  ist  von  Kifti  teeggelassm,  und 
OhwoUon  erwähnt  es  in  seinem  Vergeitknisse  von  Thabits  Schriften  gar 
nkht.**  —  Es  wQrde  aber  mit  der  oben  zitierten  bisher  unbeachteten  Notiz 
▼on  Proklos  durchaus  passoi,  da&  Menelaos  ein  solches  Werk  vertefst  hat**) 

Ob  Menelaos  vielleidit  in  diesem  Buch  oder  in  einem  „Bndi  der 
BrMkit*  Beihen  von  Dreiecksfttzen  in  der  Ebene,  die  wir  in  Euklid  nicht 
finden,  den  von  ihm  auf  dar  Kugel  bewiesenen  analog,  wie  s.  B.  die  toII- 
stSndii^  Emigruenstheorie,  gesammelt  hat,  lassen  wir  dahingestellt 

4.  Im  Jiüiet  trium  flratrum**  (ed.Gurtze,  p.  150)**)  ¥rard  dem  Menelaos 
„fw  seiner  Geometrie  eine  WArfelverdoppelung  zugeschrieben,  und  zwar  die- 
selbe, die  man  nach  Eutokioa  allgemein  dem  Archytas  von  Tarent  beilegt 

Der  Erfinder  dieser  Wfirfelverdoppelung  war  jedenfalls  Archytas; 
denn  Eutokioa**)  sagt  ausdrflcUich:  „'£f  ^Affxytov  ißifi^is,  &g  EÜiiftos 
tot9ifi£%  und  Eudemos,  unsere  beste  Quelle,  was  die  griechische  Mathe- 
matik betrifft,  lebte  ca.  400  Jahre  tot  Menelaos. 

Ob  Archytas'  Beweis  vielleicht  qpiter  in  demselben  Werke,  in  welchem 
Menelaos  (nach  Pappos'  Beridit)  die  paradoxale  Kurve  behandelte,  auf- 
genommen wurde,  mfissen  wir  dahinstellen.  Archytas'  Verfahren  besteht 
in  der  Bestunmung  des  Schnittpunktes  einer  Kegelfläche  mit  einer  oyUndri- 
schen  Baumknrve  (der  sogen.  Tore).  Die  paradoxale  Kurve  des  Menelaos 
ist  nach  einer  Hypothese  von  Tannery***)  dieselbe  wie  die  Kurve  des 

31)  Simplikios,  dt  coelo  I,  p  t>l  B. 

SS)  Nachträglich  erfahre  ich,  dal's  Gino  Loria  in  seinem  Buch:  Le  geiense 
estttte  neO*  antiea  Greeia  m,  p.  60  den  Bericht  des  PtoUc«  zitiert 

M)  ,Liber  iriunt  /rafrwm"  rflhrt  von  Muhammed,  Ahmed  und  Alkasan, 
Sehnen  des  Müsa  ibn  Schäkir,  die  in  der  prsten  Hillft*'  de»  9.  Jabrb.  lebten, 
her.  ('urtzeB  Ausgabe  lipfindet  sich  in  Nova  acta  der  ksl.  Leop.-CaroL 
Deutschen  Akad.  der  Naturforscher  49,  Halle  is8ö. 

34)  ArchimediB  opera  omnia,  ed.  Heiberg  III,  p.  98 ff. 

84*)  Vgl.  Taunery,  JVote*  powr  VhisUnn  des  otmrto  et  de»  mrfoees  dans 
VmOifuiti,  Ballet,  des  sciences  math.  et  astr.  Tome  VII— YIII. 
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ViyiaEi,  d.  h*  di«  Kurve  von  do^elter  Krfimmiuig,  die  durch  Schnitt  einer 
Cytindeiflftohe  mit  einer  Kugel  entsteht.  Angenommen,  dffs  Tann  er  js  Hy- 
pothese riditig  ist,  so  wMen  wir  nns  allerdings  leidit  vorstellen  können, 
daft  Menelaos  den  Beweis  des  Archytas  reproduziert  hat.**) 

Auch  über  die  astronomische  Thätigkeit  des  Menelaos  fiudcn  wir  Auf- 
schlüsse bei  den  Ai-abern.  Die  in  Frage  kommenden  Nachrichten  babc  ich 
andf  rswo  ( BibL  math.  11^01,  p.  196  ff.)  /.usammengestellt.  Die  Besultate  dieser 
Untei^uchimg  werde  ich  hier  kurz  wiederholen: 

1.  Al-Battani  (f  ca.  928)  stützt  seine  Bestimmung  der  Prttcession 
der  Nachtgleichen  (vgl.  A  Ibategniu.s ,  7)r  nunicris  et  moitt  stdlanini  f'txa- 
f%m,  transl.  a  Piatone  TiburtinOt  Bononiae  1045,  p.  äOl — 202)  auf  drei 
Observationen,  die  er  dem  Menelaos  inschreibt.  Die  eine  dieser  Observa- 
tionen hat  er  der  Syntaxis  entnommen,  wie  er  aucb  selbst  sagt. 

Für  die  zwei  anderen  scheint  er  sich  auf  ein  Werk  von  Menelaos 
selbst  zu  stUtsen.  Wenigstens  geht  es  ans  den  Zahlenwerten  dieser  zwei 
Lüngenbestimmungen  bervr)r,  dals  dieselben  kaum  mit  Hilfe  der  Stjnlaxis 
des  Ftolemaios  von  Al-Battani  unterschoben  sein  können.  Dimn  werden 
wir  aber  gezwungen  anzunehmen,  dals  Al-Battani  in  der  That  authen- 
tische von  der  Syntaxis  unabhängige  Berichte  Aber  Fixstembestimmungen  des 
Menelaos  besaüs. 

Es  scheint  zunUchst,  dals  Ptulemaios  und  Al-Battani  aus  den  ihnen 
zur  Vei-fügung  stehenden  menelaischen  Bestimmungen  nur  einzelne  für  ihre 
Präcessionsberechnung  besonders  geeignete  berausgegnften  haben.  Die  vier 
überlieferten  Bestimmungen  (Sirius,  Regulus,  Spica  und  ß  Scorpii)  lassen 
uns  auch  annehmen,  dafs  Menelaos'  Fixstembestimmungen  eine  beträcht- 
liche Anaahl  ausgemacht  haben.  Dagegen  scheinen  sie  nicht  besonders  gut 
gewesen  zu  sein,  indem  die  LUugen  im  allgemeinen  ca.  l''  zu  klein  geworden 
sind.  Die  Ursache  ist  wahrscheinlich  ein  Irrtum  in  Bezug  auf  den  Dnter- 
schied  des  siderischen  und  des  tropischen  Jahres. 

Die  fehlerhafte  Präcessionsberechnung  in  Ptolemaios'  Syniaxis  ist 
wahrscheinli-  Ii  eine  Folge  dieses  Irrtums,  die  auch  die  Pracession  des  Al- 
Battani  beeinflufet  haben  dürfte,  obwohl  natürlich  in  minderem  Umfang. 

Bemerkenswert  ist,  dafs  Al-Battani  offenbar  viel  mehr  Vertrauen  zu 
Menelaos'  Bestimmungen  hatte  als  m  denen  des  Ptolemaios.    Da  die 

85i  Naeh  Curtze,  1.  c.  ]).  158  \vir(l  im  fUter  frium  frafrum  auch  die  urchi- 
medische  Berechnung  der  Kugcl-Übertlächu  und  -Volumen  der  „Gcumelrie"  de«  Me- 
nelaos sogeachrieben.  Dies  beruht  aber  lediglich  auf  einer  unrichtigen  Text- 
korrekfair;  vgl.  meiBen  AufiMts  in  Eibl.  math.  190S,  Über  xteei  matk.  fls«.  mu 
dem  14.  Jahih. 
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▼Ott  Ptolemaios  angenommene  Priceerion  nach  Al-Battani  £dacb  war, 
und  man  naeh  dem  Inhalt  Ton  Ptolemaios'  7.  Baeh  annehmen  mnMe, 
da&  sein  FizatemTeneiehmB  nieht  ein  Ergebnis  eigener  BeobachtangeD, 
sondern  eine  Kompilation  ans  den  Arbeiten  seiner  Yorgftnger  war,  so  war 
es  notwendig,  einen  dieser  Vorgänger  als  den  eigentliehen  Beobaditer  za 
betraehten,  nnd  dementsprediMid  die  Lftngen  im  Ptolemaios  zu  korrigieren. 
Al-Battanis  Berieht  seigt  uns,  dab  man  damals  den  Uenelaos  als  diesen 
wahren  Beobaditer  betrachtete.  Noeh  bestimmter  entschied  sich  ein  Nach- 
folger des  Al-Battani  fOr  Menelaos,  nSmlich: 

3.  Abnl-Hosein  Abdalrahman  Al-8Äfi  (f  986).  Er  berichtet  in 
seiner  ,Jlikandlung  Über  die  Fixsteme  mit  Figuren*'  (ediert  von  Schjellerup 
St  Petersburg  1874,  p.  42),  dafs  Ptolemaios  sein  FixstemTerzeidmis  doroh 
Addition  von  25  Minuten  m  den  Ltngmbestimmnngen  des  Menelaos  her- 
stellte, nnd  zwar  bei  allai  in  seinem  E^talog  aufgentnnmenen  Btemen.  Es 
stimmt  dies  allerdings  mit  den  Angaben  in  der  l^jfntaxit  in  Bezug  auf  die 
zwei  in  diesem  Werke  referierten  Beobaehtongen  des  Menelaos.  Es  stimmt 
aber  keineswegs  für  die  zwei  yon  Al-Battani  dem  Menelaos  zagesehriebenen 
Lingenbestimmiingen,  von  denen  die  dne  um  40',  die  andere  um  20'  Ton 
den  Uhigen  in  Ptolemaios'  Katalog  abweicht. 

Dnrdi  die  Bdianptung  aber,  daJs  Menelaos  ein  grofses  Eixstemver- 
zeidinis  Terlisflit  hat,  erreicht  Al-Snfi,  den  Katalog  des  Ptolemaios  als 
einen  für  eine  bestimmte  Zeit  gültigen  verwenden  zu  können.  Dementspre- 
chend hat  er  auch  mit  Hidfe  der  PriUsession  des  Al-Battani  die  L&ngen 
im  Ptolemaios,  nachdon  er  dieselben  zuerst  auf  die  Zeit  des  Menelaos 
zarOcI^gefUirt  hat,  zur  Herstellung  seines  eigenen  Fixstemkatalogs  benützen 
können. 

Aus  diesen  Gründen  können  wir  dem  Bericht  des  Al-SfLfi  keinen 
Glauben  schenken,  sondern  mfissen  ihn  als  eine  au%ebauBchte  Lit^retation 
betrachten,  die  Al-Sflfi  brauchte,  um  sein  eigenes  Verfthren  nidit  in  Miß- 
kredit zu  bringen. 

Al-Snfis  Werk  wurde  um  das  Jahr  1256  ins  Kastilianische  unter 
dein  Titel  „Äbolfaten  (oder  Älbohaten)',  Libro  de  las  estrdla^  fibersetzt, 
nnd  der  Berieht  fiber  Menelaos'  grofses  FizstemyeizeiQhnis  wurde  bis  auf 
Copernious  und  Tycho  Brahe  als  authentisch  betrachtet  (vgl  die  oben 
erwähnte  Abhandlung  in  BibL  Math.  1901,  p.  196  ff.). 

8.  Haji-Khalfa  (ed.  Flfigel  m,  p.  471)  notiert  in  seinem  Werkver- 
seichnis:  »/Atervaiiimia  astronomieae  a  Mendao  anno  654  (d.  h.  107  n.  Chr.) 
faäaeJ' 

Die  Torhergehende  Zusammenstellung  der  uns  fiberlieferten  Berichte  fiber 
Menelaos  zeigt,  dafs  seine  Yerftssenrirksamkeit  wenigstens  folgendes  umfiUkt: 
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Zweites  Kapitel. 


1.  SphRrik  (3  Bficher). 

2.  Über  dl»  Qeraden  im  KreiM  (6  Bflcber). 
5.  Hydzoitatik. 

4.  AbliBiidliiiig  über  die  Unter^bige  der  TlerkreüB^fllieii. 

5.  lüemente  der  Oeometrie  (3  Bttcher?). 

(i.  Irgpiul  eine  Publikation  über  tnmeoendeikte  Kiunreik. 

7.  Eine  Reihe  von  FizBternbeetlimimiigeii. 

8.  Buoh  der  Dreiecke? 


Zweites  Kapitel. 

Die  Oberlieferang  der  Sphftrik 

Der  griechische  Text  der  Spliärik  ist  wie  gesagt  verloren,  und  unsere 
Kenntnisse  derselben  verdanken  wir  also  lediglich  den  arabischen  oder  den 
nach  denselben  gemachten  hebräischen  imd  lateinischen  Übersetzungen.  Weil 
aber  die  Araber  nach  ihrer  Gewohnheit  das  von  ihnen  hoch  geschätzte  Werk 
immer  neu  revidierten,  ist  die  Überlieferangsgesohiohte  eine  ziemlich  ver- 
wickelte geworden. 

Zu  meinen  Untersuchungen  stand  mir  zuerst  nur  die  Druckausgabe 
von  Halley  zur  Verfügung.")  Ich  fühlte  aber  bald,  dafs  ich  nach  einer 
ganz  unsicheren  Chnmdlage  arbeitete.  In  einem  Beweis  wurde  nach  dieser 
Ausgabe  die  sinus  versus-,  in  Corollaren  die  tangens- Funktion  gebraucht. 
Die  Griechen  hatten  aber,  wie  bekannt,  keine  Kenntnis  dieser  Funktionen. 
Übexhaupt  kam  mir  vieles  in  den  Beweismethoden  ungriechisch  vor.  Aufser- 
dem  war  es  mir  überhaupt  munSglich,  Hallejs  Zus&tse  von  dem  Text  der 
Sphäfik  ro  unterscheiden. 

Es  gelang  mir  dann,  die  Mauroljcusausgabe'^)  zur  Hand  zu  be- 
kommen. Dieselbe  war  jedoch  ganz  ananwendbar.  In  der  Vorrede  sagt  der 
Heram^ber  selbst,  dals  er  ,^tk^t  mögUdist  vide,  sondern  passetide^'  Theoreme 
von  ihm  selbst  hinzofOgen  würde.   Die  letete  H&lfte  des  dritten  Boches 


30)  Menelai  Sphaericorum  Ubri  III.  f\uo!*  olim,  coUatis  MSS.  Hebraeis  et 
Arabicis  Typis  exprimendoa  coiavit  Vir.  Cl.  Ed.  Ualleias;  Fkaefationem  addidit 
G.  Costard,  (Jxonii  175H. 

37;  Theodosii  i'>pfmiricvnim  elemoitorum  libri  III  ex  trad.  Maurolyci 
Ufossanensia  Ma4lieniatbici;  Menelai  Sj^kaeriwrwn,  libri  III  ex  trad.  eiusdem; 
Maarolyei  Sphaericorum  libri  II  etc.  Mecsanae  1568. 
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hat  m  nicht  mitgeiunnineii,  weil  er  sie  für  eine  genftuere  ÜFOirteonuiif  in 
seiner  eigenen  Sphärik  mrftokhalten  wollte. 

Es  wurde  mir  Uar,  dafs  idi  m  den  Haadacbriften  Zuflucht  nehmen 
molbte,  und  zwar  cu  den  lateinischen,  weil  idi  die  arabisdien  so  wenig  wie 
die  helwBischen  lesm  konnte. 

Nun  steht  im  yeneichnisse*^  über  die  yon  Oerhard  yon  Cremona 
am  Schlnb  des  12.  Jahrhunderts  zu  Toledo  erledigten  Überseteungen  aus 

dem  Arabischen:  ,  ,  .  .   ^  ^  , 

„hher  Nih't  tractaius  III." 

„Milcus"  ist  abpr  nur  eine  durch  MiDsverständnis  des  Arabischen  hervor- 
gerufene Verdrehung  von  „Menclaos". 

Diese  älteste  lateinische  Übersetzung'  vermutet  Stein  sehn  eider'')  in 
dem  oben  erwähnten  Pariser  Codex  Nr.  9335  zu  finden;  denn  da  befindet 
sich  ein  „Uber  Mileij  de  ft(/iiris  sjicriris"  in  3  Traktaten  (Büchern  i.  Einzelne 
andere  lateinische  Menelaoscodices  sind  ihm  und  anderen  bekannt,  jedoch 
nur  dem  Namen  nacli. 

Nach  den  Katalogen  und  Handschrift(>iivftrzeii'hni>sen  nahm  ich  mir 
vor,  das  vorlie<fende  Material  tjt'iuuier  zu  konstatieren,  und  es  gelang  mir, 
die  Existenz  von  17  bis  18  latt  lnisehen  Handschriften  festzustelb^n.  die  nach 
den  Titeln  alle  Menelaos'  Sphärik  entlialten.  Von  0  dinser  Handschriften 
kann  ich  konstatieren,  dafs  sie  alle  Ali-^chriften  dersell)eii  niittelalterlii'hen 
lateinischen  f^bersetzung  sind,  irxlern  ich  ')  sellist  kidlationii'rt  ha})e,  wäh- 
rend mir  mein  früherer  Kollega  cand.  Raphael  Mew  r  illicr  die  4  anderen, 
die  alle  in  Rom  liegen,  wertvolle  Aufschlüsse  gegeben  hat.  Die  b  von  mir 
kollationierten  sind: 

1.  Cod.  Parisinus  Ai-ven:ilis  K».).'),  15.  Jahrh.**> 

2.  Cod.  Parisinus  '»33.'»  i  Bibl.  nationale),  11.  Jahvh.*^) 

3.  Cod.  S.  Marco  Vcnetiar.  Cl.  XT,  90,  11.  Jahrb. 

4.  Cod.  S.  Marco  Venetiar.  Cl.  XI,  G3,  15.  Jahrh.*'^) 

5.  Cod.  Vindobonensis  6277,  ca.  1525.") 

SSi  Vgl.  BoncoTnpa  p:n  i ,  (Min  riin  e  dellr  nprrr  di  (ihfrardo  f'remn- 
uese,  Roma  1851;  Wüstent'eld,  Die  rbersrlzioufrn  nrnhiavhrr  Werke  in  das 
Lateinische,  Abb.  d.  k.  Gesellsch.  d.  Wiss.  zu  Göttingeu  22,  u.  a. 

89)  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Physik  10,  p.  iasff. 

40)  Catal.  da  mamtBorits  de  la  lUtL  de  VÄreinal,  par  M.  Martin  n,  p.  246, 
Paria  1886;  vgl.  Ledere,  1.  c.  II,  p.  410  u.  492. 

H)  fnre>itnirr  des  mfiytuncrits  latins  eonserr^e  h  la  hihi.  mit.  soiis  Ie.<f  nvmerns 
.s.s'Z'^— /.sC/.'i,  par  L.  DeÜHle,  Paris  IBCS— 71,  j).  28;  vgl.  oben  Steinsrhneider 
und  Leclerc.    Eine  Beschreibung  ds.  Hs.  gebe  ich  in  Bibl.  math.  1902. 

42)  BM.  manttseripta  ad  8.  Marc.  Venetiarum  digessit  J.  Valentinelli, 
Yenetiifl  1871,  Codd.  mas.  lat.  lY,  p.  218,  249  u.  266;  vgl.  unten  Note  168. 

48)  Tabukte  eodd.  mts, praeter  Graeeos  et  wriefädles  in  Bibi.  JP/dtUtna-Vindob. 
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Die  vier  Hancbcbriften,  die  naoh  den  Anfsohlüssen  yoii  Hrn.  Meyer 
denselben  Text  enthalten,  sind: 

6.  Cod.  Vaticanns  4571  e  Fondo  Vatioano. 

7.  Cod.  Vaticanns  1351  e  Fondo  Palatino. 

8.  Cod.  Vaticanns  1361  e  Fondo  Beginae  Sneoiae. 

9.  Cod.  Vaticanns  1268  e  Fondo  Beginae  Bueeiae. 

Mit  Sicheriieit  Termnte  ich  denselben  Text  in  folgendm  6  Handschriften: 

10.  Cod.  Bigby  168  (Oxford):  „Exeeijata  est  VSMs  Müei  sive  Mendai 
AlexambriHi  de  figwris  sphaericui",  13.  Jahxb.  (nnr  Fragmente). 

11.  Cod.  Digby  178  (Oxford):  „PropoaiUmes  m  UMs  Mbw  S^^^aerp- 
Carum  Mendai  sive  Jftlei  oAfötf  Me  Ülie  denumsiraUombiu^,  14. — 15.  Jahrii. 
(nnr  Fragmente).^) 

12.  Cod.  Ubeno-Tngeetoriae  (ütreoht)  725  Jliffiaeue,  tyn»  de  figwris 
sphaerieis'%  15.  Jahrb.^) 

13.  Cod.  8.  Marco  Venetiar.  OL  XI,  5.  ,^2lfeM<ia»  de  figuris  sphaerieit*» 
15.  Jabrb.^ 

14.  Cod.  8.  Marco  Florent  184.  „Tradaittt  MÜaei  et  Campam**  (defekt^ 

15.  Cod.  8.  Marco  Florent.  203.  ^tleti  Bomoni  de  figwis  spktterids,*'*^ 
Dagegen  enthllt: 

16.  Codex  Parisinna  7251 :  „Mendai  Sjphaerieonm  Ubri  tres  Fr,  Mau- 
rolffco  interprd&U  16.  Jabxli.*^  wohl  entweder  eine  Abschrift  der  Manrolyeus- 
aosgabe,  oder  aber  gehört  dieser  Codex  dem  sohrifUichen  Nadilab  dieses 
Heransgebers. 

17.  Cod.  Bodleianns  6556.  9.  ,JdeHdai  Spkaerica  guan^pUtrimis  Jfow- 
rotffd  d  SavUii  propadüombus  adawM**^  ist  ohne  eine  genauere  Unter- 
snohnng  Oberiianpt  nicht  sn  beurteilen. 

18.  Anfordern  liegt  vieUeicht  in  Cnm^a  (Spanien)  eine  sehr  alte 
Menelaoshandsehrift;  denn  im  JEnaeniano  de  las  edqja  Mud>tas  y  läm/*  des 


IV,  Wien  1S70,  p.  88—88.  Diese  Wleaecbandschrift  ist  von  Johs.  Vdgelin  ge- 
schrieben. 

44)  Catal.  3fss.  Angliae  et  Iliihrrniae,  Oxfor»!  1007;  und  CnUtl  Cadd.  Mss.  Bihl. 
Bfxlleiauae  IX,  Codd.  a  Kenelm  Digby  anuo  1034  donatos,  coni'ecit  Macray, 
Oxford  1883;  vgl.  Steinschneider,  Wenrich  u.  a. 

M)  €kU.eodd.m9$.bM.unioerd^aiiaShenO'Tr^i€deri^ 

46)  Boncompagni,  DeUe  verwmi  ftUte  da  Piatone  TOntrtina,  Atti  deir 
acead.  pontif.  de'nuovi  Hncci  tomo  IV, p. 279 — 280;  Montfaucon,  Bibl.  bihlkh 
(hecanm  mfis.  nora,  Faxis  1789,  I,  p.  427;  Steinachneider,  Zeitocftr.  f.  Math,  w 
Physik  10,  p.  484. 

47)  Cai.  cwUcum  »w«.  bibl.  regtae  III,  Tome  IV,  Paris  1744;  vgl.  Fabritins 

ly,  p.  84. 

48)  Cot.  Mas.  Angliae  d  Hgbermae,  Oxford  1697. 
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Bisohofil  Palomeqne  Tom  Jalire  1273  befindet  ndi  eine  Bflcherliste, 
w<Hrm  als  Nr.  29:  ,^A.lfagraiiO|  Teodosio,  Anarico,  Xileo,  am  otrof 
UbroB  de  geomikia,**  Über  die  Sprache,  worin  de  ver&bt  ist,  wird  niehts 
aiig«geben.^ 


Wir  sehen  also,  dab  wir  vor  der  ICaarolycQSaiisgabe*^)  nur  tme  latei- 
nische ÜberBetamg  finden,  nnd  dafii  die  Kuidsdunften,  die  sie  enthalten, 
meistens,  ja  bis  snr  Mitte  des  16.  Jahihonderts  ansBchliefslich  den  tw- 
drehten  Namen  Mileas,  Mileins,  Milaens  oder  Mjlaeas  haben.  Wenn 
aolMlan  die  Uilenshandschrifben  sidi  vom  13.  Jahrirandert  bis  som  An- 
fiuig  des  16.  ersfareoken,  so  stimmen  diese  Thatsadhen  durchaus  damit  fiber- 
ein,  dals  diese  Übersetzung  von  Gerhard  von  Cremona  ist  Auch  hat 
aoCMr  Gerhard  unseres  Wissens  niemand  vor  Manrolycns  es  versacht, 
Menelaos  zu  flbersetsen. 

Die  RedaÜEtion  der  ßiMrik,  die  wir  hier  vor  uns  haben,  ist  durch 
folgende  Eigentflmlichkeiten  gekennzeidmet: 

1.  Das  Werk  ist  in  3  Bttcher  geteilt  nnd  zwar  mit  besw.  44  od«*  45, 
8  mid  15  SStsen. 

2.  Definitionen  fehlen  gaais. 

3.  Das  erste  Buch  ist  in  gewissen  Besiehnngen  von  den  swei  folgenden 
versehiedoi;  so  wird  „tpMbrkdtts  Drdedt"  (tffbdtv^)  im  ersten  Buche 
Jrianguhu  ex  arcubus  circulorum  nu^norum  super  superficiem  ^pkaenuf*,  in 
den  swei  letzteren  JrÜakra  fiffwrtl*^  genannt  Das  erste  Bndi  ist  anlserdem 
genauer  und  umstftndlicher  als  die  swei  anderen.  Wir  kOnnen  deshalb  ver- 
muten, daft  wir  hior  eine  SBschung  von  swei  verschiedenen  Bedaktionen 
oder  eine  Redaktion  von  swei  Bearbeitem  vor  uns  haben. 

4.  Hiermit  stimmt  es  durchaus,  dab  I,  41 — 44  (oder  nach  anderen 
Ifileushandsehriften  1, 42—45)  als  II,  1—4  wiederiiolt  wird,  und  swar  in 
anderer  Redaktion. 

5.  Fflr  „Bimtg"  wird  „nadir  amwf*  gebraucht  In  dem  griechischen  Text 
stand  ohne  Zweifel  i}  4nA      ibtkw  (d.  h.  die  Sehne  des  doppelten  Bogens). 


40)  Francisco  Martinez  Marina,  Enaayo  hi^/orieo-cnHeo  9obre  la  legula- 
eion,  Madrid  1884, 1,  p.  8;  vgl.  B.  Beer,  Die  HmtdtdurifieiuAäUe  Spaniens,  Wien 
1894,  p.  1S7.  —  Anarico  iat  wahxscheiiilich  Anaritini,  d.  h.  Al-Narisi,  dessen 

Euklid-Kommeniar  kürzlich  arabisch  von  Posthorn  u.  Heiberg,  lateinisch  von 
Curtze  ediert  wurde;  vgl.  Hibl.  math.  l'.MU,  p.  G'». 

60)  Deutschland,  das  samt  par  keine  lateinischen  Menelaoshandschriften  zu 
besitzen  scheint,  hat  wiedenini  eine  Abschrift  der  Druckausgabe  von  Mauroly- 
cns  und  swar  in  Erlangen,  Cod.  909.  Der  Abschreiberlohn  war  8  fl.  60  d.,  wie  es 
der  Katalog  mitteilt 
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Eine  dem  Griediisclieii  entsprechende  Beseiebniugsweise  liat  sich  vieUeieht 
in  den  Alteren  arabischen  Menelaoscodioes  erhalten,  wodurch  der  Gebrauch 
Ton  „nadir  areiuf*  in  der  MUeusübersetsiing  sich  arUftren  UM;  denn  ,jnadir 
ar&Mf*  wird  ao  definiert:  ^  ego  guidem  tum  rignifioo,  eim  dko  nadk  arcus, 
niH  Uneam,  qui  suiftenditur  ttUus  areu$.'*  —  In  spateren  arabischen 
Menelaoshandschriften  wird  ,,8inui'*  gebraucht,  eben&lls  in  den  beiden  Dmck- 
ansgaben,  obwohl  Maurolyons  die  Bezeidinong  »ßnadir  arewt*  kennt. 

6.  Man  spürt  dentlich  eine  Einteilung  des  Textes  in  mdir  als  die 
erwihnten  44(45),  8  und  15  SStse,  und  zwar  durch  nach  den  einielnen 
Beweisabschnitten  eingeschaltenen:  ^  mkid  est  quod  dedarare  uoMmm.** 

Diese  älteste  lateinische  Gerhardsche  Milensübcrsetzung  habe  ich  nun 
mit  den  Druckansgaben  TWglichen,  und  zwar  mit  dem  Kesultate,  dafs  der 
Text,  den  Ha  Hey  zu  seiner  Druckausgabe  gebraucht  hat,  von  derselben 
arabischen  üLedaktion  stammt,  während  dagegen  der  mit  Zusätzen  übersfteten 
Manrolyousausgabe  ttne  andere  arabische  Redaktion  zu  Grunde  lag. 

Zur  Basis  meiiMr  Untersuchutirren  habe  ich  nun  hnuptsächlich  die  Ger- 
hardsehe  Übersetzung  gebraucht,  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Halleyausgabe 
nach  dieser  Übersetzung  korrigiert. 

Ich  bin  doch  in  der  glücklichen  Lage,  Stellen,  namentlich  im  dritten 
Buche,  die  ein  besonderes  Interesse  haben,  mit  anderen  Redaktionen  ver- 

« 

gleichen  zu  können,  indem  icih  von  Hm.  Dr.  B.  Besthorn  verschiedene 
wichtige  Aufschlüsse  über  zwei  arabische  Leidenereodices  (3J)n^')  u.  930) 
bekommen  h;ilM-.  rberall,  wo  ich  diese  Codices  crwilhiio,  geschieht  es  also 
nur  durch  das  Ireundliche  Entgegenkommen  Dr.  Besthorns. 

Durch  seine  Aufschlüsse  wird  es  bestäti>(t,  dafs  die  Terschiedeueu  Mene- 
laosresennionen  wenipslons  stellenweise  ziemlich  viel  von  einander  abweichen. 
Der  sogenannte  „.Satz  des  Meiielaos"  ist  z.  B.  im  cod.  Leid.  ä3u  und  in 
der  Redaktion,  die  Gerhard  und  Halley  verwendeten,  ganz  Terschieden 
redigiert") 

Eine  genaue  Untersuchung  des  ünters<  liicdcs  der  Redaktionen  läl'st  sich 
nur  durch  gewissenhafte  Prüfung  der  arabischen  Handschriften  bewerkstelligen. 
Die  Berichte  der  arabischen  Encyklopädisten  soundsovielmal  wieder  abzu- 
drucken, ist  dagegen  eine  ziemlich  erfolglose  Arbeit.  Weil  ich  es  aber 
nicht  besser  machen  kann,  beschränke  ich  mich  auf  eine  ganz  kurze  Übar^ 
sieht  der  verschiedenen  Rezensionen  in  chronologischer  Folge. 

51;  c.  auu  enthält  die  Kedakliun  von  Al-Uarawi,  930  die  von  Abu-Nasr- 
Kansnr. 

6S)  Tgl.  unten  Kap.  6,  b. 

(V8)  Die  wichtigsten  Notizen  fiber  die  Resenrionen  des  Ifendaoeteztes  stehen 
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Menelaos  richtet  seine  Vorrede  an  einen  Ffirsten  (£1-Ladzi  nach  Haji- 
Khalfa  I  mit  den  Worten:  .J^  prinnys!  inreni  ego  rathnew  dotumstraticam 
praestanttm  elc."   So  fängt  nach  Bestborn  auch  cod.  Leid.  399  an. 

Die  Übersetzung  rührt  angeblich  von  Isak  ben  Honein  910)  her; 
dieser  wird  nämlich  in  mehreren  Hands«  Ii  ritten  als  Übersetzer  genannt,  üb 
Täbit  ibn  Korrah  (f  901),  der  im  Anschlols  an  Menelaos'  Sphärik 
(doch  ohne  Menelaos  zu  nennen)  eine  Abhandlung  verfafst  hat,  zu  dieser 
ältesten  Übersetzung  beigetragen  hat,  lassen  wir  vorlUufig  dahingestellt.'**) 

Die  verschiedenen  liedaktionen,  die  wohl  duroh  Bevilion  der  ältesten 
Übersetzer  entstanden  sind,  stammen  von: 

1.  Al-Mahäni  (Zeitgenosse  von  Täbit  ibn  Korrah);  er  nahm,  um 
das  Werk  verstilndlicher  zu  machen,  eine  Revision  vor,  brachte  aber  nur 
das  erste  und  die  Hälfte  des  zweiten  Buches  zu  Ende;  der  Best  ist  von 
Ahmed -beu- Said -al-Harawi  (Zeit  unsicher)  erledigt  worden.  —  Diese 
Bedaktion  liegt  im  Cod.  Leid.  899  vor  und  enthält  zwei  Bächer. 

2.  Abu-Nai^r-MailHlir;  er  beendigte  eine  neue  Redaktion  in  den  Jahren 
1007 — 8.  —  Diese  liegt  im  Cod.  Leid,  f      vor  und  enthält  drei  Bücher. 

3.  Zeitlich  folirt  hier  die  lateinische  l  bersetznng  von  (Gerhard  VOn 
Cremona  — IIHT  ),  deren  Eigentümlichkeiten  ganz  mit  denen  über- 
einstimmen, die  wir  der  Redaktion  von  Al-Mahdni  und  Al-Harawi  zu- 
trauen  möchten.  £s  scheint  doch  dies  nioht  aus  den  Handschriften  hervor 
zu  gehen. 

4.  Nassir- cddin-TÜHi  war  mit  den  verschiedenen  Redaktionen  in 
Verlegenheit,  blieb  aber  bei  der  von  Nasr-Mansur,  und  beendigte  seine 
durch  Revision  der  vorigen  gemachte  Bedaktion  im  Jahre  1265;  sie  ent- 
hielt drei  Bücher") 

.j.  Ibn-abu-ScJiukr  unternahm  um  126d  wahrscheinlich  noch  eine 
Redaktion. 


in  Haji-Khalfa,  ed.  Flflgel  I,  p.  $90  ond  V,  p.  48  nnd  rfihzen  angeblich  von 

Nassir-cddin-Tiisi  her. 

54)  In  Täbit  il)n  Korrahs  Werk:  De  fignrn  scctoris  tindeu  «ich  uilnilich 
keine  sicheren  Spuren  davon,  dafs  er  Menelaos'  Sphärik  gekannt  hat.  Täbits 
Werk,  von  dem  bisher  nur  Fragmente  bekannt  geworden  sind,  habe  ich  naeh  cod. 
Paris.  Arsenal.  1085  (lateinisch)  untersucht. 

66)  Diese  Redaktion  liegt  im  cod.  Berol  M.  f.  .^öh  und  M.  q.  559  vor;  vgl. 
Steinschneider,  Hihi  niath.  is'.iH,  p  7:^  H".  Auch  Cod.  Palat-Medic.  271  und 
2b6  (Firenze»  süllen  tiie.se  Ui-daktioii  cnthalttMi. 

56;  Diese  Redaktion  liegt  in  ludia  Uitice  l^ondüu^  7^1  vor;  vgl.  Loth,  Ca- 
ttUog  of  Ae  An^  üfaniMmjpts  «n  the  libmry  of  the  India  Of^,  London  1877. 
Steinschneider  kennt  im  ganzen  16  arabische  und  S  hebrSische  Menelaoshand- 
sehriAen;  vgl  Afvb.  Übenets.  Register. 
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r>.  Eine  hebrilisciio  I  hersotzung  besorgte  JaCOb  b6ll  Maohir  (Prophiat) 
(t  ia07— 9)  ans  der  Familie  Tibbon  aus  ManeiUe  mn  das  Jahr  liU^) 

Über  andere  Bearbeitangeii  oder  Übersetmngen  tot  der  Manrolyons- 
aosgabe  (1558)  liegen  keine  Beridiie  ycar. 


Nadi  den  Angaben  Ton  Naseir-eddin-TAsi  war  die  BfichereinteUiing 
und  die  Anzahl  der  Sfttze  sehr  versdiieden;  letztere  rarüerte  im  ganzen 
zwischen  85  nnd  91.  Bei  Halley  treffen  wir  aber  nnr  63  nnd  in  der 
ÜberBetnmg  von  Gerhard  wegen  der  erwähnten  Wiederholnng  Ton  4  Sttzen 
67.  Dieser  üntersohied  kommt  aber  nur  daTon,  dafo  die  Araber  die  Bewdse 
des  grieohisehen  Originaltextes  zerteilt  haben,  nnd  zwar  naeh  den  Figur- 
beschreibongen,  sodab  sie  meistens  f&r  jede  neoe  Figur  einen  neuen  Satz 
slhlen.  In  der  HaUeyansgabe  haben  wir  in  den  nach  den  einzelnen  Be- 
weisabschnitten hindngeftlgten  „q.  e.  d."  ein  Kriterium  ftr  die  arabische 
ESntdlung. 

Bechnet  man  nach  der  Araber  Art,  so  bekommt  man  bei  Gerhard, 
sowie  bei  Halley  ca.  90  SStxe.  Jeder  in  der  grieehischen  Dantdlungs* 
weise  bewanderte  Forseher  würde  jedoch  sogleich,  wie  es  Gerhard  gethan, 
die  urspriingliche  Einteilung  wiedohersteUen. 

Dalli  aber  auch  die  arabischen  Bedaktaonoi  gegenseitig  eine  Tersdbiedene 
Satzanzahl  haben,  kommt  wohl,  aufiser  Ton  der  llHedeiholung  der  4  Sfttze 
im  zweiten  Buch,  yon  Terschiedener  Scandiemng  der  ursprflnglidien  Sitze 
und  von  hinzngefagten  aUter-Beweisen,  welche  letztere  nach  Besthorn  als 
selbstSndige  Sfttze  numeriert  sind. 

Überhaupt,  glaube  ich,  werden  die  Abweichungen  sieh  auf  gans  ver- 
schiedene  Beweise  einzelner  Sfttze  besehrftnken,  bei  denen  man  leicht  ent- 
scheiden kann,  ob  de  griechisch  sind  oder  nicht,  fsnier  auf  aliter-Beweise, 
und  übrigens  auf  formale  Abweichungen,  nSmlich  Spradi-Einteilungs-  oder 
Figurdifferenzen,  sodafe  es  -  mit  Herannahme  hinrMchlichen  Handschriften- 
materials  nicht  unüberwindliche  Sdiirierigkeiten  bieten  wird,  den  realen 
mathematischen  Lüialt  des  ursprünglidien  Textes  festeustdlen. 

67)  Vgl.  Steiascbneider,  llebräUche  Übersetzungen  JI,  p.  616. 
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Die  Drackansgaben  der  Spliärik. 

A.  Die  Halleyansgabe  ^Oxford  1758). 

Steinaohneider*^  giebt  mehrmals  seinem  Bedaaem  darüber  Auadmok, 
dab  die  Vfnrrede,  mit  der  Costard  diese  Ausgabe  (die  erst  1768  ersohienen 
ist,  wihzend  Hallej  schon  1743  gestorben  war)  einleitet,  in  den  ihm  be- 
kannten Ezemplarra  fehlt.  Das  mir  znr  VezfOgong  stehende  Exemplar  ans 
der  )[gi,  Bibliothek  zu  Kopenhagen  entiiUt  glttoUicherweise  diese  Vorrede. 

Ans  dieser  geht  Iblgendes  hervor:  Hallej  hat  seine  Übersetrang  haiq^t- 
slehlioh  nadi  der  hebrlisohen  gemacht  Nach  Terschiedenen  Zeognissen 
glanbt  Costard,  da&  er  namentlich  Codex  Hnntington  6270.  524^  (der- 
selbe wie  Bodl.  üri  433)  gebraucht  hat.  VermntUdi  hat  er,  meint  Costard, 
aoeh  Codex  Huntington  6808.  557**)  (BodL  Uri  481)  verwendet  Derselbe 
führt  den  Titel:  „Codex  (Mendai)  de  figwrta  Sphaerieis  ex  Venkme  K  leaaei 
ßU  HenaUni**  Die  beiden  Handsdiriften  sind  hebräisch,  letztere  defekt. — 
Ans  Halleys  Noten  erhellt,  dafs  er  auch  arabiscihe  Handschriften  vei^ 
glichen  hat  Costard  glaubt,  da&  es  die  im  Archiv  Seiden  A.  Nr.  5  n.  6 
sind  (d.  h.  BodL  üri  875  n.  895).  Im  Schlub  der  Yonrede  polemisiert 
Costard  gegen  Pater  Mersenne  und  die  von  diesem  mit  ganz  ungenügen- 
den Erlflnterungen  versehene,  im  Jahre  1644  besorgte  Menelaoeausgabe. 

Lsh  glaube  jedoch,  dalh  Halley  die  arabischen  Codices  sehr  wenig 
benutat  hat  In  seinen  Noten  sagt  er  stets,  d'ab  er  hier  wie  sonst  den 
hebrÜMjhen  Handschriften  gefolgt  ist;  mehrmals  r^ieri«rt  er  hebrüasdie  Wcnrte, 
nur  einmal  ein  arabisches.  Deshalb  bezweifle  ich  nidit,  dafo  wir  in  der 
Halleyan^gabe  eine  freie  lateinische  Übersetsnng  der  hebrtischen  von  Jacob 
ben  Hachir  vor  uns  haben. *^)  Ob  aber  letstorer  dieselbe  arabisdie  Re- 
daktion wie  früher  Gerhard  verwendet  hat,  oder  ob  er  vielmehr  Gerhards 
lateinische  Übersetzung  gebraudit  hat,  ist  von  geringerem  Literesse;  denn 
in  beiden  Füllen  ist  die  direkt  nach  dem  Arabischen  vom  gewissenhaften 
Gerhard  unternommene  Übersetzung  zuvwllssiger  als  der  Text  der  Halley- 


58)  Zeitschr.  f.  Math.  tt.  Physik  10,  p.  482;  Hebräuche  Übersetzungen 
II,  p.  616. 

59)  TgL  Cot.  MsB,  Angliae  et  Hybertdae  und  die  Erlftateraagen  von  Stein- 
sehneider. 

60}  Vgl.  oben  Seite  16. 
AMh.  M.  OMeh.  d.  oMth.  WlMenwIi.  XIV.  2 
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ausgab«,  der  entweder  den  Weg  arabiach-hebraisch-lateinisch  oder  gar  ara- 
bisch-lateinisch-hebr&isch-lateinisch  zoräckgel^  hat.  Ans  einem  Vergleich 
zwiscben  den  Texten  Gerhards  und  Halle js  ergiebt  sich  folgendes: 

Halley  beginnt  mit  6  Definitionen*^),  die  wir  bei  Gerhard  nicht 
finden.  Die  Echtheit  dieser  Definitionen  steht  doch  über  allem  Zweifel, 
dran: 

1.  finden  wir  sie  in  mehreren  arabischen  Codices  (z.  B.  Leidensis  399), 

2.  ist  der  in  der  eitten  Definition  definierte  Begriff  ^tffMLsvffW^  (sphi- 
lisches  Dreieck)  nach  Pappos  von  Menelaos  benannt,*^ 

3.  liegt  eben  in  der  Umschreibung  des  Wortes  xqItcJlsv^v  im  ersten 
Teil  der  Qerfaardschen  ÜberaeUong  die  Erklirong  des  Weglassens  der  somit 
nnnotwendigen  Definitionen. 

4.  läTst  es  sich  leicht  erklären,  dafs  die  Definitionen  mit  der  Vorrede 
weggefallen  sind.  Ein  Vergleich  mit  anderen  Übersetzungen  von  Gerhard 
seigt  n&mlich,  dals  dieser  immer  die  arabische  Vorrede  ausschlieüsi. 

Die  Bllflhereinteilung,  die  ja  in  den  arabischen  Redaktionen  sehr  ver- 
schieden war,  ist  hei  Halley  die  einzig  natürliche,  wenn  überhaupt  mehr 
als  ein  Buch  da  war,  und  dafür  bürgen  uns  die  Berichte  des  Theon. 

•  Dab  wir  bei  Gerhard  eine  andere  Einteilung  fsnden,  kam  davon, 
dab  die  von  ihm  gebrauchte  arabische  Bedaktion  von  zwei  Rezensenten 
gemacht  war.  Ualley  aber  folgt  hier  ausnahmsweise  und  mit  Hecht  den  arabi- 
schen Oxforder  Codices  und  nicht  der  hebräischen  Uandschrift,  wo  übrigens 
die  Bücherabteilung  doppelt  war.*')  —  Wir  müssen  also  die  Halleyausgabe 
als  eine  gewissermafsen  kritische  betrachten;  leider  hat  er  aber  seine  Quellen 
sohlecht  gewürdigt  und  di''  schlechteste  sor  Hauptquelle  gewählt. 

Folgonde  Teile  aus  der  Halleyansgabe,  meistens  kursiv  gedruckte  Zu- 
Sttze  von  Ha  Hey,  sind  unecht: 

Die  CoroUaren  zu  I,  20,  29,  30.  31,  32,  33,  34  u.  35.  —  Die  nach 
I,  30  Corollar  2,  birsiv  gedruckten  4  Zeilen.  —  Die  9  Seite  63  mit  kursiv 
gedruckten  Zeilen  im  Beweise  zu  II,  7.  —  Lemmata  und  Theorema  nach 
III,  1.  —  Die  Corollaren  zu  III,  2,  8,  5  u.  15.  — ■  Der  ganze  Beweis  zu 
UI,  5.  —  ni,  1 1  Lemma.  —  Die  Kursivzeilen  Seite  106 — 7  in  III,  14. 

Die  Scholien  sind  ÜBLSt  alle  von  Halley  verfafst.  —  III,  1,  der  sog«i. 
Satz  des  Menelaos,  nimmt  eine  besondere  Stellung  ein.^)  So  wie  dieser 
Satz  in  der  von  Gerhard  und  Halley  benutzten  Redaktion  redigiert  war, 
war  er  es  nicht  in  der  Sphürik;  denn  die  Protase  fehlt  und  die  Figur- 
buehstaben  fangen  mit     M,  T  u.  s.  w.  an.  Hier  liegt  entweder  eine  arabische 


61)  VgL  unten  Seite  86— S6.  68)  Vgl  oben  Seite  4  und  unten  Seite  86. 
68)  Tgl.  die  vorhergehende  Seite.      64)  Tgl.  unten  &p.  6,  b. 
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Interpolation  vor,  oder  abpr  gehört  der  Satz  in  dieser  Form  einem  as&O' 
nomitdte»  Werke  griechis<  h»'n  Trsprungs  an.  Wie  der  Satz  ursprünglich  war, 
kOnnen  wir  doch  mit  Hillfe  von  Cod.  Leid.  930,  Ptolemaios  und  Theon 
aasfin^  nUM^Mn.  —  Wie  der  ganz  unechte  Beweis  III,  5  entstanden  ist, 
werden  wir  in  einem,  gpftteren  Kapitel  genauer  erörtern. 

Mit  den  hier  genannten  KcHcrektiTen  l&fst  sich  nun  die  Hallejausgabe 
ganz  gut  verwenden,  wenn  man  nicht  ins  Detail  gehen  will.  Der  mathe- 
matischen Beurteiliing  genügt  es,  dals  die  Sätze  aile  tind  der  Gedanken- 
gang der  Beweiie,  mit  Ausnahme  von  III,  1  o.  5,  echt  sind. 

B.  Ihe  Maurolycusaubgabe'^^j  i^Messina  1558). 

Ans  der  Vorrede  reforiere  ieh  folgenden  Paasns: 

wflos  Menelai  Ubdlas  cmm  090  m  oinüqm»  e»  membram  codieäm  re- 
pmssem  eomtua  9um  eos,  gmnkm  wmipiinimim  erat  exemplar,  emmdare 
et  rettUuere,  nee  tum  quam  phurmis  Iwh  neeeesams  hm  arguUa  adaugere 

Hehr  erfahren  wir  über  Maurolycns'  Hfllftmittel  und  Arbeits- 
methode nicht;  das  genflgt  aber  Tollstlndig,  am  die  Anwendberheit,  oder 
▼ielmehr  die  ünanwendbarl^t  dieser  Ausgabe  m  beurteilen.  Eine  weitere 
Bestfttignng  dafür  giebt  uns  der  offenbare  üntersehied  swischen  dieser 
Ausgabe  und  der  Gerhardschen  Übersetiang.  Dieser  üntersehied  zeigt  uns 
auch,  dals  die  bisherige  Vermutung,  Mauroljons  habe  letztere  ver- 

66)  Zur  Zt'it  <li^8  Maurolycu»  war  man  nehr  fitVig,  eine  Dnnkausj;alte  von 
Mf*nelao8'  Sphtirik  zu  crleclif^fii.  Aiiria  berichtet  in  der  Vorreile  zn  seiner  Aus- 
gabe von  TheodoHios'  de  diebm  et  noctibus  (Homae  15i)l,  vgl.  obeuj,  dafa  Her- 
sog  Ferdinand  beabsichtigte,  vide  mathoiratiiche  Klassiker  im  Droek  erseheinen 
zu  lassen,  darunter  auch  Henelaos*  SfkMk;  aehon  Begiomontann«  beabrich'- 
tagte,  eine  MenelaoHauegabe  hcr/ustellen. 

66)  Genauere  AutHclilüHst'  hali»'  ich  sprit<>r  in  »'inem  prst  in  «b^r  Neuzeit 
edierten  Werke  des  Maurolytus  i'rhuiten.  Ks  st^^ht  ila  Hulletino  Hom  oni- 
pagni  9,  p.  2b}:  „Post  haec,  locun  dandus  est  Meuelao,  <£uein  et  M tlcuni  qiitdam 
voeant,  qui  Traiani  tempeetate  damit j  et  rdiqtta  de  ephaerieis  ingenionuime  pro- 
eecuhu  eet  in  totidem  WteUit:  unde  Ptolomeua  astrenomut  praeeipua»  demonetror 
tionea  mutuatur  Mihi  oZim  libros  curiote  perquirenti  oMate  sunt  exempiaria  duo 

Menelai  mann  scripta  in  vtcmhranin:  quorum  utntmquf  inutilutnm  et  wnx  male 
re.'idrtuni  fuentt:  muit  jiro  <ln)io}i}(ti(ttiunibu.s ,  (fuae  ma.i  inti  fuerint  momenti  conti- 
mbat  inuolucra  q^uaedam  nihil  concludaUta.  Acquc  author  ipse,  si  reuixisnetf  suum 
ognouiuet  opm.  Hoe  ego,  tmtea  diu  dettderahm  muUo  UAore,  pigiliiaque  reiMMM» 
fvetKhwre  oonai««  eomphuibut  tarn  iueundie,  quam  neeeesarü»  adanuei  propoeitionihus. 
Ex  hoc  quidem  pendet  uoa  fere  ephaenUium  iriangtdorum  doetrina,  et  tabuUarum 
pnmi  mobiU»  eakidu»." 
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wendet,  &l8ch  ist.  Am  wahrscheinlichsten  ist  es,  dafs  er  arabische  Hand- 
schriften gebraucht  hat;  denn  nach  der  vorhergehenden  Untersuchung  lagen 
zur  Zeit  des  Maurolycus  eben  nur  arabische  Handschriften  verschiedener 
Redaktionen,  Gerhardsche  Mileuscodiees  und  einige  hebräische  Handschritten 
derselben  Redaktion  wie  die  Müeushandschriften  vor.  Dafs  Maurolycus 
in  der  Vorrede  „nadir  arcus"  erwähnt,  sagt  dagegen  nichts;  denn  diese 
Bezeichnung  für  „corda  dupli  arcus'"  war  schon  von  Gerhard  eingebürgert; 
ebensowenig  sagt  es,  dafs  er  den  Namen  Menelaos  und  nicht  mehr  Mileus 
verwendet;  denn  die  Identität  dieser  Namen  war  schon  dem  niatheniatischen 
Kleeblatt:  Kardinal  Bessarion  —  Georg  I*eurbach  — Jobs.  Begiomon- 
tanas  in  der  Mitte  des  15.  Jahrhunderts  h»>kannt. 

Wie  gesagt,  bietet  uns  die  Maurolycusausgabe  kein  anmutiges  BUd. 
Als  Beleg  mögen  folgende  Beispiele  genügen: 

Menelaos'  Definitionen  „mit  anderen  hinzugefügten^^  stehen  in  der 
„Vorrede"  (!). 

Unecht  ist:  I,  1  —  die  CoroUaren,  aufser  dem  ersten,  zu  I,  2  —  I,  7,  8 

—  der  Beweis  zu  I,  1 1  —  der  h-tzt»'  Beweis  zu  I,  1  '2  das  Corollar  zu 
I,  14  —  I,  15,  16,  17,  18,  19  -  I,  20  teilweise  —  1,  :u;  —  das  Lemma  zu 
I,  42  ~  der  Beweis  zu  I,  44  —  U,  1—6  (bei  Hallej  U,  1—2)  hat 
Maurolycus  ganz  unigoarbcitet. 

Unecht  ist  ferner:  II,  8,  11  —  10,  19  20,  2H— 20,  30-  32,  34—  36, 
39—40,  43 — 44  u.  47-  48,  während  ein  Halley  U,  9  entsprechender  Satz 
fehlt.  m,  2  ist  uiu'cht.  —  HI,  7—8  ist  frei  umgearbeitet.  HI,  J  I^, 
12 — 1  l,  Lemmata  1 — 1  zu  III,  21,  III,  22  mit  Lemmata  sind  alle  unecht. 

—  Dagegen  fehlen  d'w  Ilalh'v  111,7",  11  14  u.  lö'"^  entsprechenden 
echten  Sätze;  sie  finden  sich  aber  in  der  Sphärik  des  Maarolycas,  deren 
Kern  sie  bilden. 

Man  siebt  sofort,  wie  wenig  Wert  der  .Maurolyousausgabe  beizumessen 
ist.  E.s  wäre  durchaus  bosser  gewesen,  wenn  sie  nicht  erschienen  wäre, 
sodafs  man  auf  die  ( Jerhardhaudscbriften  biugewiesen  worden  wäre. 

Wir  führen  gleich  an  dieser  Stelle  an,  zu  welchen  Mü^ferständnissen 
diese  Ausgabe  Anlafs  gegeben  hat. 

Oantor.  f'irsrhirhfe  der  Mutlit  nintik  I,  p.  34'.t,  schreibt  dem  Menelaos 
den  Satz  zu:  ,.J)ic  Sunmr  dir  drd  Seiten  Jede^s  si)hürL>chcn  Dreiecks  ist 
kleiner  als  ein  (jrößter  Kreis  der  Kutje!  "  Dieser  Satz  ist  aber  ein  Zusatz 
YOn  Maurolycus  (  I,  7Y^' t  A.  v.  Braunmühl,  Geschichte  der  Trigonometrie 
I,  p.  15ff.  hat  nicht  wissen  können,  dafs  die  Definitionen  des  „sphärisdien 


67)  Denselben  Fehler  finden  wir  mich  bei  R.  Wolf,  (?es«Aieftte  der  Astro» 
nmk,  p.  118. 
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XHrHedcs  und  Winkels*',  die  in  Uanroljüas' Vovrede  stdieii,  liaiiptAehlieh 
dem  Ifenelaos  angehören;  v.  Brannmflhls  BeBchreilning  der  EinfUining 
dieser  Begriffe  itt  daher  niebt  nitreffend.  —  Den  Sats:  ^ie  Wtnkdsmme 
des  spkärisdim  Drdedss  Jkgt  Mwisdkm  mwH  und  sechs  Beehtm**,  sekrttbt  er 
dem  Menelaos  ra;  das  stimmt  aber  nur  in  Bezug  aof  die  erste  Hftlfte 
des  Batses.  —  Die  Bemerknng,  die  Menelaos  über  eine  Menge  von  £igen> 
sehaflen  der  spUrischen  Dreie(dce,  die  dm  ebenen  nicht  rakonunen,  nach 
Brannmfihl  hinzugefügt  haben  soll,  rührt  yon  Manrolycns  her.  —  Der 
Satz,  der  Seite  28  dem  Theon  beigelegt  wird,  die  erste  Formel  Seite  62 
nnten,  die  dem  Ibn-Jnnos,  sowie  die  Theorie,  die  Seite  162  ff.  dem 
Manrolyoas  zu  Ehren  gerechnet  werden,  gchflren  meistens  sa  der  SphSrik 
des  Menelaos  nnd  zwar  za  den  Sitzen  m,  11 — 15  dersdben,  die  Mauro- 
lycns  weggelassen  hai*") 

Die  Sfttze  dagegen,  die  Delambre,  Vastnmomie  tmäenne  I,  p.  243 — 45, 
ans  der  Sphlrik  zitinrt,  sbd  alle  echt>  natflriidf  weil  Delambre  die  Halley- 
ansgabe  verwendete. 

Man  sieht,  wie  Tiel  Unfag  eine  schlechte  Ansgabe  anstiften  kann,  nnd 
mnA  bedauern,  dafo  eben  dem  Ver&sser,  dem  zuerst  die  Bedeutung  des  Me- 
nelaos in  die  Augen  gefisllen  ist,  nnr  diese  Ausgabe  zur  Verfügung  stand. 

G.  Die  MAnonnMiugabe**)  (Paris  1644). 

Wir  sahen,  wie  Costard  in  der  Vorrede  zui*  Halleyausgabe  den  Pater 
Mcr sonne  wegen  seiner  Menelaosausgabe  tadelte.  Jedoch  verdient  M er- 
sänne die  Rüge  nicht  in  ihrem  ganzen  rmfange.  Hätte  Costard  nur 
die  Ausgaben  von  Mersenne  und  Maurolycus  verglichen,  so  hiitte  er 
gleich  gesehen,  dafs  Mersennes  Verbrechen  sich  darauf  bescliränkt,  dais 
er  mit  anderen  griechischen  Werken  die  Vorrede  und  die  Sät/e  (ohne  Be- 
weise) nach  der  Maurolyeusausgabe  abdruckt,  allerdings  (vermutlich  wegen 
Drucklehlerj  mit  Quellenangabe  nui'  zu  Menelaos'  zweitem  Buch. 

D.  Die  BOgsü,  Hiutaiugalie  (Oxford  1707). 

In  Paulys  Jiailcncijklopädie,'^)  bei  Hoffmann  u.  a.  versiert  die  Nach- 
richt, dafs  Johs.  Hunt  seiner  Theodosiusausgabe  (Oxford  1707)  hinten 
Menelaos'  Sphärik  hinzugefügt  habe.    In  vier  augenscheinlich  ganz  voll- 
es) Vgl.  unten  Kap  t),  b 

69)  Universae  geometiiae  luijtaeque  niathematicae  Synopttis,  ntudio  et  opere 
F.  U.  Hersenni,  Farisüi  1644,  p.  204—280.       70)  Artikel  ,,lfenelaa8*'» 
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ständigen  Exemplaren  dieser  Ausgabe  (ans  der  1^1.  Hof-  o.  Staats-BibL  sn 
Mflndhen,  der  Bibl.  Angeliea,  CSasanatense  nnd  der  Vatikanbibl.  lu  Born)  findet 
sieh  aber  nnr  dw  griechische  Text  von  Theodosios  und  hinten  eine  lateinisdie 
Übersetsung  desselben.  Die  Nachricht  fiber  die  Huntausgabe  gehSrt  also  wohl 
XU  den  Lrtamern,  die,  einmal  eingebfli|;ert,  immer  wieder  abgeschrieben 
werden.  Es  wSre  ja  auch  sehr  merkwtlrdig,  wenn  Costard  17&8  in  der 
Vorrede  snr  Halleyansgabe  eine  andere  Oxforder  Ausgabe  Ton  1707  mit 
keinem  Wort  erwShnt  hfttte,  obgleich  w  die  andere  frtthere  Ausgabe  nennt 

Ehe  ich  zum  ersten  Buch  Mauel aos  übergehe,  möchte  ich  gern  eine 
Bemerkung  darüber  einschalten,  wie  viel  Vei-trauen  man  überhaupt  zu  dem 
durch  das  Arabische  Termittelten  Menelaostexte  haben  kann.  Zur  Entscheidung 
dieser  Frage  haben  wir  zwei  Mittel. 

Das  erste  ist,  in  den  arabischen  Codices  die  Spuren  des  Griechischen 
gewissenhaft  nachzuforschen.  Das  ist  aber  nur  die  Sache  eines  schon  mit 
den  arabischen  Übersetzungen  grierlnscher  Mathematiker  vertrauten  Arabologen. 

Das  zweite  Mittel  ist,  den  überlieferten  Text  mit  eventuellen  Zitaten 
oder  Analogen  andorer  griechischer  Yeifasser  zu  vergleichen.  In  Betracht 
kommen  hier: 

1.  Ein  Verirleich  zwischen  ID,  1  (Satz  des  Menelaos)  nach  dem  ara- 
bischen Texte  und  den  griechischen  Redaktionen  desselben  im  Ptolemaios 
und  Theon.  Dieser  Vergleich  hat  geringeren  Wert,  weil  dieser  Satz,  der 
Hebel  aller  sphärischen  Berechnungen  der  Griechen,  schon  im  Altertum  in 
vielen  verschiedenen  Redaktionen  vorgekommen  sein  mag. 

2.  Hin  Vergleich  zwischen  der  arabischen  Überlieferung  von  Menelaos 
1, 13 — 14  und  dem  Referat  derselben  im  Theon.  Diesen  Vergleich  habe 
ich  mit  Hülfe  der  Gerhardschen  Übersetzung  gemacht. 

Menelaos  1, 13  (Figur  1—2). 

Nach  Gerhard.  Theon 

(RaBeler  Ausgabe  p.  84S). 


Cum  aequautur  duo  anuniH  «luuniiu 
triangulorum  ex  Hrcul)us  eircvilonini  iiiaL''nM- 
runi  super  superficieni  >phaerae,  et  af'(iu:ni- 
tur  arous  eontintntes  duos  angulos  alios 
utroninuiuf,  scilicet  oninis  arcus  sun  itl;i- 
tivo,  et  est  unusquisque  duonim  auirulo- 
rum  reliquorum  non  rectus;')  tunc  arcus 

1)  Einige  Handschriften  haben  statt  „n<m 
reotus":  „maior  aut  minor  lecto*'. 


. . .  iwnt^  6i  hnv  &^fir 
Ucfißwofdvnv  «Av  vuovtnv  dvo 
MevilAov  gym^woig. 

letgl  di  £Ua^  ymvlae  tics  nXiv- 
(fus  töag  huniffw  kun^^  vag 
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reliquus  iinius  duoruni  triangulorum  est 
aequalis  arcui  reliqiio  alterius,  et  duo 
angtali  reliqui  sunt  aequales  duobus  angu- 
lis  reliqois,  omnis  angulos  suo  ralativo. 


(5c  koimtg  ymvlug  ufitt  Svölv 
OQ^aig  ^ri  l'aag^  nai  Tag  koiiutg 
lUiXtv  'ütui  «iii^itts  (sie!)  Ige«. 


Der  nim  folgmde  Beweis  dieses 
Saties  im  Theon  und  in  Gerhards 
Henelaosflberaefcznng  ist  ganz  Tenohie- 
dtti.  WeU  jedodi  die  ankbisoheii  Bedak- 
tiooen  in  diesem  lUle  übereinstimmeii, 
wagen  wir  zu  Tornnten,  dab  Theons 
Beweis  sein  dgenw  ist,  oder  aber  dato 
ta  Theons  Zeit  yersdiiedene  Moielaos' 
resensionen  vorlagen,  wie  es  s.  B.  mit 
Euklids  (paivofutm  der  Fall*')  war.  Der  nftohste  Sats  giebt  zum  Yer^ 
gleidi  besseren  Anlafe. 


,  Henelaoa  I  14  (Figur  3—4). 


Nach  Gerhard. 

Omniom  dnorom  triangiilomm  ex 
anrnbos  droalomm  ms^inomm  super 
snperfieiem  sphaerae  si  aequantor  duo 
angoli  unins  dnobns  angulis  alteriust 
unusqnisque  suo  relativo,  et  duo  arens, 
sapeir  quos  sunt  angoli  aeqoales,  sunt 
aequales;  tunc  duo  areos  reliqui  sunt 
aequales  duobus  aronbus  reliquis,  omnis 
arons  suo  relativo,  et  reliquus  angolus 
reliquo  aogolo  aequalis. 

"U)  ^gl-  unten  ÜAp.  6,  b. 


Nadi  Theon 
(Baseler  Ausgabe  p.  t4S). 
US&v  6vo  %if(alBV(f«t  tag  Svo 

yoüvlag  rccig  dvöl  yatvlaig  löag  fj^j} 
huni(fuv  huniqtf^  luti  ri^v  ß&Sw 
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(.'uius  rxcmplmu  est,  ut^)  sint  duo 
triftnguli  abg,  dez  super  sapei-ficiem 
sphaerae,  et  angulas  d  sit  aequalis  angulo 
ä,  et  angulus  z  aoqaalis  aDgulo  g,  et 
arcus  dz  sit  aequalis  arcui  a^.  —  Dico 
er^ro.  quod  arcus  de  est  aequalis  arcui 
ab,  et  arcus  ze  aequalis  arcui  gb,  et 
angulas  b  aequalis  angulo  e. 

Cuius  demonstratio  haec  est.  Unus- 
quisque  duonmi  angulomm  a,  d  aut  est 
reotns  aut  non  rectus. 

Sit  itaque  in  priinis  unus(iuisque 
eoruni  rectus.  Et  arcus  est  apcjualis 
arcui  dz.  Si  ergo  fuerit  punctum  g  pe- 
ius circuli  ab,  tunc  punctum  /  itcinim 
erit  peius  circuli  de.  Erit  ergo  arcus 
gb  aequalis  arcui  ze,  et  arous  ab  aequa- 
lis arcui  de. 

Et  iterum  non  sit  punctum  g  po- 
1ns  circuli  ah,  nctjuc")  z  peius  circuli 
ed,  et  quia  angulus  ä  est  rectus,  tunc 
arcus  ag  est  super  polos  circuli  ab;  et 
producam  arcum  ag  uscpie  ad  pttluni 
circuli  al)  supra  t.  Et  siniilittT  itt-rum 
arcus  zd,  cum  producctur,"')  transit  su- 
per pulum  circuli  de;  producam  ergo 
ipsuin  usque  ad  polmn  circuli  de  su- 
per h;  protraham  duos  arcus  tb,  he 
duorum  circulorum  magnoruni. 

Arcus  igitiu"  at  est  aequalis  an  ui 
hd;  sed  arcus  ag  est  aequalis  anui 
dz;  ergo  arcus  tg  est  ae(|ualis  arcui 
hz,  et  arcus  tb  aequalis  airui  he,  et 
angulus  bgt  aequalis  angulo  ezh,  et 

1)  Andere  Handaehiifton  lukben  nVerbi 
gratia  nnt  duo  . . .  eto.** 

Einige  HandBchriften  haben:  2)  neqne 
e^  erit,  8)  pxoducitnr  oder  prodnctni 
fiidriit 


^GroiGttv  dvo  xQinXlVQU  tot 
ttßy  (5f  J  tag  dvo  yaviag  raig  öval 
ycavltttg  ißag  £;fOi/ra,  jifi'  i^itb 
aßy  [entspricht  ä  bei  Gerhard  |  tiJ 
(mb  ös^  [dj,  Tr}v  dh  vno  ßay^)  [g] 

Tfj   V7T0   (6^^)  (/.  |,    TtXsVQUV   6e  TTIV 

%tti  xug  koiTtag  nliVQag  wig  koi- 
nuts  JtXtvqaig  Ufag  t^si. 

tjxot  yciQ  öQ&tti  eiaiv  al  tmb 

tfyvg. 

(OXUXJCCV    TtQOXSQOV    OQ&al^  oi 

j  uQtt  xmv  aß  |ba|  6f  [edj  Kvy.Xtov 
j  noXoi^   ini   T&v    ßy  [ag]  [dz| 
xuxAwi'  eial.  xttl  eiaiv  ui  ßy  [ag] 
ldz|,  ^xot  xtxQuytoviov  ^  (ui- 
tovig,  Tj  ikaaaoveg.  ioxtoaav  «^otc- 
Qov  xexQccyoavaiv.    xexQayutvav  a(fu 
Kttl  nl  ya  [gbj       [ezj,  6vo  ovv  ai 
ßy  [ag]  yct  [gb]  8val  xatg  [dz] 
]       jze]  fijat  lial.    %al  y(ovta  i]  {mo 
j  ßya  [agbj  ym>ln  t/}  imb  i^d  [dze] 
lat]  i6xi„  ßdaig  uQu  7]  aß  [baj  ßacu 
tij  de  [ed]  tat}  ioxlv. 

iGxtoaav,  Httxxoveg  xexQU- 
ytovfov  cil  ßy  [ag]  ff  [dz],  mal 
usla&ojöav  xexQctyatvtov  toai  ai  ßrj 
[ah]  £t>  [dt],  xai  dm  x&v  r}  a  ^  ö 
[h  b  t  e]  ^iytaroi  xvxXoi  ytygd- 
(jpOöJöav  ot  tja  [hb]  Od  [te],  xexga- 
ytavov  a^a  indxegoi.  nal  (Tttl  iGai 
eiaiv  aXXrjXaig  at  ßij  [ahj  [dt], 
j  wv  at  ßy  jag]  ff  [dz]  l'aai,  x«l 
Xomal  «Ott  ai  yt]  [gh  |  OlT  ftz]  löat. 
eiaiv.  eial  xai  at  ija  [hhj  dO  [et] 
iaat.  »ai  yavUt  ^  vno  ayti 


1)  ßay  ist  in  ßya.  zu  korrigieren, 
ist  in  tjfi  zu  konii^eren. 
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uniuqiusqiie  dnomm  angxilorum  tbg,  hez 
est  minOT  reoto,  eigo  areos  bg  est 
aeqnaUs  arcni  ei. 

Sed  arcus  gä  est  aequalis  arcni 
dz,  et  angnlus  agb  aequalis  aiigulo 
dze;  ergo  arcos  ab  est  aequalis  arcni 
de;  ergo  angulus  b  est  aequalis  angulo 
e.  Et  iUud  est,  quod  dedanure  yo- 
Inimus. 

Et  iteruni  sit  «nusquisque  duorum 
angulorum  ä,  d  non  rectos. 

Manifestom  est  igitur,  quod  

Dem  restiermden  Teil  des  Beweises 
bei  Gerhard  bat  Tbeon  nidits  Ent- 
spzeebeadea. 


mgor  s. 


Tag  i^t^g  ÜMrg  itvai.  dvo  tffl' 
7flev(fa  tltti  f&  äy^  p>gb]  [est], 
fUttv  ytBvtav  yiy  yewiy  Ari^v  l^ovror, 
T^v  M  [bghjTfl  M  [ezt], 
ffC(^  tä^  ^lA  yqä  Igkb]  (dd  fste] 
tag  nliv^s  ^ffi  ^^S  kotnag 
yavlag  xSig  itfo  yt^  [gbh]  £dd  [zet] 
fi^  dvfflv  3^^c^  <lyArov$.  dl«  TO 
v6  (sicl)  Slaff  «Äff  M  ßeni  [abh]  cd-fr 
[det],  d^  6^9ug  tlvui.  ntAtdkoiauA 
Sffa  nUvfftA  ttSg  Xotasuig  tüLnqaig 
tftii  cMv  htrti^  Stuttio^.  fifi}  äff« 

V  ^  [^d      [^1     dt  jccti  ^ 

^       *9  ^[dä]  Syq.  di^_dq  ^» 

&  [«51  yw  fe^l      wft  «t  M 

^d  [sä]  fott»  iklv  inaxiifa  huniif^, 
xtti  yavla  ^  ßytt  [agb]  i^ft 
Btd  [die]  tsfifjdaif  ^  [^] 
^odtt     4b  [ed]  fini  Mv._ 

£^  [dz]  fis^(m$  utffay6vwv.  tuA 


Zn  diesem  dritten  Falle  hat 
Gerhard  kernen  entqoechenden. 


Vlgiur4. 


WIttirend  das  im  Theon  Bemesene  mehr  nrnstHndlidi  dargestellt  ist 
als  das  Entspreohende  bei  Gerhard,  ist  im  Theon  llberhanpt  nur  ein 
G^eaalftll  bewiesen.  Den  nur  halb  Tollendeten  Beweis  sehliefiit  Theon  mit 
folgendem  Passns:  ^tu&ta  dl  MevUaog  d»idei|cv  h      n^Anp  tAv  «r^w 
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Wir  hfttteo  mit  Fug  eine  besser»  Übereinstimmiing  erwarten  kOnnen, 
omsomehr,  weil  wir  muk  Theons  W<Hien,  wenn  vns  da*  Text  der  l^kärSt 
sonst  nieht  bdnumt  gewesen  wire,  keinen  Angenbliek  bezweifdt  bitten,  daXs 
Tbeon  die  &Uae  wOrtlieli  nacb  Menelaos  zitiert.  Non  mfissen  wir  docb 
dies  in  Abrede  stellen.  Einen  gewissen  Trost  finden  wir  darin,  dab  Tbeon 
andi  nidit  die  spUbiaelien  Beweise  des  Ptolemaios  so  genau  reÜBrierti  wie 
wir  es  nach  seinen  Worten  Uttten  erwarten  dllifen. 

3.  Ein  Yergleieb  iwisdim  dem  arabisob  überlieferten  Menelaostext 
and  den  vier  BftiMn  ans  Menelaos,  die  Pappos  beweist,  ist  fllr  text- 
kritisohe  Zwedce  ohne  Wert;  denn  Pappos  giebt  offenbar  nicht  die  Sfttse 
wörtlich  an,  sondern  referiert  sie  möglichst  knn. 


Viertes  Kapitel. 

Menelaos  erstes  Buch  und  Euklids  Elemente. 

a.  Menelaos'  Definitionen. 

Nach  Halley  sind  die  Definitionen,  deren  Echtheit  wir  schon  ÜBstgestellt 
haben ^'),  folgende: 

I.  THatigukm  Sphaerieum  at  tpaHim  empr^emum  mb  wrcubus  eir^ 
ctUorum  magnonm  in  superßcie  Spkaerae. 

IL  Atque  M  arcus,  ^  Semper  nmure»  mü  semiekreiäo,  lUciwiAir  latera 
vd  crura  Trianffult. 

III.  Ant/iiU  uultm  torum  sunt  anguli,  <fU08  contincul  circuli  magni  m 
nujterficii'  Sj)}iacrae. 

TV.  Et  hi  Atviidi  ni'ijHalcs  diainfiir.  qitnvdö  indinantur  ad  imicem  plam 
arcuum  cosdem  contineniium  aeqwUi  incUnatianc. 

Y.  Et  si  dmnm  arcmm  piana  mdmeiUw  ad  invicem  maiori  incliruh 
Hone  quam  dmrum  alior%m  arewuim  pAam  inter  te,  erU  angtdus  ab  Hedem 
arcubua  eontenius  eüam  maior. 

"VI.  Et  ai  pikma  aremnn  conüneant  angvlmn  redimt  ipei  aroue  efiom 
dieunlinr  eontmete  angtäimn  rectum. 


78)  YgL  oben  Seite  18. 
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Heaelaos  beBohrSokt  aieh  alao  auf  die  Definitumen,  die  mst  auf  das 
•phiiriaohe  Dreieck  benehoi,  obwdil  er  fBr  verBohiedene  Definiiuuieik  aaiker 
den  in  den  Elementen  vorkommenden  Verwendong  hat,  so  s.  6.  Kngelpol, 
GhröMer  Ereis,  Zirkelpol  auf  der  Engel,  die  aber  alle  in  Tbeodosioe'^iMrft 
stehen.  Es  scheint  dies  nicht  ein  Zn&U  zu  sein.  Menelaos  hat  eben  nnr 
die  Ton  ihm  selbst  neu  erfnndenen  Begiifie  definioen  wollen;  irie  trinm- 
phierend  hebt  er  diese  nnd  nnr  diese  Definitumen  herror.  Er  hat  eingesehen, 
wie  frnehtbar  die  in  der  Anfitellnng  des  Begiilfes  ,J)niedt  mtf  der  Kug^ 
enthaltene  Abstraktion  ist,  und  hierauf  beliehen  sieh  wohl  die  stoken 
Worte  seiner  Einleitong:  Jn»mi  ego  raOonm  dOMmsMtaii  praatmim*',^') 
Dab  Menelaos  nnzweifelhaft  der  Erfinder  dieses  Begriffes  ist,  dafilr  bürgen 
uns  also  nicht  nnr  Pappos'  W^te:  „^udcr  ik  tb  ^jfifuf  MtviXtiog 

h  toig  aiput^mois  t^Mm^on^^  nnd  der  Umstand,  dafo  wir  diesen  Begriff 
nie  ▼<»:,  dagegen  allgemein  nach  Menelaos  T«wendet  finden,  sondern  die 
Definitionen  selbst  dnreh  ihre  Besehrftnkong. 

Wie  wir  sptter  sehen  werden,  strebt  Menelaos  immer,  sogar  Sitae,  die 
ihrer  Natur  nach  sich  nicht  anf  Drnec^  beiidben,  als  DrsiecksAise  sa  fonnu- 
Heren.  Deswegen  besweifeln  wir  anch  nicht,  dafs  e$  Menelaos  war,  der  jnterst 
die  Lehre  vom  ephärieehen  Dreiedi  (Kttgdffeometrie),  wie  OMCh  die  epMrisdte 
Triffonmekie  aas  der  AMremume  tmd  der  äUere»,  gam  stereomeiriadienSphätik 
ausgesdtiede»  hat.  Es  dfiifte  dies  das  grO&te  Verdienst  nnseres  Vexftssers  sein. 

Menelaos  fand  in  Enklids  Elementea  schon  das  Wort  t^kfUv^ 
(I,  def  6 — 7),  womit  Euklid  „eine  ebene  dreiseitige  Figur**  beieiehnet.  Das 
ebene  Dreieck  nennt  Euklid  jedoch  in  der  Praxis  immer  ü^idvov;  also  stand  , 
das  Wort  t^btlsv^  xur  Yerftgnng,  weil  die  Anwendung  dieses  Wortes 
zur  Besetohnung  aphlraseher  Dreiecke  nicht  mit  Euklids  Anwendung  kolli- 
diert —  Wenn  erst  das  sphirisdie  Dreieclc  als  von  grfibten  Kreisbogen 
umschlossen  definiert  ist,  flbertrttgt  Menelaos  ^  Begriff«  «itvfoir  (Seite)  und 
fsnßiov  (Winlral)  von  der  Ebene  auf  die  Engel  —  üm  die  Gleichheit  der 
sphliisehen  Winkel  an  definieren,  mu&  er  au  Euklid  ZI,  de£  6 — 7  oder 
Theodosios  I,  def.  6,  d.  h.  zu  den  Definitionen  dnr  Baumwinkel  Zuflucht 
nehmen.  —  Li  den  Definitionen  6  und  6  sucht  Menelaos  die  ntmlichen 
Definitimen  des  Euklid  zu  ei^bizen. 

b.  Übenioht  des  ersten  Bnchef . 

Hetrachtcn  wir  nun  die  Siitze  im  ersten  Hui  h,  und  l)t'ginnon  wir  mit 
einem  KesuniH  üb(  r  dirsclben  nach  ihrem  Inhalt  gruppiert,  damit  wir  gleich 
einen  Überblick  gewinnen. 

78)  YgL  oben  Seite  16. 
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1.  Emen  sphirischen  Winkel,  einem  gegebenen  gleich,  za  konstnderaL 
Dieses  Problem  mob  als  ran  HülfBsats  betnditet  werden,  der  nur  deswegen 
mitgenommen  wird,  weil  Menelaos  denselben  getnaiu^t^  um  die  drei  folgen- 
den  Theoreme  zu  beweisen. 

Ifit  Anwendung  modemer  Zeichen  bezeichnen  wir  im  sphlbrisehen  Drei- 
ecke  ÄSO  die  den  Winkeln  iL,  J9,  C  gegenüberliegenden  Seiten  bezw.  mit 
a,  5,  c  und  haben  nun  folgende  Satzgruppen: 

2.  Die  WinM  an  der  Basis  eines  gldishsdienkligen  Drneeks  sind  gleich, 
d.  h.  wenn  ^  a     5 ,  wird  LA^B. 

3.  Umgekehrt,  wenn  LA^B,  wird  ^a^h, 
9.  Wenn  a >  &,  wird  A^B. 

7.  Umgekehrt,  wenn  A>  B^  wird  a  >  &. 

5.  Die  Summe  zweier  Seiten  ist  gröDser  als  die  dritte,  d.  h.  a  ~|-  &  >  c. 

10.  Je  nachdem  a  -|-  & ^  180^,  wird  180  :•  A'^B^  und  umgekehrt 

11.  Die  Nebenwinkel  eines  Dreieckswinkels  sind  kleiner  als  die  Summe  der 
zwei  anderen  Dreieckswinkel,  d.  h.  B  -\-  180"  ;  oder  aber: 
Die  Winkelsurnme  des  Dreiecks  ist  gröfser  als  zwei  rechte:  Ä  -\-  B 
-\r  C>  180» 

Diese  Sätze  geben  die  Haupteigenschaften  des  sph&rischen  Dreiecks.  2,  3,  7 
und  9  bilden  eine  Gruppe;  5,  10  und  11  eine  zweite.  Letztere  behandelt 
die  dreiseitige  körperliche  Ecke. 

In  den  Sätzen  <ipr  t'ulgendon  (j nippe  \v<'r(lt'ii  die  Stücke  zweier  sphlr 
•  rischen  Dreiecke  AUC  und  vl^i^,  Cj  verglichtni. 

r».    Wenn  c  =  ("j,   A  >  A^  und  ^  >  jRj,  wird  b  -{-  c  -|-  C,. 

19.  Wenn  r  =  r, ,  ^  >  ,  <  i?x  und  C>  90»,  >  90®,  wird 
a  >>  «j   und   h  <  &j. 

8.  Wenn  h  =  b^,  c  =  i\  und  A^  A^,  wird  ti  >  «j, 

und  umgekehrt,  wenn  fe  =  6j,  r  =  r,  und  a>(ii,  wird  A  ^  A^. 

18.  Wenn  A  =  A^,  B  =^ und  C> C^^  wird,  je  nachdem  a  +  o^^  180®, 
auch  b^^d,  und  jedeniUls  c>C|. 

6  und  19  rind  Erweiterungen  von  bezw.  6  und  7.  —  18  und  19 
stehen  mit  4  und  17  in  der  folgenden  Gruppe  in  enger  Verbindung.  Diese 
nfUlt  die  Eongruenzsfttze. 

Menelaos  macht  keinen  Unterschied  zwischen  Kongruenz  und  Sym- 
metrie. Er  beweist  ganz  ein^ush,  daCs,  wenn  diese  und  jene  Dreieckselemente 
gleich  sind,  werden  audi  die  übrigen  gleidi.  Auf  diese  Weise  gelangt  er 
zu  folgenden  Kongruenzsfttzen: 

Zwei  sphärische  Dtoleoke  sind  kongruent,  wenn: 
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4  a.  Bwei  Seiten  und  der  von  ihnen  gebildete  Winkel  gleich  sind,  d.  h. 

wenn  «  =  Oj,  b  =      und  C  = 
4  b.   alle  drei  Seiten  gleicli  sind,  d.  h.  wenn  n  =       h  ■—      und  c  =  q; 

14.  eine  Seite  and  die  beiden  ihr  anliegenden  Winkel  gleich  sind,  d.  h. 
wenn  n  =  n^,  B  =  J\  un<l  ('  =  (\\ 

17.  alle  drei  Winkel  gleich  sind,  d.  h.  wenn  Ä^^  B  und 

12.  ein  rechter  Winkel,  die  gegenüberliegende  Seite  und  einer  der  anderen 
Winkel  gleich  sind,  letzterer  jedoch  nicht  recht,  d,  h.  wenn  J.*— 90®, 
a  =  fl^  und  1?  =      ^  HO**; 

16.  eine  Seite,  der  gegenüberliegende  Winkel  und  einer  der  aTid(>ren 
Winkel  gleich  sind,  vorausgesetzt ,  dafs  die  Summe  der  zwei  den 
letzteren  Winkeln  gegenüberliegenden  Seiten  nicht  180®  ist,  d.  h. 
wenn  A  =  Ay^  a  «  «j,  B  =       und  ^  -|-     ^  180; 

13.  ein  Winkel,  die  gegenüberliegende  Seite  und  eine  der  anderen  Seiten 
gleich  sind,  vorausgesetzt,  dafs  die  jenen  zwei  Seiten  gegenüber^ 
liegenden  Winkel  beide  entweder  stumpf  oder  spitz  sind,  d.  h.  wenn 
a  =  a^,  A  =  A^,  =  und  entweder  6'>  90®  und  >  90® 
oder  C  <  90®  und       <  90®  ; 

15.  xwei  Seiten  und  die  gegenüberliegenden  \\'inkel  gleich  sind,  Toram- 
gesetzt,  dafs  diese  Stücke  nicht  alle  recht  sind. 

Von  diesen  Sätzen  geben  14  und  17  zu  keinen  Bemerkungen  Anlafs.  — 
12  ist  ein  spezieller  Fall  von  16.  —  In  13  ist  v'm  spezieller  Fall  ein- 
gemdilossen  (a  =  a^,  c  =  q  und  A  =  A^  =  00®),  der  schon  oftmals  vor  13 
vorausjjfesetzt  wird;  dieser  Spezialsatz  ist  nlimlich  in  Theodosios'  Sphärik 
bewiesen  [U.  Ii),  jedoch  nicht  als  Dreieckstheorem.  —  In  Menelaos  13  ist 
übrigens  ein  anderer  Spezialfall  weggelassen,  der  niiinlich,  welcher  hervor- 
geht, wenn  die  Winkel  V  und  (\  Ix-ide  =  90*^  sind.  Wahrscheinlich  haben 
wir  hier  die  Ursache  zur  Aufstellung  des  Satzes  15,  wo  dann  die  Kongruenz 
im  erwähnten  Spezialfall  mitgenommen  ist.  Dieser  überbestiramte  Satz  15 
mit  vier  gleichen  Elementen  ist  jedoch  nicht  notwendig,  woil  wir  für  den 
in  13  vernachlässigten  Fall  (C=-  =  90®,  .4  =  ^  !)(>")  s<  hon  durch 
12  die  Kongruenz  beweisen  können,  und  weil,  falls  sowohl  der  Winkel  C  als 
=  90°,  die  KriTiLrmr'n/.  nicht  existiert,  eben  was  Menelaos  in  15  bemerkt. 

Vom  ersten  Boche  bleiben  uns  noch  die  Sfttse  20 — 35  übrig.  Von 
diesen  sind: 

21.  Wenn  B>  90®,  rt<90®  u.  c<90®  wird  ^  <  90*'  u.  r<90",  und 

22.  Wenn  ^^90®,  a  <  90®  n.  c  <  90®,  wird  6<90®,  i<<90®  o. 
(7<90® 

eiagesohaltene  Hftlfssfttze. 
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23.  Wenn  M  die  IGtte  Ton  o,  ilT  von     wird  MJil>-^ 

24.  Wenn  M  die  lütte  von  a,  N  ytta  e  toA.        90^,  wird  L  BMN 
<C  und  i  BNM  <  und 

25.  Wenn  A^9(jf*,  M,  iV,  P  bezw.  die  Mittel- 
ptinkte  Ton  wird  /.  Jf  JTC  <  A  und 

bilden  eine  Gruppe  für  sich. 

20.  Wenn  M  die  Mitte  von  a  ist,  wird  ^4-3/  ^  4^  i 
je  nachdem  vi  ]^  i?  -f"  ^ 
ist  ein  isolierter  Satz,  der  sich  zunächst  der  Gruppe 
\^  26 — 35  anschlieCst.'^)  Die  Sätze  dieser  Gruppe,  aufser 
nun  s.  dem  HOlfaeatz  32 ,  kOnnen  wir  auf  folgende  Weise 

zusammenftissen : 

Seien  (Figur  5)  vom  Scheitel  B  dip  Bogen  BD  aud  BE  gesogen,  die 
den  Bogen  6  in  D  und  Jsi  treffen,  ao  haben  wir: 


Wenn: 


So  wird: 


33 
27.1 

33  coroll. 

I  27.2 
[_34oordL 
f85 

j_3ö  curoU. 


fl-f-c^l80»  a>c,  AD^EC,  LABD^EBCy  M -f  JJi:^ a -f- c, 
a-[-c^im'',  a>c,  LABD^EBC^    AD^EC,    BJJ BE^a-{-c, 

a-{-c^BJ>  +  BE^l^,  o><?,       AD^EC,  LABD^EBC, 

Fallen  die  Punkte  T)  und  E  in  7)  zusammen,  bekommt  man  Spezial- 
fUle,  die  im  Menelaos  doch  vor  den  allgemeinen  Fällen  bewiesen  werden. 


Wenn: 


-89 

20 

*  '  29  ooroll. 
-30  ■ 
36 

SOcoroU. 

TM 

(20) 

81  coroll. 


a  +  r^l80»,  o>c,  AD^DCy        LABB^DBC,  2BD$a  +  <?, 


So  wird: 


a-i-c^lSO'^y  a>c,  LÄBIJ==J)BC,      AD^DC,  2Bl>^a-{-c, 


AD^DC,  LABD^DBC?^) 


> 


74)  Das  CoroUar  zum  Sats  20  ist  ein  Zusatz  von  Halle j. 

76)  De«  Reram^  ist  hier  nicht  gans  satreffend.  Etwas  TOn  dem.  was  wir 
unter  SO  aufgefahrt  haben,  ist  dgentlieh  schon  in  S9  bewiesen.  —  (S6)  bedeutet, 
dars  der  Fall  (gegeben  sja-\-e^iBD^t90*^  a>c,  tn  beweisen:  sjAD^mDC 
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Es  dnht  flieh  also  liier  um  die  drei  Elemen^aare,  die  Bogen  ÄD  und  CE^ 
die  Winkel  ÄBD  und  EBC  und  die  Bogensnmmen  BD'\-BE  nnd  a4"<^ 
Wenn  die  Gleichheit  eines  dieser  Elemenipaare  gegeben  ist«  wird  die  Gleich- 
heit oder  Ungldchheit  der  swei  anderen  Paare  bewiesen,  je  nadidem 

a  -{-       180",  also  ftr  drei  verschiedene  Gattttngen  sphirischer  Dreiecke. 

Das  Mittel  zu  den  Beweisen  für  die  allgemeinen  Fälle  leistet  der 
Hülfssatz  32,  welcher  sagt: 

Sei  J)  die  Mitte  von  b  und  K  ein  belioMger  Punkt  auf  BT),  und  sei 
ferner  a-{-c<C  ISO**  und  a  >  c,  so  kann  mau  beweisen,  dals  l,  BAE^  B CE. 

Sollte  man  den  Inhalt  dieses  ersten  Buches  charakterisiorfTi ,  könnte 
man  sagen,  dafs  das  Buch  uns  die  allgenunne  Theorie  über  konvex»'  drei- 
seitige Ecken  und  über  die  Koncrrut'nz  siihäriscber  Dreiecke  gicbl  nebst 
einem  Anhang  solcher  Sätze,  dif  wir  wohl  eher  als  l.'bungsbeispiele  hinzu- 
fiigen  möchten.  Dieser  Inhalt  überschreitet  nirgends,  was  man  in  einem 
modenien  Lehrbuch  über  die  elementare  Stereometrie  zu  finden  erwartet; 
dagegen  vt  i  misscn  wir  die  neuere  Lehre  von  Polardreiecken  und  die  obere 
Grenze  der  Winkelsumme  (.')-l(>**). 

Dennoch  mufs  man  bewundern,  dal's  mit  einem  iSchlag  von  demselben 
Manne,  der  zuerst  den  Begriff  „sphärisches  Dreieck^'  definierte,  doch  so  viel 
geleistet  wird. 

In  der  That  würden  wir  vergebens  in  der  griechischen  Geometrie  vor 
Menelaos  ciiw  FoUfc  von  Sätzen  suchen,  die  ganz  oder  teilweise  mit  den- 
jenigen bei  Menelaos  zusammenfallen.  Für  die  Beweise  hat  Menelaos 
allerdings  vieles  von  den  älteren  Arbtitiu  über  Sphärik  vorausgesetzt;  was 
dagegen  die  Theoreme  betriflft,  so  liefert  die  ebene  Geometrie  ihm  dieselben. 
Nichtsdestowt-niger  linden  wir  hie  und  da  stereometrische  oder  sphärische 
Sätze,  die  mit  den jeiii).,'eu  im  Menelaos  zuftllliirerwcise  zusammenfallen. 

XI,  2(»  in  Euklids  Elrmnitm  fällt  mit  Mcuelaos  I,  zusammen, 
während  wir  im  Menelaos  keinen  Satz  ündeu,  der  Eukli«!  XI,  21  entspricht. 
Die  Beweise  bei  Euklid  und  Menelaos  sind  ganz  verschieden,  die  Satz- 
formnlierung  ebenfalls:  das  Zusanunenfallen  ist  ortenliar  ein  /utalliL'es  Ohne 
Zweifel  erhält  Menelaos  seinen  Satz  I,  o  vom  analogen  in  der  Ebene, 
Kuklid  1,  i>(). 

Theodosios'  Sphärik  111,3  ist  fast  genau  dersellje  wie  Menelaos  T,  4a, 
wie  verschieden  die  Sätze  auch  formuliert  sind.   Die  Gleichheit  geht  jedoch 

nnd  K^ABD^a DBC)t  den  cinsigen,  den  Menelaos  vemachlässigt,  hier  einzu- 
iBgen  ist  Manrolyens  fBgte  den  fallenden  Fall  als  Sala  I,  S6  in  seiner  Mene- 
laosansgabe  dn. 
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ganz  deutlich  hervor,  wenn  wir  den  Oehrauch  von  Theodos.  111,3  in  Theodo- 
sios'  TtsQi  TifUQotv  %al  vwrS>v  II,  10 — 14  bebuohtea.  Wie  wir  sehen  werden,^*) 
ist  der  Satz  übrigens  schon  in  Euklids  ipaivoiisva  12  Toraosgeeetzi 

Theodosios'  Sphärik  II,  11  kann  man  leicht  in  Menelaos  1,4a  um- 
bilden. Dm  umgekehrten  Satz  Theodos.  II,  12,  Spezialfall  von  Mene- 
laos I|  13,  verwendet  Menelaos,  wie  oben  erwühnt,  oft. 

Diese  Zusammenfälle  sind  ganz  sporadisch,  und  ich  finde  hierin  eine 
Stütze  meiner  Annahme,  tiidit  daCs  das  erste  Buch  Menelaos  mit  Hülfe 
des  ersten  Huchos  Euklid  entstanden  ist,  denn  das  kann  man  überhaupt 
nicht  bezweifeln,  sondern  dafs  Menelaos  der  erste  ist,  der  diese  Übertragong 
von  der  Ebene  auf  die  Kugel  unternommen. 

Ich  möchte  nun  nachweisen,  wie  und  in  welchem  ümfang  Menelaos, 
um  die  sphärischen  Dreiecksthcort'me  zu  erhalten,  das  «rste  Buch  Euklids 
gebraucht  hat,  und  zwar  in  der  Yoraussetsong,  dafs  er  Tersodite,  Euklids 
DreiedMeoreme  jedes  it&r  sich  zu  übertragen. 

c.  Übertragung  der  Dreieckssätze  aus  der  Ebene  auf  die  KugeL 

Euklid  1, 1,  ein  gleichseitiges  Dreieck  auf  einer  gegebenen  Seite  zu 
konstruieren,  bat  keinen  entsprechenden  Satz  bei  Menelaos.  Dies  macht 
nicht  Wunder,  wenn  man  beachtet,  dab  eine  Reihe  tou  solchen  ganz  ein- 
gehen Konstruktionen  von  Menelaos  ohne  Beweis  Torausgesetzt  werden, 
gerade  als  ob  sie  bewiesen  wSren.^  FOr  diese  Eonstraktion  hat  Mene- 
laos übrigens  keinen  Gebrauch. 

Euklid  2  ist  kein  Dreiecksprobleim;  folglich  beriUirt  Menelaos  es  nicht. 

Euklid  3  ist  auch  kein  Dxmecksproblem;  Menelaos  setzt  es  aber  oft 
als  Satz  auf  der  Kugel  ohne  Beweis  voraus. 

Euklid  4,  analog  Menelaos  I,  4a  sagt:  „Wem  gtm  (^ene)  Dreir 
ecfte  iwe»  Seüm  %md  dm  von  ihnm  giMddm  WMM  ^eidli  habe»,  werden 
die  JMedse  gleidt"  Euklids  Beweis  l&fst  sich  nicht  übertragen,  weil  er 
die  Decknngsmethode  Tcrwendet,  die  auf  der  Kugel  fttr  symmetrische  Drei- 
ecke unverwendbar  ist  —  Wenn  also  Menelaos  den  Deckungsbeweis  nicht 
ObertrAgt)  haben  wir  darin  ein  Zeugnis  dafür,  dafe  er  den  Unterschied  zwi- 
schen KongruMds  und  Symmetrie  auf  der  Kogel  erkannt  hat.  Eben  deswegen 
sagt  er  nie  (wie  mitunter  Euklid  von  ebenen  Dreiecken),  dass  die  Dreiecke 


76;  Vgl.  uuteu  Kap.  6,  b. 

77)  Vgl.  Euklid,  Blementa  I,  9—16.  —  Euklid  1, 1  tmg  Maurolycus 
auf  die  Kugel  über  und  aeferte  das  so  erhaltene  Fkoblem  als  Satz  I,  1  in  seiner 
Menelaosansgabe  ein. 
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^ictcA  werden,  sondern  immer:  „wenn  diese  und  jene  Siüdke  glekk  sind, 
dann  werden  auch  die  anderen  gleich.** 

Euklid  5,  6,  8  sind  von  4  abhängig  und  entsprechen  bezw.  Mene- 
laos  2,  3,  4  b,  während  Eaklid  7,  der  lediglich  als  Mittel  zum  Beweise 
Ton  8  dient,  von  Menelaos  oicht  mitgenommen  wird.  Also  entsprechen 
Euklid  4 — 8  den  Sitzen  Menelaos  2 — 4;  nur  die  Reihenfolge  ist  ver- 
sdiiedeo,  weil  der  Beweis  des  Hauptsatzes  (Euklid  4)  nicht  flbertragbar  ist. 
Für  diesen  hat  Menelaos  indessen  einen  neuen  Beweis  gefimden  und  zwar 
durch  die  Sätze  Theodosios  II,  11 — 12  (vgl.  oben),  deren  Anwendung  nahe 
liegt,  weil  Theodosios  12  und  Euklid  4  fast  ganz  analog  sind.  Der  Unter- 
schied ist  nur,  daCi  im  Theodosios  12  die  Winkel  am  Scheitel  recht  sind. 

Deshalb  kann  Menelaos  die  zwei  SStze  im  Theodosios  sehr  leicht 
benutzen,  um  damit  Eaklid  4 — 6  und  8  zu  beweisen,  nur  mu£s  er  wegen 
der  speziellen  Annahme  bei  Theodosios  fiber  die  Scheitelwinkel  die  Kon- 
struktion Euklid  I,  23  vorausschicken.  So  erklärt  sich  folgende  Satzfolge 
und  Beweisart  im  Menelaos: 

Menelaos  1, 1  Euklid  I,  23:  Auf  der  Kugeloberfläche  einen  Winkd 
m  hmtkruierm,  der  einem  gegdfenen  gleich  ist  (Figur  6). 


FifvT. 

Seien  gegeben  iCDE  und  Punkt  B\  dann  zieht  man  mit  D  und  B 
ftls  Pole  gleiche  Kreise  CE  und  AZ,  Der  Bogen  AZ  wixd  glttch  EC  ge- 
macht.  Die  SehnittUnien  von  den  Ebenen  AB  und  BZ^  sowie  die  von  CD 
und  DE  stehen  senkrecht  bezw.  auf  den  Ebenen  der  Bogen  AZ  und  CE 
[Theod.  I,  15  und  Euklid  XI,  19].  Die  Winkel  jener  zwei  Paare  von 
Ebenen  sind  gleich  den  Bogen  CE  und  AZ  [Euklid  IH,  36].  Die  Winkel 
j«ner  Ebenen  sind  aber  gleich  den  Winkeln  und  D  [Euklid  XI,  def.  6]. 
Also  [def.  4]  LB^D, 

GoroUar.  Auf  derselben  Figur  v?ird  folgUeh»  wen»  ^  AZ  =  CE, 
muü  iB     D,  und  umgehdirL 

1,2  =  Euklid  1,5  (Figur  7): 

Die  Winkel  an  der  Basis  in  einem  gkichsdienkligen  sphärisdien  Drei- 
eck  sind  gleidi. 

Akh. «.  Oatoh.  i.  mfk.'VnMCBMh.  XIT.  8 
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FiRur  8. 


Sei  gegeben:  ^  AB  =  BC. 
Zu  beweisen:  iCAB  =  BCA. 

Man  zieht  die  Kreise  AE  und  CD  bezw.  mit  den  Polen  ('  und  A^ 
folglich  £i>  — £=90*  [Theod.  I,  ITi];  die  BogendiflFereuz  J)B  =  BK, 

und  ^CB=  BA  (gegeben),  folglich  ^CI) 
'='AE  [Theod.  U,  lljj  also  Z.  =  C 
[1,  corollar]. 

I,  3  =  Euklid  I,  6  (Figur  8): 
Ein  spltärisches  Dreieck,  dessen  zwei 
Winkel  gleich  situJ,  ist  ffleichscJienklit/. 
Sei  gegeben:  L  BAC  =  BCA. 
Zu  beweisen:  ^  AB  =  BC. 
Man  zieht  die  gröfsten  Kreise  ZED 
und  DHT  bezw.  mit  den  Polen  A  und  C. 
Dann  wird  D  der  Pol  des  Bogens  C'^l,'**)  d.  h.  ^  ZD  =  DT.    Femer  ^  EZ 
^HT  [1,  corollarj,  und  die  Bogendifferen/  ED  =  7)7/,  und  weil  /.     ==  77 

=  90°  [Theod.  I,  15],  wird  ^ 
=  7y  77  [T  h  e  0  d.  TT,  1 1 1,  und  die  DiffB- 
renzen  ^  AB  =  BC. 

1,  4a  =  Euklid  1, 4  (Figur  9): 
Wenn  in  zwei  sphärischen  Drei- 
ecken ttvei  Spten  uml  der  von  ihnen 
eingescJilossene  Winkel  f/leich  innd,  wird 
die  dritte  Seite  auch  gleich. 
Sei  gegeben:  i  B  =  E,  ^BC==EZ,  ^BÄ  =  ED. 
Zu  beweisen:  ^  AC  ^  DZ.'*^*) 

Die  Bogen  77^  und  7>T.  mit  den  Polen  B  und  E  gezogen,  sind  ein- 
ander gleich  (1,  corollar),  £.77=7' =  90",  die  Bogendiffereuz  CU  =  ZT^ 
dann  winl  die  Gerade  AC^  DZ  [Theod.  II,  llj,  d.h.  ^  AC  DZ. 

1,  4b  =  Euklid  I,  8  (Figur  !>): 

Wenn  zwei  sphärisclie  Dr^dce  aUe  drei  Seiten  gleich  haben,  werden 
auch  die  Winkel  gleicJi. 

Der  Beweis  folgt  durch  die  entgegengesetzten  Schlufsfolgerungen  d«'S 
vorigen  Beweises  [stat<  Theod.  IT,  II  wird  somit  Theod.  II,  12  gel)raucht|. 

Wir  sehen,  wie  mit  HUlfe  des  vorhergehenden  Problems  (Menel.  I,  l), 


78)  Hier  setzt  M  e  n  e  1  a  o s  folgenden  Satz  v oraui» :  „  Die  Durchscb n itlgpunkU  zweier 
ffrö/HenKremMdkJPöUeme8gröfitenKrei»e»dwrAüm  Dierar  Sate  findet 
•ich  weder  in  TheodosioB'  SfMrik  nooh  in  den  Uteren  aitnmomiBehen  Werken. 

78')  Satz  I,  4a  ist  kein  rollstrindiger  Kongruenuats;  das  Fehlende  (L  A  —  D 
M.  iC^Z)  folgt  otfenbar  durch  I,  4b. 
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seines  f'oroUars  \md  Thcodosios  II,  11  — 12  die  Sätze  4 — 6  und  8  aus 
Euklid  mit  einfachen  und  von  einander  ganz  unabhängigen  Beweisen  ver- 
sehen worden  sind.  Hätten  aber  die  Sätze  des  'l'hoodosios  iiieht  so  be- 
quem zur  Verfügung  gestanden,  wäre  die  Beweismethode  ganz  anders  aus- 
gefallen. Eine  Frage  stellt  sich  doch  ein:  Warum  hat  Menelaos  nicht 
das  Proljlem  1,1*3  (Euklid)  ohne  Beweis  vorausgesetzt,  so  wie  er  es  mit 
den  Euklidischi  ii  Problemen  zu  tluui  jdlegtV  Die  Antwort  ist  diese:  Weil  das 
Problem  bei  Euklid  von  eben  dem  Kongruenztheorem  (Euklid  1,  abhängig 
ist,  wegen  dessen  Beweises  im  Menelaos  (I,  Ib»  es  vorausgeschickt  ist. 

Demnächst  Euklid  I.  1'».  Dies  sind  Probleme  (t)-  1*_M  oder  Theo- 
reme (13 — 15),  die  sich  nicht  auf  Dreiecke  beziehen :  sie  können  alle  ohne 
Änderung  der  Beweisführung  auf  die  Kugel  übertragen  werden.  Obwohl 
man  in  den  älteren  sphärischen  Werken  von  diesen  Propositiouen  keine  Spur 
findet,  gebraucht  Menelaos  sie  doch  sehr  oft  ohne  jeglichen  Beweis,  Bei 
Etiklid  dienen  diese  Sätze  als  Existenzbeweise,  und  wir  müssen  die  Sache 
So  betrachten,  als  ob  Menelaos  die  Sätze  dem  Euklid  entliehen,  was  fttr 
ihn  hinreichend  war,  um  die  Existenz  auf  der  Kugel  zu  sichern.  Als  Bei- 
spiel des  gelegentlichen  Gebrauches  dieser  Öätze  mögen  aas  der  Halieyaus- 
gabe  folgende  Stellen  zitiert  sein: 

vorausgesetzt  im  Menelaos: 


Euklid  I: 

Sati: 

Seite: 

Zeile: 

9 

*  1,80 

36 

16 

von  unten 

10 

1,24 

29 

21 

von  oben 

1  1,22 

27 

16 

von  oben 

11 

\  11,2 

49 

5 

von  unten 

(41 

11 

von  oben 

12 

I,  32 

\  42 

4 

von  oben 

13 

1,11 

11  ' 

20 

von  oben 

15 

1,12 

12 

8 

von  oben. 

Eine  andere  Konstruktion,  die  Menelaos  oftmals  ohne  Beweis  voraus- 
gesetzt (z.  B.  Halleyausgabe  II,  1.  2.  4  u.  III,  7  Seite  iH'  Zeile  1  f  — löff.), 
ist  diese:  „Auf  der  Kmidohet  tlächc  rou  cincitt  (/f(f<  bi  nr}i  PunJd  außi  rhaW  eines 
(/(•(frbmrn  JJoffdis  lincu  J)U</<H  zn  ziehen,  dir  mit  dt-m  r/effehenrn  einen  </e- 
f/ebencn  Winkel  bildtt."  Die  entsprechende  Konstruktion  in  der  Ebene  linden 
wir  nicht  in  Euklids  Hentmtrn:  sie  ist  aber  in  den  Daten  ^äatz  '60)  von 
demselben  Verfasser  vorausgesetzt. 

Betrachten  wir  ferner  Euklid  I,  l(j:  In  jrdrtn  J)riicck.  ico  die  eine 
Seite  rcrliinffoi  ist,  uird  der  dadurch  entstandnie  Aulamtcinkd  yrOjser  als 
jeder  einzelne  der  gegenüberliegenden  Innetminkel.'* 

■6* 
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Indem  Menelaos  es  versucht,  den  Beweis  dieses  Satzes  zu  übcrtrafren, 
Btöfst  er  (Figur  10)  »u£  die  Ungleichheit:  L  ECD  >  ECZ.  Auf  der  Kugel 
gilt  dies  aber  nur,  wenn  ^  JHE  <C.  90^;  denn  nur  dann  wird  /.  ECZ  ein  Teil 
von  L  ECD  (Euklid,  xoiwtl  IvvOMrt  H).  Der  Satz  läfst  sich  also  nur  mit 
Teciadertem  Besultate  ttbertngen.    In  dem  SpexiAifall,  da&  das  Dreieck 


D 


gleichschenklig  ist,     AB  =  AC  =  sieht  man  aber  sofort,  dafs  der 

Aufstmwinkel  180"  :  C  =  B  =  90"  wird.  Wenn  man  die  Figur  auf  der 
Kugel  derjenigen  in  der  Ebeno  analog  ergänzt ,  erliftlt  man  offenbar  das 
sphärische  Zweieek.  So  kommt  man  auf  ganz  uatürliche  Weise  zur  Bildung 
des  Zweiecks  und  7,ur  Zei-teilung  des  Problems  in  mehrere  Fülle  mit 
einem  Grenzfall,  wo  180°  ;  C  —  B.  Durch  Figurenbotrachtung  erhält 
mau  nun  AC  ==  AI),  wenn  •'AB  -f-  AC  =  180**,  und  umgekehrt,  und 
ferner  mit  Benutzung  des  Satzes  Menelaos  I,  2,  indem  ja  {_  B  —  dafs 
die  Bedingung  für  i  160^  ^C  =  B  eben  ^AB-\-AC^  180«  wird.  Wenn 

aber  ^  AB     AC^1^\  wird  ^  AC^ÄD^  und  man  farancht  nur,  um 

die  iwei  allgemeinen  Fttlle  m  eriialten,  den  Satz  Euklid  1, 18:  „Silier 
gröfierm  Seite  gegenüber  Uegt  ei»  größerer  Wwkd,**  zu  fiberlragen;  dann  folgt 

ja,  daA  180^ ~  C^B,  je  nachdem  ^  AB  -{-  AC ^ISO'*.   Erst  mnfc  aber 

Euklid  I,  J  ^'  lür  das  sphilrische  Dreieck  bewiesen  werden.  In  der  Ebene 
hängt  dieser  Satz  von  Euklid  I,  1(5  ab,  bei  dessen  (*^bertragung  wir  gerade 
verweilten.  Deshalb  wird  Menelaos  gezwungen,  einen  neuen  Beweis  iur 
Euklid  I,  18  zu  suchen. 

Er  legt  (Figur  11)  nun  die  kleinere  Seite  AB  auf  die  gröJGMre  AC, 
jedoch  von  C  und  nicht  wie  Euklid  you  A  aus;  dann  wird:  AC  =  AB 
-\-AD>BJ)  (Euklid  I,  20),  und  wenn  er  Euklid  1,2'  In  Bezug  auf 
die  Dreiecke  ABC  und  IfCB,  die  zwei  Seiten  gleich,  die  dritte  aber  rat' 
gleich  haben,  in  Anwendung  bringt,  folgt  I.B  >  C,  und  somit  ist  der  neue 
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Beweis  erledigt,  allerdings  mit  HflUS»  der  noeh  nicht  ftb«rtrag6nen  SifeM 
Euklid  I,  20  und  25. 

Lidern  nun  Enklid  21  eine  dimlcte  Folge  oder  Erweiterung  von  20 
ist,  und  24  und  19  die  umgekehrten  von  25  und  18  sind,  stellt  sieh  folgende 
Ordnung  bei  Menelaos  als  die  natArliche  dar: 

Menelaos:  Euklid: 

1 5  analog  20 

6  «  21 


I: 

Isb         .  ss) 


inTers 


10  „  16. 


Sonderbar  ist  es  allerdings,  dafs  8  (Menelaos)  zwischen  die  inversen 
Öätze  7  und  9  eingeschaltet  ist.    Dies  erklärt  sich  vielleicht  dadurch,  dafs 

4  E 


Figur  Ii.  Figur  18. 

8ats  7  im  Menelaos  durch  5  auf  eine  Shnlidie  Weise  wie  6  bewiesen  wird. 
Jedenfalls  haben  die  SStse  Menelaos  5 — 10  folgende  Ordnung: 
Menelaos    5  — *  Euklid  I,  20  (Figur  12): 

J«  wiem  qiAiXriscften  Drcteelb  tM  liie  SwHm/t  twekr  Seiten  größer  als 
die  dritte,. 

Seien  gegeben:  ^  BC  >  BÄ  und  ^  BC  >  ÄC. 
Zu  beweisen:  ^  BÄ  -)-  ÄC  >  BC. 

Man  sieht  den  Kreis  EÄD  jmiB  als  Fol,  also  ^  CÄ>  OD  [Theod. 
m,  1];  man  addiert  ^BÄ^  BD,  und  erfaUt  ^BÄ-\-ÄC>  BC.^ 

7'.))  Durch  VerlüngeruBi;  der  Bogen  AB  und  ÄC  bis  cum  8chuitt  in  dem  Ä 
entgegengeaetiten  Pol  JET  wird  man  beweisen  können,  dab  die  Summe  der  Seiten 
jedes  sphlzisehen  Dreiecks  kleiner  ist  als  ein  grOAter  Kieis  der  Kugri;  vgl.  oben 
Seite  20. 
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6  ^  Euklid  1, 19  (Figur  13): 
Durch  5  eriitit  man: 

^  A 


ngnr  II. 


rigur  14. 


I,  7  =  Euklid  I,  19  iFipir  14): 

In  jedem  sphdrisrlKti  Drckck  liegt  eine  gröfsere  Seite  citietn  gegebenen 
gröfseren  Winkel  t/ei/eniihir. 
Sei  gegeben :  L  0  ^  Ji. 
Zu  beweisen:  ^  A  B  ^  ÄC. 

Sei  L  BCI)  =  B  konstruiert  ( 1  j,  so  wird  ^  BD  ^  DC  (3),  folglich 
^  AJ{  =  AD     1)C>  AC  (ö). 

1,  8  =  Kuklid  I,  24—25  (Figur  15): 

In  zwei  sphäriscJien  Dreiecken,  die  swd  Seiten  gleich  haben,  wird  eine 
dritte  gröfsere  Seite  dwrdt  emm  gegenäberUegmden  gröfseren  Winkd  hedingL 

a.  Sei  gegeben:  ^  AB 
=  I)K,  BC'^EZ  und 
LB>E. 

Zu  beweisen:  ^  ÄC 
>J)Z. 

Seien  gezogen  die  Kreise 
TD  und  HA  mit  E  und  B 
als  Pole;  dann  wird  die 
Bogendifferenz  TZ  =  HC. 
Dagegen  ^  DT  <  AIl^  weil 
i  B  ;>  E  (def.  b  und  prop.  1).  Dann  wird  aber  die  Gerade  und  also  auch 
der  Bogen  AC>  DZ  [Theod.  III,  Ij. 

b.  Sei  gegeben:  ^  AB  "  DE,  ^BC^EZ  und  ^  AC>  DZ. 
Zu  beweisen:  i  B^  E. 

Dies  wird  durch  die  umgekehrte  SchluCnreihe  von  a.  bewiesen  (vgl.  Seite  45). 

Anm.  Yor  dem  Beweise  8a  steht  im  Cod.  Leid.  899,  bei  Gerhard  und 
Halley,  daA  der  Beweis  dieses  Sataes  sowie  der  des  umgekehrten  8b  wie  in  der 
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Ebene  gefUhrt  werden  kann.  Wenn  diese  Bemerkiing  nicbt  eine  spltere  Interpola- 
tion ist,  was  nicht  wahncheinlich  iat,  liefert  sie  uns  den  direkten  Beweis  der  Ober- 
tragung  von  Enklids  Sitzen  auf  die  KngeL 

I,  9  (inverü  von  7)  =  Euklid  1,  18 
(Figur  16): 

In  jedem  sph/iriscJien  Dreieck  liegt  ein 
gröfserer  Winkel  einer  gegebenen  grüfseren  Seite 
gegetiiiber. 

Sri  gegeben:  -  J>(  '  ^'  BÄ. 

Zu  beweisen:  L  '^'>  C. 

Mache  ^  CD  =  AB^  dann  wird  BC 
ms'AB-^-BD^AD  (5),  and  mit  Anwen^jung  von  8  auf  die  Dreiecke 
ACD  und  CÄB  wird  bewiesen   /i 

LA>a 

I,  10  =  Euklid  I,  16  ^ 

(Figur  17): 

Ein  Außenwinkel  eines  sphä- 
risehen  Dreiecks  ist  ^  iüs  der 

Innenwinkel  am  anderen  Endpunkte  dn  virlätigertm  Seite,  je  nachdem  die 
Summe  der  zicei  anderen  Sritr  ^  als  IHO^  ist^  und  umgekeint. 

Sei  gegeben:  ^  AB '\'  BC  ^  ISO**. 
Zu  beweisen:  i  C^A, 

Indem  D  der  dem  Fol  A  entgegengesetsEte  Pol  ist,  wird  AB  SC 
^AD^  180^  (Tbeod.  1, 11],  d.  h.  ^SC^ BD,  wodurch  L  BCD  « 180^ 

•r  C  ^D      A  (9  und  2),  Der  umpikelirte  Satz  wird  ohne  Beweis  postuliert 

Wie  man  sieht,  ist  Menelaos  I,  ö  nicht  wie  der  analoge  Satx  I,  20 
im  Euklid   bemesen.     Es  n 

kommt  daher,  dafs  Menelaos  /\  ^1 

beim  übertragen  des  Reweises  J     \  "Vv 

aus  der  Ebene,  in  dem  Falle  ^ 
wo  ^  BA-\-  AC>  \  8()^  auf  y 
ein  Dreieck  BCD  stöfst  (Fi-  / 

gur  1^^\  das  nach  seiner  De-  ^^^f  >v  y 

finitioa  kein  sphärisches  Drei-  — ^ 
eck   ist:   jedenfalls  wird  in 

den  Detinitionen  in  der  Halleyauü^'ahe  ausdrücklich  vorausgesetzt,  dals  die 
Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  kleiner  als  der  Halbkreis  sein  sollen. 
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Menelaos  I,  6  dagegen  ist  doroh  5  bewiesen,  ganx  wie  der  analoge 
Euklid  I,  21  durch  20. 

Für  7  (Euklid  19)  kat  Menelaos  den  Euklidischen  Beweis  gebrauchen« 
d.  h.  die  SStze  2  (Snklid  5)  und  9  (von  7  unabhftngig)  zum  Aufbau 
eines  antithetischen  Beweises  benutzen  können.  Nichtsdestoweniger  giebt  er 
einen  neuen  Beweis  durch  3  (Euklid  6)  und  6  (Euklid  20).  Für  Mene- 
laos, der  ja  doch  gezwungen  wer,  Euklid  20  so  früh  xu  beweisen,  wird 
der  Beweis  durch  diesen  einfacher.  Hier  wie  inuner,  wo  die  Beweismittel  der 
tWtragnng  wegen  sich  Ar  Menelaos  anders  stellen,  giebt  er  gern  neue, 
einfachere  Beweise;  die  antithetischen  venneidet  er  inuner. 

Bis  jetst  haben  wir  die  Sitze  Euklid  1, 1—16,  18—21  und  23—25 
mit  Menelaos  parallelisieri   17  und  22  haben  wir  übergangen. 

Euklid  I,  17:  „In  jedem  (dfenen)  Dreieck  ist  die  Summe  von  irgend 
eted  Wmkdn  Jdeiner  als  18<fi**  folgt  direkt  ans  Euklid  16,  dem  Batse 
über  den  Aubenwinkel,  der,  auf  die  Eugel  übertragen  (Menelaos  1, 10), 
drei  FUle*  giebi  Deshalb  UUkt  sich  17  nicht  übertragen;  er  gilt  nicht  auf 
der  EugeL 

Euklid  I,  22:  Dreieds  wm  drei  gegebenen  Seilen  gu  konttnuerenf* 
ist  übertragbar,  wenigstens  wenn  die  Seiten  (Bogen)  gewisse  Bedingungen 
erflÜlen.  Konstruktionen  wie  diese  setzt  Menelaos  (vgl.  oben)  ohne  Be- 
weis Toraus.   Gerade  diese  braucht  er  aber  nirgends. 

Wir  kommen  nun  zu  Euklid  I,  26.  Seine  ▼erschiedenen  Teile  ent- 
spredien  den  Sitzen  12,  14  und  16  im  Menelaos.  IMeser  hat  also  seinen 
Satz  11  eingeschaltet,  dem  wieder  Euklid  32  entqwicbt. 

Euklid  1, 32  ist  der  Hauptsatz  über  Dreiecke:  „Ein  Äufaenteinkd  isi 
.  der  Smmne  der  ewd  gegenßberUesienden  hmenwitikd  gleidi.**  ,£in  Yersnch, 
den  Beweis  des  Euklid  zu  übertragen,  würde  zu  dem  Beweise  führen,  dafo 
auf  der  Kugel  der  Augenwinkel  kleiner  als  die  Summe  der  Innenwinkel  sei 
Der  Beweis  ab«r,  weil  er  im  Euklid  mit  Hülfe  der  Parallelentheorie  gefUirt 
wird,  würde  hier  stereometrisch  und  nidit  sphirisch  werden,  und  eine  Unter^ 
Buchung  über  die  von  gröftten  und  parallelen  Kreisen  gebildeten  Dreiecke 
erfordern.  Dies  hat  für  Menelaos  keinen  Zweck.  Er  findet  leicht  einen 
Beweis  auf  der  Kugeloberflftche,  denn  der  Inhalt  des  Satzes  bindet  denselben 
auf  der  Kngel  ganz  naturgendlfs  an  den  thnlichen  Satz  10,  mit  dessen  Hülfe 
er  leicht  bewiesen  wird.    Somit  haben  wir: 

MenellM     11  *  Euklid  I,  82  (Figur  19): 

In  jedem  sphOrisdun  Drekdt  ist: 
L19(fi-i'C<Ä'^  S,   oder  aber   LÄ  +  B  +  C>18Qfi. 
Sei  nftmlich  D  der  dem  Pol  Ä  entgegengesetzte  Pol,  so  erhilt  man  LÄ'^D 
—  DCE  (1),  femer  ^ED^EC  (2)  oder  »BE  +  EO<  180^.  Zur  ün- 
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glnchbeit  LBCE<B  (10)  addiirt  nun  LA,  wodwdi  LBCE-^Ä 
^BCE+DCEmmlW^C<A-\'B.  Fem  dvndi  Addition  von  Z.  C 
erhUt  man: 

18ü»<-ä  +  B  +  C.~) 
Euklid  1, 36  ist  in  xwei  TeUe  geteUt: 

n.  Zwei  Drdedte,  die  eine  8eUe  md  die  dieser  miUegeHden  Winkd  gMeh 
haben,  eimd  gleidt. 

DiMer  Sfttz  mit  Beweis  kum  auf  die  Kugel  flbertragen  werden.  Der  ana- 
loge sphärische  Sats  im  Henelaos  (1, 14)  ist  jedodi  auf  eine  andere,  und 
zwar  eine  sehwierigere  Weise  durch  die  eingeschalteten  Sitae  12 — 13  bewiesen. 

b.  Zwei  Dreiedte,  die  mnm  Wwikd»  die  gegenUberUegende  Seite  md  noch 
emen  Wikkel  ißeiA  haben,  sind  ^/äeh, 
entspricht  Menelaos  1, 16  mit  12  als  Spezialfall  Der  Euklidische  Beweis 
kann  nicht  übertragen  werden  wegen  seiner  AbhSngigkeit  yon  Euklid  1, 16, 
der  auf  der  Engel  drei  Fllle  hatte. 
Einen  neuen  Beweis  erhllt  Henelaos 
durch  den  26  a  entsprechenden  Sats 
(Ifenelaos  1, 14).  Der  Spexialftll  12 
ist  aber  offenbitf  aufgestdlt  wegen 
dee  Beweises  tou  13.  Ifit  Anwendung 
▼on  12  und  13  zum  Beweis  von  14  wird  die  Ordnung  der  Sstze  12 — 16 
ganz  natSriich;  es  w&re  aber  leichter  gewesen,  mit  14  (wie  im  Euklid 
bewiesen)  zu  beginnen,  dann  16,  der  nur  von  14  abUngig  ist,  und  zu- 
letst  12,  13,  15  folgen  zu  lassen.  Wie  dem  auch  sei,  die  schwierigere 
Methode  steht  da,  und  wir  werden  aus  diesem  und  anderen  Gründen  ge- 
zwungen zuzugeben,  dafii  Ifenelaos  tou  der  Eongmenztheorie  aus  freier 
gearbeitet  hat  Ihm  ist  diese  Theorie  das  Ziel,  dem  Euklid  dagegen  nur 
ein  Mittel;  im  Gegensatz  zu  Euklid  hat  er  dann  diese  Theorie  erschöpfend 
behandelt,  wie  es  übrigens  seine  Gewohnheit  ist  (vgl.  die  S&tze  I,  26 — 35). 
Gel^entUdi  bemerken  wir,  daJDa  Menelaos  sich  bemfiht,  die  inversen  S&tze 
mitzunehmen  und  die  Duslit&tsf&Ue  aufxustellm  (I,  17 — 18).  In  dieser  Be- 
ziehung kontrastiert  er  mit  Euklid,  von  dem  es  oft  genug  hervorgehoben 
worden  ist,  dafs  er  alles  Überflüssige  vermeidet  Der  Unterschied  der  Ziele 
und  der  Entwickelungsstandpunkt  der  Mathematik  zur  Zeit  der  zwei  Yei&sser 
machen  aber,  dafo  man  sagen  kann,  bride  seien  in  ihrem  guten  Bechte. 

Ton  Euklid  26  aus  arbeitet  Menelaos  nur  gelegentlidi  unter  Euklids 
Einfluls.  Audi  wtbrde  er  nunmehr  in  den  Ekmenitn  nur  sehr  wenig  Sfttae 

80)  Hier  schaltet  Maurolycus  »einen  Beweis,  tlal'a  i  A  -f  /y-}-r<54ü*  ist, 
ein;  TgL  oben  Seite  81.  I,  11  ist  in  Gerhards  Übersetzung  Tentflmmelt  oder 
nubrentaaden.  leh  folge  deswegen  der  Hallejausgabe. 
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finden,  die  zar  Obertiragiing  geeignet  wlren.  Weder  die  Theorie  der  Parallele 
und  der  Panllelograxiune  im  1.  und  2^  noeh  die  Kreutiieorie  im  3.  und  4., 
nodi  die  IhnMchkntsÜieorie  im  6.  Buohe  rind  zur  Bildung  qihftriseher 
BreiecksB&txe  geeignet  Nachdem  also  Menelaos  nach  Euklid  die  sphä- 
rischen FundamentalAtse  gebildet,  sudit  er  seine  weiteren  lUtM  hie  und  da 
in  der  Geometrie  der  Ebene,  oder  er  findet  sie  selbst  Was  in  jedem  einselnen 
Falle  stattgefunden  hat,  l&fot  sidi  natOrlich  nicht  leidit  entscheiden.  Beror 
wir  diese  etnselnMi  Fille  von  Abhingigkeit  nachsnweisen  Tersuchen,  geben  wir 
ein  Besume  über  die  KongmenssStse. 

MeiiolaOH  I,  12. 

Sei  gegeben:  i  A  =  D  =         /.C=/^         -  5C  -=  EZ. 

Zu  beweisen:  ^  AC  =  DZ,  ^  AB^  DE,  LB  =  E. 

Sei  (Figur  20^    CH=BC\  ^  CT=  DZ,  so  wird  A  C//r-  ZED  (4), 

d.  h.  L  TIIC  =  E,  L  HTC  «  D  —  90»  und  -  HT  =  ED.  Da  -  KT  und 

KA   beide   senkrecht   auf  TA 

stehen,  ist  K  Pol  fiir  7' ^  [T  h  e  o  d. 

I,  13].    Also  AKBC  ^  LJIC 

(4),  ferner  die  Bogcndilferenz  ^  JJ 

= If  r— X>  Ts,  und  /.  B = r// c 

^  E,  nndati  AHCT'^  BCA 

(4),  wird  -       =  CT  =  2>Z. 
Flflor  M». 

I,  13  (Figur  21  ): 

Sei  /^f'geben:  L =  D,  ^  BC  ~  EZ,  ^  AC  =  DZ  und  entweder 
LB<  90%  i.     <  90"  oder  LB>  90%  LF.>  90". 

Zu  beweisen:  ^  AB  ^  DEy 

a.  ^  i4  —  2)  ^  90».  Seien 

^  CT  und  HZ  senkrecht  auf 
^  AB  und  DZ  getällt,  so  wird 
AACT-^  DZ  II  (12),  d.  h.  V  CT 
—  HZ,  dadurch  ^  BT  HE 
[Theod.  II,  llj  und  addiert  man  ^AT^DH,  so  wird  ^  AB  =  DE. 
Dann  folgt  i  C      Z  und  L  B  =  E  (il 

b.  i  A  ==  D  =  I>(>".  In  diesem  Fallo  kann  man  den  letzten  Teil  des 
Beweises  a  von  „-^  CT  —  HZ"  aus  benutzen, 

1, 14  «  Euklid  I,  26,  1  (Figur  22): 

Sei  gegeben:  LÄ^JD,  iC^Z^  ^AC^DZ. 

Zu  beweisen:  LB^E,  ^  AB  ^  ED,  y^BC^  EZ, 
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«.  iA^D  —  90^,  C  und  Z  Pde  fOr  hmo.  AB  und  ED,  Dann 
yinr^  \jBC-^EZ^  90^  und  di«  betreffenden  Dreiecke  werden  kongment  (4)* 

h,  LA^D 
—  90^  C  und  Z 
mM  Foie  fOr  AB 
und  ED.  Dann 
sind  z.B.  TvaAH 
diese  Pole,  so  wird 
A  CBT^ZEU 
(13),  denn  ^CT 
'^ZH  (gleiche 


y^BT'^Eä 

—  SO»,    L  BOT 

—  £2rJSr  (sie  haben 
gleidieSiqiplenient'  Ftgvr  n. 
Winkel)  mid  i  B 

XL.  E<90^.  Weil  also  ^  BC^EZ^  hat  man  A  ilfC  ^  D£;?  (4  oder  12). 

o.  /.il  — 1)^90^.  Seien  /  und  IT  Pole  besw.  fOr  ilB  nnd  SD, 
so  wird  LJAC'^HDZ,  AXAC 
^HDZ{4),  d.h.  ^JC^SZ, 
L  JOB — irZJB,  woraiia,  da  L^BC 
nnd  if£2^  beide  entweder  spitz 
oder  stumpf  sind,  folgt  AJBÖ 
5  HEZ  (18),  d.  h.  ^BC^EZ, 
also  ti.ABCcäDEZ  (4). 

15  (Fignr  28): 
Sei  gegeboi:        »  D,  /.  C 
»Z,   ^BC^EZ  xmä  AB 
«DJE^90^. 

Zu  beweisen:  ^  AC^  DZ. 

a.  v/^B«D£<90« 

b.  ^AB^DE>Wfi. 
8«  JT  der  dem  Pnnkte  D  entgegengesetate  Kugelpol,  und  ^  ^ JT«««  DZ, 

^il^»D£,  dann  wird  a.  u.  b.  v/DJß  ^  ^J,  femer  LAKQ  ^  DZ£  (4), 
also:  ^KQ^ZE^BC^  LK^Z^C,  woraus  (da  (13)  fllr  den  Fall 
iA^D  —  Wfi  unbrauchbar  ist): 

w  JTZ  +  XC  «  18(y»  =  w  BCJ.  (10) 
a.  snbtrahittt  man  b.  subtrahiert  man  «^«TC,  so  erhBlt  man: 

»BC-^LJ^KL,  ^BC^KL-^LJ, 
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und  weil  ^  BC  ^  KQy  wird  ^LQ^LJ  nnd  LQ^J^B^  d.  h. 
LAKq^ACB{4t\  oder  >^AC^AK^1>Z. 

I,  16  =  Euklid  F,  26,  2  (Figur  24): 

Sei  gegeben:  LA^D,  LC^Z,  ^  BC  =  EZ  und  + 

Zu  beweisen:  ^  AB      DE.  -  ^IC  =  2>Z,  /.  5  = 
Sei  J  der  dem  Punkte  A  entgegengesetzte  Kugelpol,  ^  J  T  =  DJE 
und  V/  J^iC  =-  2>Z,  dann  wird,  da  /.  I>  ==  /,  A  />i;;^  ~  A  JTK  (  i),  oder 

L  TKJ  =  A'Z/),  woraus  -  CL  =  LK  (3), 
^  TK  =  K'A  —  BC,  also  die  Differenzen 
^LI{^I/I\  LB^T,  d.h.  AABCc^JTK 
~  DEZ  (14). 

ly  17  (Figur  25),  nngOltig  in  def  Ebene. 
Seien  gegeben:    i  A^  B^  i  B^Ey 

Zu  beweisen:  ^AB^BE^  »AC^BZ^ 
^BC^EZ. 

Seien  ^BT^ZE  und  BJ^EB\  dum 
wird  ADJ5Z^/Br(4),  d.h.  LJ'^D^A, 
LT^Z^C  vokä  ^TJ^ZB.  Danun^C 
(als  AnUnrnwinkel  des  IMeoks  CTK)  -=  CTiT, 
hat  man  vCJr+  Jtr—  180^  (10)  und  analog  ^JK+KA  »  180»;  da 
also  ^  KA  -r-  CJT JSTJ  -e-  /JT,  bekommt  man  AC  ^TJ—  ZB  und 
femer  A  ABC  ^  (14). 

Zu  dem  18.  Theorem  des  Menelaos  finden  wir  bei  Euklid  keinen  ont- 
spreehenden  Satz;  man  kann  ihn  jedoch  mit  dem  analogen  Ahnlichkeitssat»  in 

der  Ebene  VI,  7  vergleidien.  Dieser  zeigt 
uns  die  Methode,  die  Euklid  wahrschein- 
lich yerwendet  hätte,  um  Menelaos  1, 13 
in  der  Ebene  zu  beweisen.  Er  wtirde  sicher 
Euklid  I,  17  und  32  gebraucht  haben. 
Diese  gelten  nicht  auf  der  Kugel,  sodaTs 
Menelaos  aus  Euklid  VI,  7  jedenfalls 
keinen  Beweis  fttr  Menelaos  I,  13  hat 
ableiten  können. 

Die  beiden  folgenden  Sfttze,  Mene- 
laos  1, 18  und  19,  stehen  wie  1,8  in  enger 
Verbindung  mit  der  Kongruenztheorie.  Sie  sagen  nKmlidi:  wenn  diese  und 
jene  Stflcke  zweier  Dreiedce  gleich  sind,  diese  und  jene  ungleich,  so  werden 
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auch  diese  und  jene  ungleich.  I,  18  {vgl.  das  Resume  oben  Seite  28)  mit 
einem  langen  dreiteiligen  Reweis  knüpft  sich  dualistisch  an  17,  bat  aber 
kein  Analogou  iu  der  Ebene. 

I,  19  (Figur  26): 

Gegeben:  ^ÄC^^DZ,  LA>B,  LC<Z  und  LB>^,  LE>9(fi. 
Za  beweiaeii:  ^  SC>  EZ^  DE  >  AB, 

Sei  konstruiert  A  AJC^DEZ.  Weil  nun  die  Winkel  CBJ  und 
AJB  Bpits  sind,  wild  i  ABJ  >  AJB,  folgUeh  ^  AB  <AJ^  1>E  (7); 
dnxch  denselben  Sehlub  L  BJC  >  CBJ  und  ^  BC  >  CJ ZBL 

Tkots  unennfldliehen  Sncbens  in  den  Werken  von  Euklid,  Archi- 
medes,  Apollonios,  Pappos  u.  a.  ist  es  mir  nioibt  gehmgen,  den  analogen 
Sata  in  der  Ebene  zu  finden.  Der  Satz,  «ne  direkte  Folge  von  Euklid 
1,19  (Menelaos  1,7),  ist 
somit  wifchrsftheinlidt  eine 
Erfindung  Ton  M enelaos. 
Für  Sitie  dieser  Art  hatte 
er  offenbar  eine  besondere 
Vorliebe.  Ein  Theorem  der- 
selben Art  war  es»  welches 

nach  Proklos'  Berieht  von  ihm  anders  als  Ton  Euklid  bewiesen  wufde,  nftra- 
lieh  Euklid  I,  35  ■■Menelaos  1,8b.  Jedoch  ist  der  Beweis,  den  Mene- 
laos  ffir  diesen  Sata  in  der  l^phärik  gab,  nidit  derselbe,  den  er  nach  Pro- 
klos in  der  Ebene  anfttellte,  wie  am  Vei^leidi  xeigen  wud> 

Sei  nimlich  gegeben:  ^AB^m  i>£,  AC  DZ,  BC  >  £Z,  so  wird 
es  auf  folgende  Weise  bewiesen,  dab  LA^  Di 


Euklids  Elemente 

1, 25  (Fig.  L>7\ 
Wäre  i  A  =■  /J,  so 
wäre  auch  BC  =  KZ 
fEukl.  1,-1  -=Monel. 
1,  taj,  was  unniüglich 
ist.  Wäre  l_  A  <C  so 
wäre  auch  IiC<EZ 
[Eukl.  I,24  =  Menel. 
I,8aj,  was  unmöglich 
ist   Also  Z,  J.  >  2>. 


^Meuelaos  nach  Proklos 

(Figur  28j. 
Sei  BU^E/.,  LHIiT 
'  -  >;  fEukl.  L  23  =  Menel. 
1, 1  1  uu.i  BT     DK,  so  wird 
^KDZ^BTll  I  Eukl.  1,4 
Mt'nel.  I,  4aJ,  d.  h.  JIT 
=  AC^1)Z,    also  TK 
,>AL'>  AK,  d.  h.  LKAT 
>A'Tyl[Eukl.  I,  19  -  Me- 
nel.T,7j;addicrtnian/.//-('l  T 
=  UTA  [Eukl.  1,5  =  Me- 
nel. I,  2|,  hat  man  i,A 
>BTK  =  JJ, 


Meiielaos'  Sphärik 

I,  81)  (Figur  29). 

Ziehe  die  Kreise  HC 
und  ZT  m\i  hfzw.  A  und 
1)  als  Pole,  .so  wird  ^  HB 

-  Kl\  und  weil  ^  CB 
>KZ,  wird  ^Cll>ZT 
[Theod.  III,  1],  d.h. 

LA>1J, 
Anm.  Tho(Ml.  III,  1 
ist  durch  Euklid  1,  47 
u.  III,  7  bewiesen.  Letz- 
terer ist  von  Euklid  1,20 

—  Menel.  I,  5  abhängig. 
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Euklid  beweist  also  den  Satz  antithetisch  durch  den  vorhergehenden 
(  I,  24),  letzteren  durch  1,  4,  5,  19,  23.  Was  Menelaos  gethan,  ist  lediglich, 
dalk  er  I,  25  mit  einem  dem  des  Satzes  24  analogen  Beweise  versehen  hat) 


Fipur  17. 

Figur  M. 

wieder  mit  Hfllfe  Ton  1, 4,  6, 19,  23.  Den  netten  Beweis  hat  er  also  kaom 
dnreh  seine  sphärischen  Untersachnngen  gefimden;  in  der  Sphärik  gieht  er 

ja  dem  ktbrseren  ^relcten  Beweis  dnrdi  den  oft  be* 
nntsten  Theodosios  in,  1  den  Yorsug.  Vielmehr 
gehört  der  ▼<m  Proklos  referierte  Beweis  einem 
Werk  von  Menelaos  Über  die  Geometrie  der  Ehene 
an,  das  als  ein  Ergtnznngsbnoh  sn  den  Elmentm  ge- 
daeht  war,  nnd  wo  namentlidi  oder  anssehließlich 
Dreieekstheoreme  sich  befiuiden,  ein  Bueh  der  Drd- 
wie  es  die  Arabw  dem  Menelaos  beilegen. 
DaTs  Proklos'  Bericht  fklsoh  ist,  ist  an  sich 
nnwahrscheinlioh,  nmsomdir,  weil  man  Tcm  der 
ßihSfik  wmfs,  dab  Menelaos  immer  die  antithe- 
tischen Beweise  rermeidet  ond  analoge  Etetse  analog 
beweist,  wie  die  Beispiele  MeneL  I,  4a  n.  b,  3  v. 
3,  8a  u.  b,  7  u.  9  sseigen.  Jedenfalls,  wenn  irgend 
jemand,  beeinflnfet  von  den  wenigen  Fsllen  flber- 
einstimmender  Beweise  im  Euklid  ond  Menelaos, 
vielleicht  die  intime  Verwandtsdiaft  d«r  beiden  Werke  bezweifeln  mOchte,  so 
kann  er  diesen  Zweifel  Proklos'  Bericht  gegenüber  nidht  gut  aufrecht  halten. 
—  Gelegentli«^  bemerken  wir,  daCi  es  an  rieh  interessant  ist,  lu  wissen, 
dals  man  schon  au  Menelaos'  Zeit  die  JSSemenfe  kritisierte  nnd  erginste. 

Der  letzte  Teil  vom  1.  Buch  Euklids  gah,  sagten  wir,  zur  Ühertragung 
keinen  Anlaijs.  Nichtsdestoweniger  können  die  Paralleltheoreme  in  der  Ebene 


Figur  t9. 
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sphärische  Sätze  ergeben,  wenn  wir  überall  für  „parnUrh'  G trade"  „parallelen 
Kreis"  \nu\  für  „sehiefe  Gerade"  „<jr(>fsteti  Kreis"  substituieren.  Als  lieispiel 
nennen  wir  Euklid  I,  33,  1  und  Theodosios  II,  13,  2.  Das  Beispiel  st^iht 
ganz  isoliert,  und  Sätze,  die  mau  dun  h  diese  Art  von  l^bertragung  erhalten 
kann,  fallen  so  in  die  Au<;eii,  dafs  sie  durch  Übertragung  aus  der  £beue 
nicht  entstanden  zu  sein  braueheu. 

Vom  3.  Buch  Euklids,  welches  die  Kreise  in  der  Ebene  und  die  bei 
ihnen  vorkommenden  Winkel  behandelt,  können  die  meisten  Sätze  über- 
tragen werden,  indem  man  die  Begritfe  „sphärisches  Zentrum"  und  „sphäri- 
sdien  Abstand"  einführt  ^^j  und  dann  folgende  Substitutionen  macht: 

J&eb  auf  der  Kugü**  fllr  JTms  tn  der  Ebene^, 

tOrüßter  Kr^         f&r  „6enidtf\ 

Die  80  eriialteneii  Theoreme  sind  der  Art»  wie  wir  sie  im  Theodosios  und 
fiberhanpt  in  den  Sphtriken  tot  Menelaos  treffen.  Folgende  Boqpiele  dieser 
Art  von  Korrespondenz  springen  nsmentlidi  in  die  Augen. 

Euklid  111,11.  ;  Theodosios'  Sphärik  11,4. 

*Eav  6vo  ftmdoi  ii^anxtovxai  all'qlfav 
ivtos,  Atj^pd'^  ct^&v  TU  xivjQa,  ^  iid 
TU  lUvxqa  airt&p  im^vywfUv^  tv^ia  lutl 

III,  12. 

*£av  övo  y.vkXoi  itpanxofWtti  Akkrikav 
haog,  7}  inl  xä  xivxQa  ce^xAv  itu^vywiUvti 


iqfutnuvTttt    iiXl^lMVf    6  iiit 
xStv    nol&v    aii&v  (liytaxog 
Ktmlos  fffu^^vog  xal  ita 
trvva^g  uvx&v  iXtwuxai. 


III,  17. 

üyayuv. 


IT,  16. 

KvxXov  doifivTo^'  iv  Gtpai^u  ikuaaoi'os 
tov  nfyicxoVy  xal  Gi)(i(iov  xivb^  inl  xi^g 
inupcivdug  rT]g  Ctpai^ag^  v  Ißxi  ^iixa^v  uvxod 
x£  xal  TOÜ  l'aov  TS  xal  7HtQak).i]i.ov  avTiZ. 
you^Kci  diu  xov  arj^fiov  ^iyiazov  xvxiov 
itpanxöiuvov  xov  Öo&ivxog  xvxkov. 

Yielleicht  hat  die  lltere  SphSrik  auf  diese  Weise  durch  Ühertragnng 
einige  Propontionen  enmngen.   Weil  sie  sidi  nidit  auf  Dreiecke  besiehen, 

Kl)  Daf»  in  der  Thai  dies*'  lit'^ritb'  dein  Theodosios  bekannt  waren,  zeigen 
die  Detinitioneu  in  seiner  Üphürik  I,  def.  4 — ö. 
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haben  sie  für  Menelaos  keinen  Zweck;  das  in  dioser  BeneHtmg  liotwendige 
findet  er  auch  hei  seinen  Vorgängern. 

Euklids  4.  Buch  kann  wie  das  dritte  übertragen  werden;  von  einer 
solchen  Übertragung  treffen  wir  jedoch  keine  Spur. 

Euklids  letztes  geometrisches  Buch,  das  6.,  behandelt  ilhnliche  Figuren; 
solche  existieren  nicht  auf  der  Kugel.  Wahrscheinlich  hat  doch  die  Trans- 
Tersalentheorie,  namentlich  Euklid  VI,  2,  die  Idee  zu  den  sphärischen  Sätzen 
Menelaos  I,  23  —  25  gegeben  (vgl.  oben  Seite  30). 

Mit  Ausnahme  von  Menelaos  1,  20 — 2 2,  die  nur  auf  der  Kugel  gelten, 
restiert  uns  vom  ersten  Buch  lediglich  die  Satzgruppe  2G  35.  Di»;  Theo- 
reme dieser  Gruppe  vergleichen  die  drei  Elementenpaare  (siehe  Figur  30 j: 

^AD   und  EC 

i  ABB   und  EBC 

^BA-\-BC   und   BD BK 

Vorausgesetzt,  dafs  BC'^  BA^  und  dafii  die  Elemente  eines  dieser  Paare 
gleich  sind,  beweist  man  die  Gleichheit  oder  die  üngleichheit  der  anderen 

zwei.  Je  uachdem  ^  BÄ  liC^  180^'  iüt,  bekommt  mau  verschiedene 
Fälle. 

Ein  Scholien  von  Hall<*y  im  Schlufs  des  ersten  lUiches  fiipt  hinzu: 
,JJie  Üutze  30 — 35  ydteu  auch  in  der  Kiene;  denn  die  kieinaien  sphdrisdien 


Figur  so.  FiKur  31. 


JDreieeke  htAm  die  Farm  und  Naiur  der  Aenen  Dreiedct.**  Der  Herausgeber 
hat  sagen  wollen,  dafs  die  FftUe  ^  BA  -|-  BC  <  180^  emtspreebende  Besnl- 
tate  in  der  Ebene  baben,  nttmlicb: 

BpezialfaU  (Figur  81): 

Gegeben:  I  Zu  beweisen:  entsprechen  im  Meu. 

1.  c'==a'  /.y>a,  a  +  (  >2rf  '  | 

2.  Z.  y  =  a  i  a  -\-  c>  2d,  r'  <a     \  ^ 

3.  o  +  c=2(/  [Ly'^uy  c'>a'\  1,31. 

Voraussetzung:  a^c 
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Allgemeiner  Fall  (Figur  52): 

Gegeben:  Zu  beweisen:  entsprechen  im  Men. 

4.  c'=a'  Z.y>«,  a  +  c>d'+r  1,33 

5.  Z.y  =  «  I  a-j-c>d*-fd'',  c<a'  1,34 

6.  a-|-c=<r-|-<r|Z.y>«,  c'>a'  1,36. 

yoransBetzTmg:  a  >  c. 

Finden  wir  nun  diese  Theoivnu'  in  der  (Jeoniotrie  der  Ehene  vor  Me- 
nelaosV  Es  ist  mir  nicht  gelungen,  sie  als  (ian/heit  /.u  Huden;  nur  hie 
und  da  habe  ich  ihrer  verschiedene  entweder  als  Sätze  oder  Yorausset/.ungeu 
an^et  rotten,  nüniiich: 

Kuklid,  Optik  4*')  „Tcoi-  l'am'  diaaTtj^uruv  -/.td  im  ttjg  uvzfjg  (-v&eiag 
ovTuv  TU  {X  Tikiluvog  dia<Sti]^xog  o^utfitvu  iküxtoya  ipulv£xai"'j  d.  b.  es  wird 


Figur  32.  ^ 


bier  daaselbe  bewiesen,  wie  im  obenerwibnten  Falle  la,  Menelaos  1,30,2 
entsprechend. 

Evkllily  Optik  7  „Toi  M        teiftfls  i^9tlag  Bvut  fßa  fuyldri  fn^ 

ist  eine  Erweiterung  des  vorigen  SatMS  fttr  den  Fall,  wo  die  Linien- 
stflcke,  die  betrachtet  werden,  nicht  kootinniert  sbd,  also  4a  od«r  Mene- 
laos I,  88, 1. 

BnUldy  i€9^l  diuiQi^inv  38**):  „Die  Figor  ABZC  (Figur  83) 
mittels  einer  Geraden  in  iwei  gleiche  Teile  in  teilen.**  Die  Figorenkon- 
stmktion  seigt  uns,  dafii  Euklid  la  und  2a  der  obigen  Ftile  gekannt  hat. 

ArellllliedM^  m^l  $U%»v  1%.**)  Hier  wird  vorausgesetzt,  dafr 
das  Doppelte  der  Halbiemngsgeraden  eines  Dreiecks  Ueiner  als  die  Summe 
der  swei  einschUeftenden  Seiten  ist,  d.  h.  2a  oder  Menelaos  I,  80, 8.  Der 
Fall  2b  (Men.  T,  80, 1)  ist  als  bekannt  voransgesetat  in 

H2;  Kxclidis  ojiera  nmnia,  ed.  Heiberg  VII,  p.  6  tf . 

HS;  Woepcke  im  Juurnal  aaiatiquc  1851,  p.  240. 

%i)  Arthimedi»  opera,  ed.  Heiberg  II,  p.  57,  Note  2;  vgl.  Heiberg, 
Einige  von  Ardiimedei  vorwigmMe  elementare  Sätge^  ZeitBchr.  f.  Math.  n. 
Ph7iik  24,  hiei-Utter.  Abt,  p.-178  unten. 

AUi.s.OMdi;d.mCh.WiMauA.  XIV.  4 
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Apolloiiios,  xaviKu  VI,  32 ''^)  (^UaUeyausgabe  p.  90),  wo  voraus- 
gesetzt wird  NX  <  XÄ  (Figur  34). 

Die  obengenannten  F&Ue  la,  2,  4a  haben  wir  also  als  Theoreme 
(Euklid)  oder  Voravssetoingett  (Archimedes  und  ApoUonios)  nachweisen 
können.  Möglicherweise  hat  ein  Werk  existiert,  wo  diese  Fftlle  bewiesen 
wurden,  viellacht  vor  Euklid,  jedenfalls  vor  Archimedes.  ünwillkQrlich 
müssen  wir  hier  an  die  vorenklidischen  Elemente  denken,  d«r«i  Inhalt  wir 

ja  gar  nicht  kennen;  ohne  Zweifel  ist  es  nidit  das  ge- 
ringste Verdienst  des  Euklid,  dafii  er  soldie  Satireihen, 
die  ohne  prinzipales  Interesse  waren,  ans  dem  Bereich 
der  Elemente  verwiesen  hat 

Wahrscheinlich  ist  es  doch  Menelaos  selbst,  der 
die  Elemente  a-\-c  und  » BD  BE  in  die  Unter- 
suchung hineingesogen  hat;  denn  diese  Fignrenteile  hatte 
er  im  sweiten  Buch  (II,  10)  nOtig,  und  diesem  Umstand  verdanken  wir  offen- 
bar die  ganze  Satzgiuppe  26 — 85  im  ersten  Bu<^e. 

Die  langatmigen  sphXrisidien  Beweise  dieser  SKtse  kOnnen  aus  dw 
Ebene  übertragen  worden  sein.  Durch  Euklid  VI,  3  erhftlt  man  jedoch  in 
der  Ebene  viel  leichtere  Beweise.  Die  Beweise  in  der  Op^k  geben  in  dieser 
Bexiehung  keinen  AufiBcblufe. 

Als  Erfolg  der  Untersncbang  über  Menelaos'  1.  Bndi  etgiebt  sich: 
„Menelaos  hat  den  Betriff  UphäriBches  Dreieck'  in  die  Mathe- 
matik Angeführt,  definkri  md  demeSttm  einen  Namen  gegeben  (v^iklfvfov). 
Mü  HiAfe  det  erslen  Btuites  der  EuKUdikhen  Elemente  hai  er  die  demeiUare 
Ldire  dieter  Dreiecke  gegründet.  Zu  dieeem  Zweck  hat  er  die  übertragbaren 
Dräedessätge  aus  Euklid  auf  die  Kugel  übertn^en.  Die  Äntäkl  dimr 
Sätze  hat  er  mit  den  retiprcken  und  dwOistiscken  Sätsen  ergäntL  Die  Kon- 
gruenttheorie  hat  er  im  Ctegensats  nt  Euklid  erscM^fend  behandelt.  Was 
die  BeweisfiOirung  betrifft,  hat  er  efter  von  Euklid  gdemt,  als  er  ihm  ge- 
•folgt  ist»  Euklids  antUhetisdie  Beweise  vermeidet  er  inmer  und  tidtt  die 
analogen  vor.  Sonst  hat  er  immer  den  leichtesten  Beweisen  den  Vortug  ge- 
geben und  deshaW  oß  Sätte  aus  den  früheren  sphärischen  Werken  voraus- 
gesetzt. Ein  besonderes  Interesse  hat  er  ßr  die  Gattung  von  Sätzen,  die 
wir  in  Euklid  J,  24 — 25  finden.  In  Verbmdung  mit  seiner  Arbeit  Über 
die  Sj^äfik  steht  eme  Arbeit  über  dme  Dreiedie,  die  als  eine  Ergänzung  des 
ersten  Budtes  Euklids  dienm  sddte,  und  wo  er  audt  die  EukUdisehen  Sätze 

ö&)  Apollonii  Pergaei  eoniea,  ed.  Ualley,  Oxford  1710. 
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pflegenßich  mit  iieuc)>  huieiscn  versehen  hat.  —  Das  ganze  erste  Budt  des 
Menelaos  ist  als  ein  originelles  zu  hitradtten." 


Bei  Menelaos'  nächstem  Nachfolger,  Ptolemaios,  kann  man  «rwaiien, 
die  SUt/e  dieses  ersten  Buches  als  Yoraussetznngen  zu  tinden. 

In  dieser  Erwai-tung  wird  man  nicht  getäuscht.  Als  Beispiele  nennen 
wir  die  Satze  Menelaos  I,  2,  4a  u.  4b,  deren  Gebrauch  in  Ptolemaios' 
S^ntajris  deutlich  genug  ist.***)  Deswegen  hegen  wir  kein  Bedenken,  zu 
behaupten,  dafs  Menelaos'  Sphärik  für  das  Studium  der  Synkuds  von  Be- 
deutung war,  was  Tannery  zu  leugnen  scheint.'*') 

Pappos  rofpriprt.  wie  oben  erwähnt,  MenelaOB  I,  5,  6,  30  u.  33"*)j 
Theon  von  Alexaudria  I,  4,  13  u.  14.*^^)  LetztOTsr  gebraucht  aufserdem 
oft  S.lt/.e  aus  Menelaos'  erstem  Buch  ohne  Quellenangabe.  —  Überhaupt, 
wo  man  den  Namen  xQlnXfVQov  im  Ptolemaios,  Pappos  und  Theon 
findet,  bezieht  sich  der  Text  meistens  auf  eine  Anwendung  von  Menelaos' 
erstem  Buch. 


Fünftes  Ivapitel. 

Menelaos'  zweites  BncL 

a.  Oberaiolit  des  zweiton  Bnolies. 

Dieses  Buch,  das  mathematisch  ganz  ohne  Bedeutung  ist,  })ietet  da- 
gegen vielerlei  Interessantes,  wenn  man  es  mit  den  älteren  sphärischen  oder 
astronomischen  Werken  vergleicht.  Deshalb  brauchen  wir  den  Inlmlt  nur 
kurz  zu  referieren,  um  ihn  dann  mit  dem  Inhalt  anderer  Werke  ver^'leichen 
zu  können.  Entweder  mflssen  wir  nämlich  mehrere  der  ,^tUeren  Bücher** 
in  unsere  Untersuchung  mit  hineinziehen,  oder  aber  können  wir  ebenso  gut 
Menelaos'  zweites  Buch  stillschweigend  übergehen,  üm  nicht  die  Unter- 
suchung zu  weit  auszudehnen,  möchten  wir  sie  gern  aul  die  Sphärik  be- 
schränken und  die  Astronomie  ausschliefen.    Das  geht  aber  nicht  Die 

86)  rtolemaei  Syntaxis  math.,  ed.  ileiberg  1,  p.  üü,  24  —110,7  —  148,8 
—  149, 8  —  166,  S      161, 18  ->  168, 16. 

87}  Tannery,  BtiAerdtes  mr  Vhistoire  de  Vattronomie  aneiefme,  p.  86,  Note  8. 
88)  Pappus,  ed.  Hultsch,  p.  476;  ?gl.  oben  Seite  4  und  unten  Seite  66. 
8»)  Vgl.  oben  äeite  6  und  38  ff. 

4* 
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griechische  Sphärik  iiud  Astronomie  fluid,  wie  wir  sehen  werden,  so  eng 
mit  einander  verbunden,  duls  man  sie  nicht  einzeln  behandeln  kann»  Es 
ist  Jedoch  nicht  unsere  Absicht,  eine  erschöpfende  Geschichte  der  griechi- 
schen Sphilrik  zu  geben:  dazu  fehlen  aofserdem  genügende  Ausgaben  der 
betreffenden  Werke.  ^Vlr  beschränken  nns  auf  die  Hauptprobleme,  die  wir 
von  einem  Verfasser  uuf  den  andemi  verfolgen,  um  scHnii  die  £ntwickelung 
l)is  Ptolemaios  klar  legen  xn  können.  Zuerst  aber  resnmieren  wir  den  In- 
halt  des  zweiten  Buches  Menelaos*. 

1 — 2:  „Vm  dnm  bdidriffen  Punkte  der  einen  Seite  eines  spftäritdien 
Dreiedcs  einen  grifßte»  Kreitbogen  jeu  äehen,  der  mit  der  Baät  einen  WinM 
lüdet,  einem  der  an  der  Basis  liegenden  Breieäcstrndc^  ^eteh,** 

Diese  Eonstniktion  ist  f&r  Terschiedene  Gattungen  Ton  Dreie(^en  ans- 
geffthri,  Ar  solche  oftmludi,  wo  dieses  Problem  den  Existenzbeweis  der 

in  den  folgenden  Theoremen  behandelten  Fi- 
goren  bildet 

II,  It.  Seien  (Figur  vir/)  im  Dreieck  A  Ii ('. 
wo  Z.  <  90",  -^AB  <  !M)0  u.  ^  BC  <  !H)". 
gezogen  die  Bogen  JDE  und  TDZ  {J  auf 
AB,  T  auf  BC)y  so  da£s  LDy^£=-A 
VL  i  T)EZ=  ('. 

Dann  ist  zu  beweisen,  dals: 
C        ^BT<DJ   und  ^BJ<DT, 

Beweis:  Man  yerllngert  die  Bogen  AB 
und  ZT,  CB  und  EJ  bis  zum  Schnitt 
bezw.  in  Z  und  iT.  Dann  wird  ^LA  -^LZ^  180*  (1, 10)  oder  v  BL 
H-  XD<  180*,  wodurah  L  JBD  >  BDL  (1, 10).  Analog  wiid  L  TBJ) 
>£1>JC  d.h.  90*^ B >  TD/ («D),  oder  LB-\'B<19Sfi.  Weil  nun 
im  Viereck  BTBJ  die  Winkelsnmme  >  ^B  (durch  Erwettemng  von  1, 11^ 
wurd  i  7  + 180*,  und  somit  (durch  Erweiterung  von  1, 19) 

^BT<1JJ,    ^BJ<IJT   q.  e  d 

£s  ist  dies  der  Fundamentalsatz  des  zweiten  Buches,  mit  dessen  Hülfe 
alle  die  folgenden  Ix'wiesen  werden. 

Die  Sitze  11^4 — 9  können  wir  in  Bezug  auf  eine  und  dieselbe  Figur  (36) 
so  zusammoifiusen: 

Vorausgesetzt,  da&  im  sphftrischen  Dreieck  ABC  mit  den  Seiten  a,b,c 

1.    L^^SO",    LA  =  Ai=-A^  =  A^    uuU    aOU",    c  <  9U", 
so  wird, 


• 
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wenn: 


auch: 


aj<a,   und   c  +  «i<c,  +  c,  [11,4*  0.5], 
6j  >  6,    und    c  -|-     ^  r,  +  t:^ , 

je  nachdem  a^c  [11,4^6  u.  T^J, 

d|  >  6|    und       ^  flf  t 

je  nachdem  a^e  [II,  7^*"*«}. 

2.  Wenn   /.  ^  <  90«,   /.  r'  <  90»,   /.  ^  =  ^4,  =  ^1,  =  J.,, 

«<JM)»,    c<90"    und  c>tt, 
so  hat  man  lür        =     ,    dafs    6j  >  9J. 

3.  Wenn    LB<90\   LA^^Ä,  90»^o>c, 

Ol  »       und   d|  ^  5^ , 
80  hat  man ,   dass   LÄ^'>  A,   wenn   LÄ^^  und 
dass    i      <C        wenn    /,      =  vi  [II,  8]. 

Ks  ist  dies  eine  l)untc  Mischung  von  Siitz<'n,  die  anlserdom  so  wenig 
fTsfhöptVnd  bchandtdt  sind,  dafs  sie  nicht  einmal  eiiu"  zu^ainnicnhiingende 
Thf'orie  bildt  n.  ^fan  ahnt  sofort,  dafs  es  mit  diesen  tJätzen  eine  ganz  be- 
sondere Bewandtnis  haben  mnfs;  und  so 
ist  es  in  der  That.  I)as,  worauf  es  an- 
kommt, wird  erst  in  dfii  l<'t/.ten  4  Sätzen 
(10 — 13)  bewiesen :  dieselben  sind  eigent- 
lich nur  Wiederlioluntren  der  oben  zitierten, 
die  die-^niul  nur  nicht  als  Dreit-ekssätze 
t'onnuliert  werden.  II,  10, 12  u.  13  können 
wir  so  zusammenfassen: 

Seien  (Figur  86)  gegeben  die  grSiSrten 
Kreise  A  C  und  CB,  L  C  spitz,  und  seien 
anf  BC  (<  90®)  genommen  zwei  gleite 
Bogen  Ol  a|.  Durch  die  Endpunkte 
dieser  Bogen  ei^  und  %  sind  gezogen  Kreise  parallel  mit  AC  und  ferner 
gröfste  Kreise,  die 

10  senkrecht  auf  A  C  stdhen,  also  dnrch  den  Pol  der  Parallelkreise 
{^"^AC)  gehen,  oder 

II)  13  mit  AC  gegen  C  gleidie  stampfe  Winkel  bilden,  also  einen 
Parallelkreis,  kleiner  als  dm  von'  AB  berAbrten,  tangieren,  oder 

Ily  18  mit  AC  gegen  C  gleidbe  qpitze  Winkel  bilden,  also  einen  Pa- 
rallelkreis,  grOfser  als  den  von  AB  berührten,  tangieren,  aber  aof  entgegen« 
gesetzter  Seite. 
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Li  allen  drei  FUlen  wird  bewiesen,  daXk  die  Bogen  auf  ÄC  ongleicb 
werden  nnd  zwar:     >     [II,  6  u.  9], 

femer  dafe  die  Differenzen  der  Bogen  swieeben  ÄC  und  BO  nngleicb 
werden,  nnd  zwar: 


in  10  für  =  90"  | 
in  12  füi-  A  >  90«  I 


c-:-  et<e^'-e^  (Uy  6) 


in  13  für     <90»    c  -:-  Ci  >  (II,  9). 

Satz  H,  11  endlicb  sagt; 

Wenn  (,  Fipnr  37)  zwei  gröfste  Kreise  AE  und  HL  einander  in  C 
schneiden,  und  auf  dem  Kreise  AE  die  Stücke  ('B=CI)  {B  auf  A(.\ 
D  auf  CFA^  ferner  auch  die  Stücke  AB  ~  A'Z),  und  wenn  durch  .4,  B^ 
7),  K  vier  j^röfste  Kreise  gezogen  werden,  die  durch  den  Pol  Z  entweder 
von  AE  oder  von  ////  gehen,  so  schneiden  diese  gröfsten  Ki'eise  in  beiden 
Fällen  auch  von  HL  gleiche  »Stücke  ab,  also  UT  =  KL. 


Hei  Menclaos  diese  4  Silt/e  (11,10 — 13)  zu  treffen,  die  ganz  im 
Gegensatz  zu  allen  seinen  anderen  Sätzen  nicht  als  Dreieckstheorenn'  ior- 
inuliert  sind,  ist  in  drin  iirade  auffiillig,  dafs  wir  unwillkürlich  hier  astro- 
nomische Anwendungen  und  Wiederholungen  aus  älteren  Werken  zu  spiiren 

glauben.  So  verhält  es  sich  in  <ler  That 
auch.  Um  die  Verhältnisse  klar  zu  legen, 
müssen  wir  uns  folgende  Thatsachen  vor 
Augen  halten. 

1.  Theodosios'  Sphärik  111,5  lallt 
mit  Menelaos  11,10*,  Theodosios  111,6 
mit  Menelaos  11, 10*  zusammen,  nur  dals 
bei  Theodosios  die  Bogen  a,  und 
fsiehe  Fig.  36)  kontinuiert  liegen.  Diese 
Beschränkung  findet  aber  hei  Theodo- 
sios III,  9  nicht  statt,  welcher  Satz  so- 
mit ganz  mit  Menelaos  II,  lo'  zusammenfällt.  —  Theodosios  III,  7  8 
fallen  nüt  .Menelaos  II,  12'«-  zu.sammen,  doch  ndt  der  eben  erwähnten  Be- 
sihränkiing.  -  Menelaos  11,11  ist  eine  Erweiterung  von  Theodosios 
III,  13.  —  Die  Beweise  dieser  Sätze  sind  bei  Theodosios  und  Menelaos 
ganz  yerschieden,  bei  ersterem  meistens  sehr  langatmig.''®) 

'.Ht)  .Mi'nelaOH  weist  .MeUist  darauf  hin  und  verH|iricht  <lie  Darstellung  des 
TheodoHios  verbessern  zu  wollen.  Eine  Übersetzung  der  betreifenden  i^telle  findet 
sich  unten  Seite  64—66. 


Ffgwr  87. 
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S.  Die,  wie  wir  Beben  werden,  in  der  Geschichte  der  Astronomie  wieh- 
iigsten  dieser  Sitze,  Theodosios  III,  7 — 8  (HeneUos  II,  12)  setzt  schon 
Enklid  (in  den  ^ivo^ttva)  als  bekannt  yorans,  nm  damit  zwei  astrono- 
mische HauptAtse  zu  beweisen.'^) 

8.  Papp  08  giebt  im  6.  Bndie  seiner  ovwxytxty^  einen  nmftngreichen 
Kommentar  zu  mehreren  der  Werke  des  fu»^;  ^^vofiovfMvo^.*")  Er  fingt' 
hier  mit  Theodosios'  Sj^rOt  an,  und  als  HftUksitze  zu  diesem  Werke 
flihrt  er  gleich  an: 

Pappos  VI,  1:  „Wenn  auf  der  Oberflädie  einer  Kugd  drei  größte 
Ereiee,  deren  jeder  kleiner  äl$  ein  Halbkreis  isi,  einander  sdtneiden,  ist  die 
Smnme  je  gteeier  größer  als  der  dritte.** 

Dieser  Satz  ist  aber  mit  Menelaos  I,  5  identisch.  Den  Beweis  führt 
Pappos  im  Gegensatz  zu  Menelaos  anf  Enklid,  clem.  XI,  20  znrtlck; 
letzteren  haben  wir  auch  oben  mit  Menelaos  I,  5  identifiziert*')  Nim 
folgen  die  schon  mehmals  erwihnten  Worte:  „Eine  seUdte  Figur  nennt  in 
der  Spkärilt  Menelaos  t^bdevifov.** 

Pappos  VI,  2—4  sind  idratisch  bezw.  mit  Menelaos  1, 6,  30'  o.  33. 
Die  Beweise  ftthrt  Pappos  wie  Menelaos. 

Danach  sagt  Pappos:  „Wenn  dieses  hewiesen  ist,  kOnnen  mr  Theodo- 
sios III,  5  anders  beweisen,**  Dieser  neue  Beweis  folgt  als  Pappos  VI,  5. 
VI,  6  beginnt  mit  den  Worten:  ^Beweisen  wir  es,  wmn  die  glekAen  Sogen 
nUiit  konUmriert  sind;  dies  bewies  nänüidt  Theodosios  ni/At.**  Der  Beweis 
folgt  nnd  ist  mit  dem  in  Menelaos  II,  10'  identisch. 

3fit  anderen  Worten:  Pappos  hat  Menelaos'  Sphlrik  wie  die  des 
Theodosios  vor  sich  gehabt;  er  hat  erkannt,  dals  Menelaos  den 
Hanptsatz  III,  5  des  Theodosios  Tcrallgemeinert  nnd  mit  einem 
nenen  Beweise  versehen  hat,  nnd  durch  die  notwendigen  Exoerpte 
ans  Menelaos  hat  er  seinen  Schülern  beim  Studium  von  Theodo- 
sios'  SphSrik  dies  klar  gemacht 

4.  Erinnern  wir  uns  außerdem  des  schon  oben  erwihnten  Berichtes") 
des  Pappos,  dalk  die  in  Euklids  ^»acvofMvtt  behandelten  Probleme  Aber  Auf- 
und  Untergang  der  Tierkreiszeichen  auch  von  Menelaos  behandelt  und  von 
Hipparch  numerisch  gelöst  wurden,  so  schlie&en  wir  mit  Grund  folgendes: 
Menelaos'  zwates  Budi  behandelt  eigentlich  ein  astronomisches  Problem, 
das  man  anf  die  Zeit  des  Euklid  surflckflihren  kann.  Dassdbe  ist  in  den 
tfimv6yxva  erOrtert  und  von  Hipparch  trigonometrisch  gelOst.    Audi  Me- 

91)  Vf,'l.  untfii  .Seite  ü7  H". 

92)  PappoH,  ed.  Hnltnub,  p.  474—68«. 
98)  Vgl  oben  Seite  4  und  81. 

94)  Vgl.  oben  Seite  4  und  unten  Seite  70. 
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nelaos  hat  eine  astronomische  Abhandlung.'  ilariilipr  verfifcfet.  —  Das  Problem 
TenulaDste  sehr  früh  die  Aufstellung  sphärisch-astronomischer  Sätze,  die 
dann  in  rein  mathematischer  Form  in  TheodosioB'  Sphärik  reprodimert 
wurden  und  /.ulet/t  den  Gegenstand  des  ganzen  zweiten  Buches  von  Me> 
nelaos'  Sphärik  bildeten,  wo  mit  UOlfe  der  neugefundenen  sphärischen  Drei» 
eokflsfttice  die  alten  S&tse  neu  bewiesen  werden. 

Gelegentlich  können  wir  schon  hier  noch  mehr  Öchlflsse  jdeben,  von 
denen  wir  später  Gebranch  machen  werden,  nämlich: 

1.  Zu  Pappos'  Zeit  war  Theod(Kins'  Sphärik  das  klassische,  das 
allgemeine  sphärische  Lehrbuch,  während  die  schwerer  zugängliche  Sphärik  des 
Menelaos  wahrscheinlich  nur  von  den  weiter  vorgeschrittenen  gebraucht  wurde. 

2.  Es  besteht  wahrscheinlich  ein  kausaler  Znsammenhang  /.wischen  den 
Problemen,  die  wir  von  Euklids  (paivofuva  durch  Theodosios  bis  xn 
MenelaoB  verfolgen  können,  und  der  Ältesten  sphärischen  Trigonometrie. 

Wir  werden  deswegen  versuchen,  zuerst  den  Um&ng  der  älteren  Sphärik 
möglichst  genau  festzustellen,  nm  dann  d\o  weitere  Entwickcluag  bis  auf 
Ptoleraaios  klar  zu  legen,  weil  wir  erst  dadurch  eine  sichere  Grundlage  er- 
halten werden  für  die  Untersuchung  der  viel  wichtigeren  Frage,  worauf  uns 
Menelaos'  3.  Buch  hinweist,  der  Erfindung  der  Trigon<nnetrie. 

b.  Die  voreaklidisolie  Sphärik. 

Nokk^^)  hat  zuerst  bemerkt,  dafs  Euklid  in  den  <paiv6pxvtt  mehrmals 
sphärische  Sätze  vorausgesetzt  hat,  und  dals  sie  fast  alle  sogar  mit  dem* 
selben  Wortlaut,  mit  dem  sie  Euklid  zitiert,  im  Theodosios  sich  finden. 
Er  schliefst  daraus,  dafs  eine  voreukUdischc  Sphärik  existiert  haben  mufs. 
In  der  Autolykosansgabe  und  anderswo  hat  Hultseh^*^)  bewiesen,  dafs  mit 
Autoljkos,  einem  Uteren  Zeitgenossen  von  Euklid,  ganz  dasselbe  der 
Fall  ist.  Was  die  ipmvo^ifvu  betrifft,  so  hat  Heiberg®"')  sie  unabhängig 
von  Nokk  aufs  neue  eingehend  erörtert.  Die  beiden  letzten  Forscher  sowie 
Tannery''*')  stimmen  dartiber  tiberein,  dafs  die  vorcHldidisviic  Sphäink  der 
Schule  in  Kyzikos  oder  gar  deren  Gründer,  dem  berühmten  Eudozos,  zu- 
znsduräben  ist. 

96)  A.  Nokk,  Über  die  Sphärik  des  Theodoeios,  Karlnnihe  1867. 

96)  Fr.  Hnltich,  BerM  der  pka.-huft  Klam  der  Kgl.  SiU^  Geselheh.  der 

Wisfienschafien  1885,  j».  167 — 174;  Atj^ficcr«  tig  zu  atpaigtxä.  Neue  Jahrbflcher 
1883,  p,  416—420;  Autolvens.  .-(i.  Ilnltfieh,  Leipziir  iKHri.  Praefatio,  ].,  XI  ff. 

97)  J.  L.  Ueiberg,  Ltlterargeschtchtltche  ^ittuiien  über  EukUä,  Leipzig  1882, 
p.  41— 6S. 

98)  P.  Tannery,  La  g^fmärie  gree^H«,  p.  188— 1S4;  L'aebnmomie  oneieHHe, 
p.  07^;  Rezension  im  Bulletin  de«  sciences  math^matiquei  S*  stfxie,  X,  1, 
Paris  1886,  p.  196  H. 
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Ana  diesem  Werke  ntieit  Heiberg  eine  Beihe  von  Anwaidungeii 
sphlrifidier  SltM  und  stellt  die  entepreehenden  IMtie  des  Theodosios  da- 
neben. So  konstatiert  er,  dafii  Theodosios  1, 1, 12, 13, 15;  II,  5,  9, 13, 
15, 17, 18,  19,  22;  lU,  7  von  Euklid  wörtUoh  zitiert  sind.  Zu  diesem 
Vergleidi  wendet  Heiberg  jedoeh  nnr  tpaivöiuva  1—8  an,  wnl  der  Gregoryo 
ausgäbe,  wie  er  nachweist,  eine  jüngere,  wahrseheinHeh  YOn  Theon  ans 
Aleiandria  herrührende  Bedaktion  za  Grande  liegt,  wShrend  im  Codex  Vindob. 
greee.  108  eine  sehr  abweiohende,  aber  weit  ursprünglichere  Bedaktion  vor- 
liegt. Diese  Hindsdirift  hat  Heiberg  kollationiert;  er  hat  sie  aber  nicht 
benntMU  wollen,  ohne  sie  herauszngeben.  Daher  kommt  es,  dafis  er  die 
Yergleiehe,  wom  £e  Sitie  9 — 18  Anlafs  geben  ktanen,  nicht  mitgenommen 
hat,  weil  eben  hier  die  zwei  Bedaktionen  ganz  Ton  einander  abweidhen. 
Seine  K(dlation  hat  er  mir  firanndliehst  zur  Verfügung  gestellt,  damit  ich 
das  Material  zum  Feststellen  des  Inhalts  der  wreukKditdien  Spkärik  er- 
gftozen  kann. 

Auilnr  den  tou  Heiberg  zitierten  Stellen  gebe  ich  also  aus  seiner 
Kollation  des  Codex  Yindob.  gr.  108  f<^nde: 


cVindob.  prop.  12  (Figur  38). 

. . .  iitd  oiv  h  9ffmi(fif  fUfiOtog 
»VHlog  6  aßy  nwdov  tivhg  x&v  iv  t§ 
«fMxiipy  «00  ^  iftatxnai'  Sklo^  ii 
ttg  fjyutxog  xvxAog  6  ariy  fM^OMr*) 
iipämeiai,  ^  av  6  aßy  i^ojVMTm;  zal 
ioKiXf^dvttt*)  tlclv  tum  mfftq>i^ttu 
ft{  od,  9»y  hA  tit  «titä  to0 

iiit  tAv  ^,  «  t^iulw  fUytüiot  xvidot 

ficve»  fo0  |iei  »vxilotr,  o^  smkI  6  l£ 

o0m$  r&  ino  t&v  i  ^■»qpdb'  ^fu- 
n^MUa  &g  isd  tu  Jt^  ^  fiigr}  rcS  (faß 
ijfumndi^  toü  S^ivmsy  i<p^  ol  iaxiv 
^  etTvogn^  zod  lo^oü  xviilov,  i^  fum^v 
Toff  tt  9MICW9O0  snSlov  fcol  Toilf  fuy£- 


1)  ^itAvitpi 


Theodosios  III,  8. 
*Euv  iv  C^tif^  (Uytatos  Kvidog 
nvbg  ni6tüi€V  x&v  iv  x^  wpal^  ifpa- 
jm^rm,  cfUoff  6i  xiq  fUytaxog  nwdog^ 
Xo^hs  av  Ttf^  x<fhg  TtxtQaXli^Xovg,  ju«*- 
t^vnv  i^ptkcnjm,  1^  wv  6  f|  (i$XT}S 
i^^^tttixo'  Sn  ik  <^ol  S>6iv  hi 
Totf  l|  itffj^  iMTAnrotf  uMoV  aao 
dh  xoü  le|o0  nwidov  toat  mifitpigeutt 
iatolif^^9&Ct.v  iffi  za  fld&ra  filgi} 
xo9  foylawv  t&v  mr^U^loiv*  ita  it 
täv  ytvo^uv  ctifalmv  yifmp&ai  fä- 
yifSxoi  xvxAo»  itptatxoiuvot^  oh  x«d  & 
ii  iyijffwze,  b^oUtq  iK^m^o/üv- 

zt;  «s^f^c^iog  x&v  TtaffalXTiXiov  »v- 
fAmVy  zik;  fUTtt^v  avx&v^  iufvißmm« 
%ou»ifvTtg  TO  itfcb  x&v  itta^ftAv  ^fu^ 
xvxXmt,  mg  hd  iA  %&v  ffijfieW, 
dl'  £v  fy^c^pijtfov,  ^fUKVxXia)  .toü 
Ig  a^^?  (uylotw  nMoVy  z^,  i9>'o{l 
av  ^  ^  &tfvtupii  ZO0  JU)|o0  smSsuUw,  ^ 
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c.  Vlndob.  prop.  12  liat  anberdein  folgenden  Passus  (Figor  38)**): 

.  .  .  xttl  tsri  iaxlv      X)}  ^'<>'i  f^Qtt  ioxl  xai      u>ß       ^tf;,  %ttl 

hxt  läyiiijoi  xmv  naffaXkriXmv  6  /Ji/d,  xcrl  «rpaUf/ilot  xiSiilo«       um,  ^A.*) 

ä  uQtt  inl  TO  ^,  &0r€  xal  ri  a>^  ni{fiffiiqiui  lOi]  t(txl       oi^.  .  .  . 

Vergleichen  wir  diesen  Passus  mit  Theodosios  III,  3,  ao  können  wir 
nicht  besweifelu,  dafs  letzterer  von  der  tiUm  SphärUc  hentammt  Anoih  Theo- 

dosios  II,  Id  n.  17,  die  Heiberg 
schon  verglichen  hat,  weiden  hier 
verwendet. 

Heiberg  zeigt  famer,  dafs 
Tbeodosios  II,  1  iL  8  dem  En- 
klid  bekannt  waren.  Anfterdem 
zitiert  er  einen  Satz:  „xal  itul 
xtacc  iidiuxffov  iou  xh  A 
^(bv  TU  B,  xh  Sk  E  TU  Z,  Sui} 
a^cc  itnlv  ^  EB  mQt<p(Qeia  x^  AZ 
mQMptifsla^ y  dem  Tbeodosios 
keinen  genau  entspreebenden  hat. 
Dieser  Sats  iSTst  sich  aber  leicht 
doreh  Euklid,  dm.  I,  lö,  III,  26 
und  Tbeodosios  1, 11  beweisen,  sodafis  letzterer  wabfseheinHoh  in  der  aäm 
Sjkärik  stand. 

Hierzu  kommt  Tbeodosios  II,  20,  der  in  den  Worten:         kcA  fui- 

t(ov  iatlv  ij  ofioicc  {j  AJ  laQKpigeut  xTjg  HM9  n€gi<ptg€la$^  6h  HMS 
xfjs  KZA,  Kai  ext  n  KZA  T^g  BF''  liegt.»*») 


ngmr  n. 


1)  Körrig.  aoB  pl.     2)  Körrig,  aiw  ««r.      8)  Körrig,  ans  m£. 

99)  Auf  dieser  Figur  sind  aßy^  atp  nnd  t%  venchiedene  Lagen  dei  Hon- 

zontes;  QOT  die  Ozenie  der  immer  sichthareii  Stenio;  \^nd  der  Äquator;  uh  und 
die  WcndekrtMHf»;  uriy  und  tu/Jt''  vorHcliifdeno  La^'on  der  Ekliptik:  u  der  Null- 
punkt ih's  Kn  ltst'K.  1]  der  der  Waage;  v^,  |x,  ol  uud  «/i  sind  Tagebogen;  die 
Bogen  ^  A  und  x/j  nind  gleich. 

100)  Euklid,  ^aivöfura,  ed.  Gregory,  p.  574. 
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Ans  den  Worten:  „nal  iml  iv  cipalff^  fäyiatas  «vxAos  6  ABFJ  wo- 

htlv  6  TO0  ABFJ  jtSXog  furafil»  tAp  AB,  EZ,  «d  'ye^^oiifilvo»  M  fifyt- 
9toi  xindo»  o(  %KH,  AMN  i^poHtSfUvin  toH  BA,  ftt^up  inlv  ^  OMS  mfft- 
^Qtut  t^q  OA  iuqup%i^ktq^^)  neht  man,  dab  entweder  Theodosios  II,  22 
und  111,2  oder  em  diese  beiden  ranphuierender  Batst  in  der  aMe»  Spkänk  stand. 

Ans  den  ^ivofieya  lassen  sieh  also  mit  Siohexlieit  oder  grölirter  Wahr» 
seheinlichkeit  folgende  Bitie  herauslesen: 
Theod.  I,  1,  11,  19,  U,  15; 

n,  1,  6,  8,  9,  18,  15,  17,  18,  19,  20,  99, 
in,  2,  8,  7,  8 
(die  wörtlich  zitierten  Sitze  sind  fett  gedroekt). 

Autolykos. 

jffpt  %ivQV^iin]i  öffcdgceg  und 

TtBoi    STTlToXibv   Xul  dvGKOV. 

Wio  pi  wähnt,  zitiort  Hultscli  in  der  Aiitolykosausgabp  Theodosios. 
Dir  hpliPÜcndeo  Stellen,  die  also  der  nJtrn  Sphärik  angehören,  hat  er  in 
den  Ar;_ujUffr«  ftc  r«  agtai^ixü  gebammelt.  Diese  Zusamniensfidlun»^'  sowie 
die  ganze  Frage  über  die  voreukUdische  Spliärik  erörtert  er  in  der  VoniMle 
zur  Aiitolykosansjxahe  Die  Sätze  aus  Theudosios,  deren  genauen  Wort- 
laut wir  im  Autolykos  finden,  sind: 

Theod.  I,  7,  8,  15; 

II,  2,  10a,  13; 

III,  Ib; 

alle  in  rregi  xtvovfiivrjg  ötpalQug. 

V  on  diesen  sind  I,  15  und  II,  schon  durch  die  gwrivofici'tt  paralleli- 
siert.   Die  übrigen  lassen  wir  hier  folgen: 

Autolykos'  i 


Xiffl  )Hvovuivi]g  aqtttlffuq» 

(Seite.  Zfile) 


Theodosios'  Sph&rik. 
(Buch,  Satz) 

46,:}:  !                    Ii  7: 

x«i  fn-ft  iv  ocpcdou  xuxAo^  tauv  luv  ij  iv  oqxäga  xi'xAog,  uno  de 

ö  ySß^  ano        roü  Xf'i'r^oi'  xi]g  Orpcci  rov  y.ivxoov  xi]^  OcpcUQftg  ini  xb  xiv- 

Qag  xov  9  inl   xb   -/.imQoi'  xov  yd^i  xqui'  uvxov  int^svi&ij  xig  ivO^tia^ 

y.vxlov  i:T{^ivKxca  £ut>£t«  i]  ^}l ,  j)  t>£  intj^tv^^yuGu  OQ^'i  iGti  TtQog  xov  nvnkov. 

iiQu  üo&i]  ioii  Ttffbg  rbv  ydß  xvxkov.  ' 

101;  (patvüufrcc,  ed.  (iregory,  p.  546  oben;  Cod.  Vindob.  gr.  10)i  bat  den- 
selben Satz,  aber  in  verstiimmeltfr  Form. 

102)  Seite  88  in  der  AutolykusauHgabe  zitiert  HultHch,  Theod.  »phaer.  1,20 
statt  n,  15. 
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4,21: 

lud  ^wnrc^v  Sn  tit  ß  <ri}(»ffiit 
ffolo»  isovwi  mit  yiftt^vtos  »okJIov, 

^  nadaos  ^Ttt»  xal  hßißkifuu  1} 

6,  1: 

ot  6(  Ttegi  zovg  avrovg  Txökovg 
ovTfg  iv  aq>al^a  nct^üXXtiloi  xvxAot 
tiai. 

8,8: 

(laiv  oi  j'f,  df,  xal  6«\  rwi^  n^oAwi' 
civzGiv  fiiyiaiov  xuxAot  yiyoau^fvoi 
liolv  ot  ctyöß^  ^^tß^  o^ioitt  ünic  ianv 

»wdov  ttvog  Tov  aßöy  iTti 
iutfUtffOv  Tfjg  rjd^  Tf»^fta  »vxAov  09^01' 
iqd^ipttv  rb  r}^&^  xai  xoü  i^sCta- 
rog  xfi'^iuaos  xoü  i^i^  m^Kpigti«  tig 
avtött  xixiu^ttt  tun«  xb  atifalov^  Kai 
iouv  ikuMtav  fi  niffttpigeia'  7]  ^1} 
e^Oeitt  iXaxiaxr)  iaxiv  na0&v  t(7)v 
itxb  toü  i  ai)(ulov  it^bg  xbv  aßÖy 
xwiXov  nqoC7Uicxova&v  tv9tt&v  nai 
17  syytov  Siftt  xfjg  ^ij  iXuaatop  iatlv' 


I,  8: 

athm  w9  imxlov. 

II,  2: 

ot  jUQt  zovg  ttvtohg  nolovg  ovxeg 
iv  Offutlifa  xvxAot  9M((ttjLli}Ao/  dsiv, 

II,  10,  erster  Teü: 

lav  HinSiv  iv  aq>tt£Q€t  ntcQccXXtjXoi. 
xuxAot.  öu(  dl  x&v  noXtov  ttvx&v  fU^ 
yiOToi  xvxAot  ygatpCoaiv^  ttl  yXv  x9tv 
nctQCiXX'i]X(av  xvxAo)!/  TttQKpigsuci  cu  fit- 
xu^v  xcbv  ^iyioxunf  xvxAc»v  oyMuil 
etCiv,  

III,  1,  letzter  Teil: 

ittv  tig  «vxlov  iutx^  iv&süc 
itg  &vtau  Tifivovffa  xbv  xvxAof,  xal 
in  (tvx^g  Tft^fM  xi^xAot;  ogdxtv  ini- 
cxtt^^  1»^  fut^ov  ^fuxvxA/ov,  iwtiQi^ri 
ilk  ^  Tod  iiptcxSnog  Tfi^ftorro^  ntgitpi- 

(feuc  itg  uvtCtt  iav  dk  7}  dia- 

y^tusa  iiAfUXffog  y  tov  xvxAov,  xcc 
dh  Xoauc  xec  ccixit  (ma^y'  iXdaaiav 
fUv  icxat  ^  nQoaxtt^ivr)  Bv^da  ntt- 
C&v  t&v  &rA  xoü  avxov  arjfulov  Tt^g 
xfiv  rot)  c|  ct^f}g  xvxAov  jugupifftutv 
rcQOömmovo&v  t^&ti&v,  {uyloxri  öl  ^ 

vovott  cvOcut. 


An  diese  Sitze  sdiliefst  sioli  aber  «ne  Reihe  von  S&tsen,  die  Auto- 
lykos  gebnndit  hat,  deren  Wortlaut  er  aber  nicht  so  genau  zitiert,  dafs 
wir  sie  wörtlich  mit  Theodosios  vergleichen  kSnnen.    Es  sind  dies: 

Theod.  I,  1,  6a,  20; 

n,  3,  5,  8,  20; 

alle  in  »cfl  luvovfJviig  ö^pa^g  vorausgesetzt,  und  Theodosios  II,  15  in 
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Der  Gebrauch  Ton  Theodosios  II,  3  in  «n^.  xiv.  tf^.  p.  30, 1  ist  un- 
sicher ;  als  Voraiusetzang  für  die  wSitlioh  paralleliaerten  Sätze  Theo- 
dosios  II,  8  a.  15  wird  seine  Existenz  vor  Euklid  jedoch  ziemlieh  siehar 
gestellt  —  Ganz  nnsicher  ist  der  Gebrauch  von  Theodosios  I,  9  in  nt^. 

tf^.  p.  1, 15. 

Durch  die  Anwendungen  im  Euklid  und  AntoljkoB  lA&t  sich  also 
konstatieren,  dab  folgende  Sätse  voreul^isdi  sind: 

Theod.  I,  1,  6a,  7,  8,  11,  12,  18,  15,  20; 

n,  1,  2,  3,  5,  8,  9,  lOii,  18,  15,  17,  18,  19,  20,  32; 
m,  Iii,  2,  8,  7,  8 

(die  wOrtlieh  ntiertem  8&tse  sind  fßtt  gedruckt). 

In  der  Übersichtstafel  Seite  186  ist  da>  gauzr  ^fatorial  gesamiuelt.  Xel)en 
den  Sätzen  au>  Tht-odosios"  ^<pliurik  stebeu  bei  jedem  balz  die  Siitze  aus 
demselben  Werk,  durch  welche  er  bewiesen  wird.  In  den  drei  letzten 
Kolonnen  sind  aus  bezw.  Autolykos'  zwei  Werken  und  Euklids  <ptiiv6- 
(uvtt  die  Stellen  angeführt,  wn  siih  dit-  Sätze  aus  Theodosios  (in  ei-ster 
Kolonne)  finden;  mit  fott<?lll  Druck,  wenn  der  W^ortlaut  derselbe  ist,  in  einer 
Parenthese,  wenn  der  Gebrauch  unsicher  ist. 

Gelegentlich  Wenurken  wir  hier,  dafs  die  BegrilTe,  die  Tlieodosios 
gebraucht  und  detinierl ,  zur  Zeit  eines  Autolykcis  und  eiues  Euklids 
geläufig  waren.  Der  ältere  dieser  Verfasser  ^Autolykos)  hat  sie  uUiulich 
alle  benutzt,  wie  die  Beispiele  in  der  Tafel  es  bestätigen. 


Die  üntersaehuDg  Uber  den  Inhalt  der  voreukUditdim  Sphärik  ist  mit 
dieser  Übersicht  nicht  erledigt.  Wir  mOasen  noch  untersndlieii,  welche  Sltse 
wir  ihr  mit  Wahrscheiidichk^t  noch  beilegen  und  über  weldie  wir  Ober- 
haupt nichts  entscheiden  kOnnen.  Bin  Kriterium  dafür  finden  wir  in  Theo- 
dosios' Beweisrerfahren,  in  der  gegenseitigen  Abhängigkeit  seiner  Bfttse. 
Wenn  s.  B.  die  Existenz  einee  Saties  vor  Euklid  nachgewiesen  ist,  ist  es 
an  sich  wahrscheinliofa,  dafe  auch  die  Sätze,  mit  deren  Hlllfe  Theodosios 
den  betreffenden  Sati  beweist,  Toreuklidiseh  sind.  Am  besten  wSre  es,  wenn 
wir  in  solchen  KUlen  die  Notwendigkdt  der  Ydranssetsungen  nachweisen 
konnten;  das  IttM  sich  jedoch  niciht  Ineht  thun  mit  «nem  Werke  wie  dem 
des  Theodosios,  wo  eine  geänderte  Definition  oder  eine  andere  Anwen- 
doBf  Ton  den  SStsen  der  SlemeBte  sn  immer  neuen  Bewnsen  führen  kihmen. 
Bennoeh  dfirfm  wir  diese  TTntersudiung  nicht  unterlassrai,  weil  es  sich  sciion 
geaeigt  hat,  dalk  Theodosios'  Sphärik  und  die  alte  einen  so  Shnlidien 
Inhalt  haben,  dalh  es  mehr  als  wahrseheinlioh  ist,  dab  auch  ihre  Beweis- 
metiioden  hauptsSehlidi  einander  gleidi  sind. 
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7u  dieser  Untersuchung  gebrauchen  wir  die  eben  deswegen  hinzugefügte 
;&weite  KoIoiuk-  dor  'l'afol  Seite  186. 
Ganz  vereinzelt  stehen  offenbar: 

Theod.  I,  3,  4,  o,  16,  18,  19,  22,  23; 
U,  11,  14,  16,  28; 
III,  5,  6,  9-14: 

sie  werden  weder  direkt  noch  mit  anderen  Süt/en  als  Zwischenglieder  /.um 
Beweise  irgend  einos  der  parallel isierten  SiU/e  gebraucht.  Von  den  nicht 
parallelisieiten  Sät/.cn  bleiben  also  zu  näherer  Untei^uchung  lülgende  übrig: 
Theod.  I,  2,  6b,  10,  14,  17,  21; 

II,  4,  6,  7,  12,  21; 

ITT,  2,  4; 

von  denen  III,  -  schon  al^^  wahrscheinlich  voreuklidisch  bezeichnet  werden 
könnte  (vgl.  oben  Seite  r»f)\ 

Von  T.  2  wird  nur  das  ('ondlar  in  I,  10  gebraucht;  I,  10  ist  die  natm*- 
liche  Voraussetzung  von  dem  wörtlich  zitierten  T,  15.  Die  Stellung  von  1,  2 
ist  also  unsicher,  wilhrend  T,  10  wahrscheiidich  alt  ist.  —  I,  6b  ist  die 
nulürliche  Voraussetzung  von  I,  1 1 ;  I,  1 1  wieder  von  dem  wörtlich  zitierten 
II,.');  T,  Ob  und  11  sind  somit  waiu-scheinlich  voreuklidisch,  unisoniehr,  weil 
wir  schon  vorher  (siehe  die  Tafel)  Grund  hatten,  dies  von  I,  1 1  anzunehmen. 
—  I,  1 4  ist  Voraussetzung  von  1,21,  dieser  Satz  wieder  von  den  wörtlich 
zitierten  II,  6  und  17;  die  Ai-t  dieser  zwei  Sätze  ist  jedoch  eine  solche,  dafs 
dieser  (  Jebrauch  nicht  genügt,  um  sie  als  alte  festzustellen.  - —  1,17  ist  die  natür- 
liche Voraussetziuig  von  1,20  und  II,  IT),  die  beide  der  alten  Sphärik  ge- 
hören; I,  17  ist  somit  wahrscheinlich  voreuklidisch.  -  -  11,4  i.st  Voraussetzung 
von  II,  '),  der  doch  durch  II,  2  —  3  ohne  4  als  Zwischenglied  bewiesen  werden 
kann.  Die  Stellung  von  II.  4  ist  also  unsicher.  —  II,  <>  und  7  fallen  ganz  inner- 
halb des  Bereichs  der  qcai  nutvu,  liibb'n  ferner  die  nal i'irliche  A'oraussetzuug 
des  wörtlich  zitierten  11,  8  und  sind  also  der  alten  Sphilrik  zuzuschreiben.  — 
11,12,  der  inverse  Satz  von  II,  11,  remplaziert  mit  letzterem  im  Theodo- 
sios  die  Kougruenzsütze  bei  Meuelaos,  Aufserdem  ist  II,  12  Voraussetzung 
der  wörtlich  zitierten  II,  15,  17  u.  22,  die  notwendigerweise  einen  Kongrueuz- 
satz  vorau.ssetzen.  Ohne  Zweifel  gehört  also  II,  1  2  der  alten  Sphärik  an.  — 
II,  21  ist  Voraussetzung  von  II,  22,  der  doch  sehr  wohl  ohne  II,  21  be- 
wiesen werden  kann.  Die  Stellung  des  letzteren  ist  also  unsicher.  —  III,  2. 
de«;sen  (Jebrauch  in  den  q^aivofiei'a  unsicher  war,  und  ITT,  4,  den  wir  bisher 
nicht  angetroften  haben,  sind,  wenn  wir  der  alten  Sphärik  nicht  f>at>~  (ludere 
Jini  risnn  tlio(h  ii  als  der  des  Theodosios  zumuten  wollen,  notwendige  Voraus- 
setzungen der  würtUch  zitierten  III,  7 — 6  und  somit  der  alten  Sphärik  an- 
gehörend. 
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Als  Endresultat  dieser  Untersachaug  (deren  Details  wir  natürlich  nicht 
haben  wiedergeben  können),  sowie  dor  vorhergehenden  Erörterangen,  ergeben 
sich  als  ganz  oder  doch  ziemlich  sichere  Bestandteile  der  voreulUidischm  l^^ltärik: 
Theod.  I,  1,  6,  7,  8,  10,  11,  12,  13,  15,  17,  20; 

II,  1,  2,  H,  5,  6,  7,  8,  9,  10,  12,  13,  lö,  17,  18,  19,  20,  22j 
m,  1,  2,  3,  4,  7,  8 
(die  ganz  sicheren  mit  fettem  Druck),  w&hrend  die  Stellung  von  Theod. 
I,  2,  9,  14,  21;  II,  4,  21  unsicher  ist. 

Es  ergiebt  sich  also,  dals  von  den  60  Sätzen  tm  Theodoaiü»  20 
ganz  eitler  tmd  14  walirsrheinlirli  der  altrn  Sphärik  angehören,  nähretid  0 
unsidter  »ni  und  nicr  20  übrig  bleiben,  über  die  mr  nioftto  entedteiden 

Wenn  Tannery****)  sagt:  „Ceriainement  on  ne  doii  pas  coneevak-  la 
Sph&iqt^  primitive  camme  devekgpp^  suivant  Je  pJun  de  Thiodose:  on  dwt 
imaginer  pltUöt  qudque  chose  eonme  le  traid'  d'Autolgcus  sur  la  Sphere  en 
mouiemetU,  gui,  eti  douze  propoeiUona,  dit  tout  le  nrecssaird",  so  ist  dies  so 
falsch  wie  nur  möglich.'**^)  Wir  würden  Tiebuehr  Grund  zum  Erstaunen 
haben,  wenn  wir  nachweisen  könnten,  dais  ein  Satz  in  Theodosios' ^/rärtl; 
(die  Sätze  nach  III,  10  doch  ausgenommen)  nicht  TOr  Euklid  bekannt  w&re; 
ja!  nach  der  vorhergehenden  Untersuch vmg  finden  wir  es  sogar  beroohtigt,  ZU 
behaupten,  dafs  Theodosios'  Sj)h(irik  nur  eine  Art  Neaaosgabe  der  vor- 
euMidisdicn  ist,  wahrscheinlich  lediglich  zu  Schulzwecken  eingerichtet.  Da- 
gegen wollen  wir  nicht  behaupten,  daüs  sie  von  A  bis  Z  eine  Absohrift  der 
tüten  Spfiäril-  ist.  Im  ersten  und  zweiten  Bach  können  allerdings  nur  hie 
und  da  ein  Paar  Sät/.e  von  Theodosios  eingeschaltet  sein.  Dagegen  glauben 
wir  nachweisen  zu  können,  dafs  die  Sätze  111,11 — 14,  der  Schlafs  von  Theo- 
lo^ios'  Sph/'irik,  nicht  voreuklidisch  sein  können,  obgleich  sie  wahrschein* 
lieh  nicht  Theodosios  selbst  zuzuschreiben  sind. 

Vergleichen  wir  Theodosios'  Sphärik  mit  dem  untrigonometrischen 
Teil  der  des  Menelaos  (Buch  I — II),  so  müssen  wir  letzterer  den  Vorzug 
gehen ;  aber  wir  vergleichen  ja  eigentlich  auch  nicht  zwei  einander  in  der  Zeit 
naheliegende  Werke,  sondern  vielmehr  Werke,  /wischen  denen  die  ganze 
Blutexeit  der  griechischen  Mathematik  liegt;  folglich  steht  es  gar  nicht  so 
arg  mit  dem  Werke  des  Theodosios,  das  wir  ja  doch  ganz  anders  beur- 
teilen müssen,  wenn  wir  es  /.  B.  Eudoxos'  Sphärik  nennen.  Für  Eudoxos' 
Zeit  ist  die  Leistung  durchaus  nicht  schlecht. 

108)  Tannery,  Vmironomie  aneitnney  p.  38. 

lOi)  Du  Richtige  hat  schon  Hnliech  hersiisgebraebti  siehe  l^furra  cfff  tti 
atpatfuui^  p.  416;  Antolykosan^gabe,  Pnefatio,  p.XII;  Berieht  vom  Jahre  (vgl. 
oben)  p.  171. 
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Eine  Frage,  der  wir  sonst  eine  grolse  Bedeutung  beilegen  würden,  ver- 
liert nun  ihr  Hauptinteresse,  nämlich  wann  Theodosios  lebte.  Wenn  seine 
S]^ärik  durchaus  keine  originelle  ist,  so  ist  es  uns  ziemlich  gleichgültig, 
wann  sie  geschrieheu  wurde.  Wir  wollen  dennoch  kurz  die  Frage  berühren, 
w^eil  die  Lösung  derselben  für  die  Schätzung  der  astronomischen  Arbeiten 
des  Theodosios  vielleicht  von  Wert  sein  kann. 

c.  Wann  labte  Iheodosios? 

Diese  Vngb  bat  Tanner j  kurz  und  klar  auseinandergesetzt*^)  Der 
Kern  denelben  ist,  ob  der  Bericht  des  Suidas^)  riehtig  ist.  Dann  ist 
nftmlich  Theodosios  als  Tr^itaner  zu  betrachten  und  nadt  Ptolemaios 
zu  setzen;  wenn  nicht,  so  ist  er  nach  den  Zengniesen  von  VitrnTins***^) 
und  Btrabo^)  ans  Bi^fftUm  und  jeden&Us  nicht  jünger  als  Vitravios 
(oa.  20  n.  Chr.). 

üm  den  Bericht  des  Saidas  zu  entkxSften,  fttbrt  Tannerj  an,  dab 
em  Ver&sser,  der  zwisohen  dem  Sonneigahr  eines  Meton  ond  don  dnes 
Ealippos  schwankt,  nicht  wohl  jflnger  als  Ptolemaios  sein  kann.  Das  geben 
wir  zn.  Wran  aber  Tannery  sagt:  „ü  ed  d*aiäre  pari  Hm  pm  odmis- 
säAe,  gue  u»  Spheriqnta  aien<  oo/mpoBies,  tdles  qu'dles  aoni,  aprh  eäUea 
^Minilas",  so  sind  wir  wegen  miserar  abweichenden  Aufhasnng  Uber  Theo- 
dosios' Originalitit  nicht  damit  einverstanden.  Eine  Nevawgaht  der  äUen 
Sf^äfik,  die  immerhin  die  Y<»WD8setzung  aller  hieiher  gehörenden  Werke  (auch 
d«r  S^pMrik  des  Uenelaos)  bildete,  könnte  zu  jeder  Zeit  ersdiienen  sein. 

Wenn  wir  doch  mit  Tannery  den  B«ndit  des  Saidas  für  eine 
Ifischong  zweier  Berichte  Aber  zwei  verschiedene  Personen  halten,  so  ge- 
sdiieht  dies: 

L  Wegen  Pappos'  Erwähnung  von  Theodosios  III,  5,  welcher  Satz 
mit  Propositionen  ans  Menelaos*  SfMrik  neu  bewiesMi  vrurde.*^ 

2.  Weil  Menelaos  öfters  Theodosios'  l^pkärik  und  Theodosios 
selbst  erwfthnt,  ohne  dafs  wir  Ghrund  haben,  die  Echtheit  der  betreffenden 
Stellen  zu  bezweifeln,  zumal  da  sie^  wie  es  scheint,  in  allen  den  arabischen 
Rezensionen  fibereinsümmend  vorkommen,  z.  B.  im  Cod.  Leid.  399**")  (Re- 
daktion von  Al-Harawl)  p.  99:  „Menelaos  sagt:  Da  trir  sthon  die  ein- 
Iritenden  Sätxc,  die  nofwendig  tmd,  erklärt  haben,  so  weUen  wr  utu  tu  dem 

lOo)  Taiiiiery,  rastiononn'e  anciennr,  p.  .30 — 37. 

106)  SuidaH,  Lccikoti,  Artikel  „Theodosios". 

107)  Vitrnvins,  de  architectura  IX,  9. 

108)  Strabon,  GeograplUa  XII,  p.  666. 

109)  Vgl.  oben  Seite  4,  81  und  66. 

110)  Mitteilung  von  R.  Besthorn. 
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wenden,  was  Theodoaioa  erMren  wHUe;  und  wir  werden  ei  wiü  Huife 

ven  beweisen,  ohne  dafs  das  Ähsnrde  darin  i*Iat»  findä;  und  wir 

werden  seine  Irrühner  oufTdären  und  seine  Fehler  verbessern",  und  die- 
selbe Stelle  in  der  Gerhardaehen  Übenetsnmg:  „£lf  guia  nos  iam  ostendimus 
res,  que  premisse  sunt,  tune  nos  sequamur  {Oud  cum  demonsfralionibus  ornrnnm 
rerum,  ^  sunt  in  Ubro  theodoHi  de  speris  cum  conuersione  HUus  iterum 
aecundum  medmn  eommunem  aggreffcuUem  fbriem.  Et  swrgamus  in  primis  et 
uerifieemus  prsposita  earwm  ipsis  premissa.  Et  Uhid  ideo  quonkm  in  eis 
sunt  quedam  falsa**  (vgL  auch  die  Halleyaosgabe  p.  75,  Zeile  6 — 9).  — 
Meüirere  Shnlidie  Stdlen  liebtti  sidi  ntieren.  Die  obige  haben  wir  ge- 
wihlty  weil  sie  gerade  tot  Menelaos'  neuem  Beweis  zu  Theodosios  m,  6 
steht,  und  Pappos'  Worte  sieh  offenbar  anf  sie  beziehen. 

Wir  betrachten  also  mit  Tannery  Theodosios  als  SiOijfnier  und  älter 
als  Menelaos.  —  Seine  astronomisehen  Werke  Terweisen  ihn  ninichst  in 
die  Zeit  TOr  Hippareh,  oder  stempeln  ihn  wenigstens  als  einen  unab- 
hingigen  Zeitgenossen  desselben. 

d.  Znnaimiumhaiig  swlBdun  Sphftrik  und  AsferoBomle. 

Naehdem  wir  nach  VermOgen  Fug  und  Recht  gestiftet  habeu  /wischen 
den  Vorlanfem  des  Menelaos,  wollen  wir  die  Hauptprobkine,  die  wir  in 
Menelaos'  zweitem  Buch  fanden,  verfolgen,  und  zwar  von  der  Zeit  vor  Euklid 
bis  auf  Ptolemaios,  um  nuch/.uwcisen,  wie  sieh  die  Sphärik  aus  der  Astro- 
nomie entwickelt  hat,  und  ferner,  um  das  Material  zui'  Untersuchung  der 
Trigonometrie  /urecht  zu  legen.  Die  Hauptsätze  in  Menelaos  II  waren 
10,  12  u.  13.  Zu  13  fanden  wir  keinen  entsprechenden  Satz  im  Theodosios. 
Als  möglicherweise  neueren  Datums  heben  wir  also  vorläulig  diesen  Satz  auf. 
Die  Menelaos  IT,  10  entspncliendi  ii  Sätze  waren  Theodosios  III.  ä — 6, 
die  wir  nirht  als  voreuklidiscb  tVststellen  konnten.  Fangen  wir  also  mit 
Menelaos  II,  l'J  ~  Theodosios  III,  7 — 8  an,  die  in  den  (piavü^eva  zitiert 
werden  und  also  in  der  (dlrn  Sphärik  w«h-tlich  wie  im  Theodosios  standen. 

Theodüsi(»s  III,  7  wird  zum  Beweise  des  Satzes  8  in  den  (puimium 
verwendet;  letzterer  lautet: 

,JJie  ZiicJicH  der  Khliptih  gdicii  in  muihUlun  Abschütten  des  Horizontes 
auf  und  unier,  und  ztrnr  in  din  yrUfsten  die  am  Äi/ualor,  in  kleineren  die 
zunädist  fohjenden,  in  den  Jdeinsten  die  nn  den  Wendekrei.sen,  in  ykidicn  aber 
die,  nilehe  f/leieJi  leeit  vom  Aquntor  rntfernt  sifid.'* 

Beweis:  Seien  (Fig.  :{!>)  .^BJT  der  Horizoiil,  //7' und  H.J  die  Wende- 
kreise, 0A  die  Grenze  der  immer  sichtbaren  Sterne,  l'ti  die  i:.küptik  und 

III)  Vgl  onten  Seite  116. 

Abh.  «.Otach.  d.  — IklHaMiwcli.  XtV.  6 
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£Z  der  Äquator;  dann  ist  la  bewdMn,  daJk  die  Tierkreisieidien  fJY,  ATJC,  ^ 
KHf  Hilf  UT  und  TB  in  ungleichen  Horisontbogen  auf-  und  untergehen. 
Dieee  Bogen  Bind  aber  FSt  SA  n.  8.  w.,  die  (hier  wird  dann  Theod.  111,7 
wArtlioh  litiert)^^  Yon  F  hn  Z  wadisen  nnd  dann  wieder  abnehmen. 
Daft  rlT«—  JT  u.  8.  w.,  folgt  durch  Theod.  II,  17. 

Diese  Anwendung  TOn  Theodosios  111,7  seigt  dentlieh,  dab  dieser  Sata 
nur  als  dn  astronomisoher  Sats  in  mathentatisdier  Abfiusnng  aufimfiusen 
ist  Die  Entwickelnng  ist  oflinibar  folgende.  UTqnrOnglieh  wurde  ein  astro* 
nomisefaes  Problein  bewiesen.  Als  matbematisdier  Sata  abgefiifrt,  wurde 
dasselbe  wie  andere  SfanUehe  ein  Haupttheorem  der  voroMiditt^  Sphärik. 
Das  astronomische  Problem  ging  in  Buklids  ^p«av6ißiva  Uber,  wo  der 
Beweis  nur  m  einer  Zurftddtthrong  xum  mathematischen  Satie  bestand. 
Dieser  ging  in  theodosios'  S^pkärik  Über.   Der  Sats  aber  war  und  blieb 

derselbe  und  zwar,  dab  die  Auf- 
gangsbogen  gleicher  BkUptikhogett 
(oder  eigentlich  die  Differensen  der 
Morgenweiten  der  nach  einander 
folgenden  Nullpunkte  der  Tier> 
seichen)  gegen  denNordpnnkt  besw. 
Sfidpunkt  vrachsen.  InPtolemaios' 
SjfnkuBiB^^  wird  es  angegeben,  wie 
man  db  Morgen-  oder  Abendweiten 
berechnen  kann,  wenn  man  die 
Deklination  der  betreffenden  EkUp- 
tikpunkte  und  die  Pdhflbe  kennt. 
Fflr  Ekliptikpnnkte,  die  denselben 
Abstand  yom  Äquator  haben,  be- 
weist Ptolemaios,  dab  die  «itr 
spreohenden  Horisontbogen  (zwischen  ParallelkreiBen  durch  die  zwei  EUiptik- 
puttkte  und  dem  Durchschnittspunkt  des  Horizonts  und  Äquators)  gleich 
werden,  und  zwar  durch  den  Kongruenzsatz  Menelaos  1, 4a. 

Ptolemaios  behandelt  also  das  alte  Problem  Uber  die  Horizontbofen, 
aber  nur  km»,  weil  er  desselben  fomerhin  nicht  bedarf.  Dieses  Problem  ist 
also  fOr  die  berechnende  Astronomie  sehr  unfruchtbar  gewesen.  A.nderB  ▼er- 
halt es  nch  dagegen  mit  dem  folgenden,  Theodosios  IH,  8,  welcher  Satz 
in  den  ipa$v6favu  12  zitiert  wird.'*^)   Er  lautet: 


118)  Vgl.  oben  Seite  57;  und  Heiber^;,  LiU.  Stud.  p.  46. 
118)  Ptolemaioi,  SiftUaxia  II,  oap.  S,  ed.  Heiberg  I,  p.  06. 
114)  7gl  oben  Seite  67. 
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„Die  ffMdtm  Bogen  des  Halbhreises  nach  dem  Krebse  gthm  in  ungleidien 
Zeiten  unter,  und  zwar  in  der  längsien  die  an  den  Beräkrunffspunkten  der 
Wendekreise,  in  kürzerer  die  zmuichst  folgenden,  in  der  kürzesten  aber  die 
am  Äquator;  dagegen  gehen  die  Bogen,  welche  gleieh  weU  vom  Äquator  eni- 
femt  sind,  in  gleidten  Zeiten  auf  md  unter." 

Beweis  (nach  Cod.  Yindob.  gr.  103):  Seien  (Fig.  38)  aßyS  der  Horizont, 
QOt  der  Grenzkreis  der  immer  sichtbaren  Steine,  und  bezw.  der 
Sommer-  und  Winterwendekreis,  i^nö  der  Äquator  und  ariy  die  Ekliptik, 
von  der  ariy  der  Halbkreis  nach  dem  Krebse  (d.  h.  Krebs  —  Schütze)  und 
Aber  der  Erde  ist.  Seien  femer  die  Tierreichen  a-O',  ^x,  xi;,  A^,  fi/ 
(alle  gleich),  so  gehen  und  it,y  in  der  längsten  Zeit  auf,  in  kürzerer 
aber       and  Afi,  in  der  kürzesten  xt}  und  i}!. 

Indem  wir  durch  ^  und  x  gröfste  Kreise  ziehen,  die  den  Kreis  ff9t 
berühren  (diese  Kreise  sind  also  verschiedene  Lagen  des  Horizontes),  so 
haben  wir:  Wfthrend  ^  den  Bogen  %v  durchläuft,  geht  nnter;  —  wäh- 
rend X  den  Bogen  %v  durchläuft,  durchläuft  %  den  Bogen  und  in  dieser 
Zeit  geht  dx  unter;  —  während  i}  den  Bogen  n%  durchläuft,  geht  x>}  unter. 
—  92  Vi  repräsentieren  also  die  Zeiten,  in  welchen  bezw.  die  gleichen 
Ekliptikbogen  '^x  und  %f{  untergehen.  „Aber^\  sagt  Euklid,  „in  dieser 
Figur,  wenn  (hier  wird  The  od.  III,  8  zitiert) 
XX.  B.  w."  . . .  „ist  (f>i  >  m'-^  womit  der  Satz 
sofort  bewiesen  ist. 

Wegen  der  Wichtigkeit  dieses  Satzes  in 
der  Geschichte  der  Astronomie  referieren  wir 
ansnahmsweifle  die  Beweise  von  Theodosios 
(d.  h.  nach  der  alten  Methode)  und  Mene- 
lao8. 

Theodosios  m,  8  (Figur  40):  Die 
mafliematische  Abfassung  des  Satzes  hat  weniger 
Litemase.  Ein  Vergleich  mit  der  Figur  in  tpeur 

Wfimc  12  (Fig.  38)  zeigt  aber,  da&  die  Figur  bei  Theodosios  astronomisch 
80  anfza&ssen  ist:  AEB,  JHA^  MSN  und  SKO  nnd  verschiedene  Lagen 
des  Horizontes,  AAMS  ist  der  Orenskreis  der  inunw  idchtbaren  Sterne,  BZ 
der  Iqnator,  EZ  die  Ekliptik,  HS  und  SK  gleiche  Ekliptikbogen. 

Zu  beweisen  ist  die  Ungleichheit  der  Äquatorbogen  AN  >  NO. 

Beweis:  £T>Zn  (Theod.  III,  7,  vgl.  oben),  ZT^ST,  SU^SP 
(Theod.  n,  13),  also  ST>  SP.  Sei  nim  ^S     SP,  dann  wird  ITP— 
(^Theod.  UI,  3).    Ziehe  XO^.^TTK,  so  wird  die  Schmtlilinie  der 
Ebenen  X<>V  nnd  SKO  4=  dem  Dorchmeeser  des  Kreises  8KO,  slso  steht 
anf  einer  Sehne  des  Kreises  SKO  ein  Segment  *F<l>Jr,  gegen  demjenigen 
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Bogen  von  SKO^  der  kleiner  als  ein  Halbkreis  ist,  geneigt.  Dann  wird 
(Theod.  m,  2)  0  W<  0K  =  HP.  Aus  der  Ungleichheit  der  Ereiae  X^W 
und  nUP  folgt  die  der  darin  liegenden  Sehnen  0W  md  HP  und  xwar 
^HP>0V',   da  aber     HP  *^  AN  und   ^^W'^NO^  wird  andi 

w  y/iV  >  NO  q.  e.  d. 

Der  entsprechende  Satz  Menelaob  II,  12*  hat  eine  andere  Figur  (^41), 
WO  BA  als  Ekliptik,  BC  als  Äquator,  DAE  als  Wendekreis,  7'X,  KTl^ 

L  und  3f  ^  als  verschiedene 
Lagen  des  liurizontes  aufzufassen 
sind.   Zu  beweisen  ist  -  A'Ti'  >  f'Q. 

Es  ist  dies  eine  direkte  Folge 
von    Menel  a  OS   II,  6,    1.  Teil 
(Fig.  42),  welcher  sagt:  Seien  im 
sphärischen   Dreieck  AJiC:  i  Ii 
<  90»,    90"  >  BC,    90"  >  BA, 
^B1)  =  EZ,  iJ^T=K=Ay 
und    seien    1)J\,    ET  und  ZK 
gröfste  Kreisbogen.  Beweise  dann: 
^  AJ  >  TK. 
B         Beweis:  Seien  ^  J L  =  KC 
und  LALM'^  (7,  so  fällt  .V  auf 
AB  (Menel.  II,  2).     Dann  ist 
^MK>J)B^KZ  (Menel.  11,3; 
^NX  =  EZ  und    /.X/'C'==A,  so  wird 
(Menel,  1,14  oder  lü)  APXL  ^  TEC  und  wir  haben: 

^  FL  =  CT 

^ÄJ  >  pj^  tk' 

q.  e.  d. 


vgl.  Seite 


.Vi). 


Theodosios  gebrauoht  also  direkt 
^  seine  S&1»e  m,  2,  3  lud  7  und  im- 
T  ^X  plicite  m,  1  und  4;  SfenelaoB  da- 

ngw  «s*  gegen  nur  den  FundamentalsaU  Menel. 

n,  3  und  einen  K<nigmenmts  des  ersten  Bnohes. 

Der  BO  bewiestne  Satz,  sowie  das  darin  verboxgene  astronomische  Pro- 
blem bat  eine  llberans  gro(se  Bolle  gespielt  Wie  Tiel  für  die  Griechen 
im  Begriflfe  „Auf-  md  Untergany  der  Sterne"  lag,  wollen  wir  nicht  hier 
erSriem.   Es  genügt,  daran  zu  erinnern,  dafs  es  gan%  einfach  das  Hanpt- 
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problom  der  j;an/eii  Astioiiinnic  bis  auf  Apolloiiio>  wai-.  Ks  cn i hielt  den 
Kern  der  alten  Sphürik  und  bildete  das  astronomische  Fundament  der  Asiro- 
logif.  Ilau})tsä('hlich  lenkten  doch  die  Griechen  ihre  Untersuchungou  auf 
drei  Uauptpunktt>,  und  zwar: 

1.  den  gleichzeitigen  Auf«  und  Untergang  der  Sterne^"), 

3.  die  Zeit,  die  die  Konstellationen  som  Auf-  und  Unteigang  ge- 
brauchen 

3.  die  Zeit,  welche  die  Zwölfteteile  der  Ekliptik  (die  IHeraeichen)  nun 
Auf  nnd  Untergang  gebrauchen. 

Letzteres  Problem  haben  wir  eben  vor  ons  in  den  ob«i  refiederten  identisdien 


llft)  Der  gleichieitige  Auf-  nnd  Untergang  der  Stone  wurde  in  Endozoa* 

und  Aratos*  (ptciv6}ifva  erOriert.  Der  Zweck  dieser  ErOrtemng  war  die  Zeit- 
bestimmung bei  Nacht  (v<jl.  IlipparchH  Kommentar  zu  Arntos,  p.  122,5 — 7).  Eine 
eingehende  Kritik  der  älteren  Behan<lhui}^en  hat  Hipparcli  in  seinem  Kotnmen- 
tor  (ed.  Manitius,  p.  120 — 183)  gegeben.  Seine  eigenen  Hesultate,  die  er  iu  dem 
Kommentar  aar  doreb  kone  Zahlenbeispiele  angiebt,  »agt  er,  habe  er  in  einem 
anderen  Werk  genau  aueeinandergeietzt,  und  zwar  k>,  dab  er  immer  die  Auf- 
und  Uniergilnge  der  Sterne  mit  den  gleichzeitigen  Auf«  nnd  Unterg&ngen  der 
Punkte  der  Ekliptik  vergleicht.  Hipparchs  Hinweisungen  auf  dieus  verlorene 
Werk  lauten:  Kommentar,  p.  128,5:  „/(7Todfiiflxt<un>  yuQ  ru  Totuijru  ndvra  iv  roTg 
^tfQl  Tfüv  öuraj'aToiffli»."  —  p.  14H,  2U:  „röv  (tiv  yuQ  M  nXelov  xtfl  avrov 
ioyop  iv       xttiP  avPttvatol&p  »^a/fiavclf  xaraxcjcD^ixafMv."  —  p.  160,  14: 

ntfl  tA»  Totort»»'  i^tlv  owntafyiivuii  rrpayfiöTfiatg."  —  In  Ptolemaios'  Syn- 
taxis  sind  die  gleichzeitigen  Auf-  und  Untergänge  der  Fixsterne  kurz  behandelt 
worden  in  VIII  cap.  5  mit  der  (*l)erschrift:  „irspl  ovvctvuT oXihv  %ul  avufttaovQct- 
vijattav  %ul  av/Katudvanav  ttbv  änkuvü)v"\  und  zwar  trigonometriHch ;  Tgl.  unten 
Seite  84—86  mit  Noten. 

116)  In  Hipparchs  KammetUar,  p.  188— 270,  ist  es  bei  jedem  Sternbild  so- 
wohl innerhalb  als  aurserhalb  der  Ekliptik  angegeben  (vgl.  Manitiu»,  p.  XXXTTT); 
1.  Mit  welchen  Zeichen  des  Tierkreises  bezw.  Graden  der  Ekliptik  es  gleichzeitig  auf- 
und  untergeht.  —  2.  Mit  welchem  Sterne  der  Auf-  und  Untergang  beginnt  und 
mit  welchem  er  sein  Ende  erreicht.  —  8.  Welches  Zeichen  und  welcher  Grad  der 
Ekliptik  bei  Anfang  und  Ende  im  Meridian  steht.  4.  Welche  Fixsterne  bei  An- 
fiuog  und  Ende  von  Aufgang  bezw.  Untergang  kulminieren.  —  Ö.  In  wieviel  Stan- 
den Auf-  bezw.  Untergang  stattfindet.  —  Die  Beweise  tOx  die  in  Hipparchs 
KommetUar  nur  als  Resultate  angegebenen  Bestimmungen  hat  er  in  anderen  Werken 
gegeben;  denn  er  nagt  j).  1h4,2:  .,tu\,'  dl  hktu  «/poc  f.'crMr  (<yo6ti^ti^  iv  uXXot^ 
avvrtxdxu^iv  orroig,  oxsxf  iv  ■nuvxi  xönia  Cj^tduv  n'/^  oixoviUviig  dvpua&ui  ttuqu- 
xoXov&tiv  tatg  öiu<f>OQuig  xmv  cwupatoX^  zcd  ovyxuxadvaiav.'*  Die  Bestinunung  der 
Zeit,  in  welcher  die  Sternbilder  auf-  nnd  untergehen,  ist  theoretisch  dieselbe  wie 
die  Bestimmung  der  Zeit,  in  welcher  die  Zwülfteteile  der  Ekliptik  (die  Tierzeichen) 
anf-  und  untergehen.  Die  Bestimmungen  beziehen  sich  alle  auf  Stellen,  wo  die 
Polhöhe  3tt°  ist 
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Sätzen  Euklid  (paivoiuva  12  ==  Theodosios  III,  H  =  Mt  iielaos  11,12', 
und  auf  seine  Untersuchung  werden  wir  uns  hier  beschränken. 

Erst  wenden  wir  unsere  Aufmerksamkeit  auf  einen  Bericht  in  l'appos' 
(fvvay(i>)'ij^^''\  wo  die  Geschichte  dieses  Problems  behandelt  wird.  In  Über- 
setzung lautet  die  Stelle  so: 

,,Tm  1^.  Theorem  (der  (pcavö^iva)  saijt  Kuklid:  ^ Die  ffleiehen  Boijen 
des  Ilfilhlrvises  nadi  <Um  Krebs  t/c/irn  in  unrjleiehen  /riten  unter,  und  -irar 
in  den  yrößten  die  an  den  Beriiliruntjspniildi  n  mit  dm  Vy'endekrri.sin,  in  den 
kleinsten   aber  die  am  Äquator,  und  in  ;ileichen  Zeiten   di4'  vam  Äquator 
gleich  leeit  entferndn.'     Es  ist  unsiejur,   learum  er  vom   Vntcrfianf]  dieser 
Bogen  spricht,  vom  Aufganff  daiiepen  nicht.    Die  Unicrsucliunii  entirickelte 
sich  nämlich   in  Au/'<fan>fsbestimmunaen .  «ind  es  ist  dies  die  ganze  Sache: 
die  Wohnmiij  zu  findni ,  irn  :.  B.  der  Kreits  in  gleicher  Zeit  aufgeht  n  ie 
auch  der  Li'nrr.     Ilipparch  aber  zeigt  im   Buche  ülnr  den  Aufgang  dir 
Ztcölf  Zeichen  mit  Zahlen^^^),  dafs  die  gleichen  Bogen  des  Halbkreises  nach 
dem  Krebs,  dir  dne  gegi  tisi  itiiic  Zeitkomparation  habin,  nicht  so  aufgehen, 
icie  SIC  unti  rgrjn  n :  nämlich ,  dafs  es  geirisse  Wohnungen  giebf,  teo  immer  die 
von  den  gleiehen  Bf>gen  des  Halbkreises  nach  dem  Krebs,  welche  dem  Äquator 
am  nächsten  lieg<  n .  in  längerer  Zeit  aufgehen,  als  die  an  den  Berührungs- 
punktm  mit  den  Wendekreisen.   Dadurch  stellte  er  auch  über  die  com  Äquator 
gleich  leeit  entfernten  fest,  dafs  ihre  Aufgänge  in  gleichen  Zeiten  rorgehen* 
I^bcnso  sagt  er  (Euklid,  cpctivöfifvu  13^:  *  Die  gleichen  Bogen  des  Halbkreises 
nach  dem  Steinbock  gelten  in  ungleichen  Zeiten  auf,  und  zwar  in  den  längsten 
die  an  den  liir/ihrungsptinkten  (d.h.  Wendepunkten),  ///  kleinen  n  aber  die 
nächstfulgcnden ,  in  den  kleinsten  aber  die  am  Äquator,  in  gleichen  aber  die 
com  Äquator  gleich  weit  entfernten.''     l'tier  deren  rntertfung  sagt  er  nidiis. 
J)ie  Art  des  Beweises  bezieht  sieh  niimlieh  auf  die  Aufgangsbestimmungen, 
und  darüber  ist  ferner  eine  Abhandlung  |  rrrjajfu.rf/«  |  ron  dem  Alexandriner 
Menclaos  gesehrieben,  welche  wir  spädr  uutrrsuehen  uirelen.     Wenn  aber 
der  Horizont  durch  die  I^ole  der  Jfarallelkreise  geiit,  soll  es  so  bewiesen 
werden  " 

Diese  in  mehreren  Beziehungen  rätselhafte  Stelle  läfst  sich  nur  erklären, 
wenn  wii"  beachten,  wie  es  sieh  in  der  That  mit  den  Auf-  und  Untergangs- 
Zeiten  der  flkliptikbopen  verhält.    Es  verhält  sich  so: 

1.  Die  Zeidien ,  die  symnietriseh  in  Bezug  anf  die  Schnittlinie  der 
Ekliptik  und  der  A(^uatorialebene  liegen,  haben  dieselben  Auf-  und  Unter- 
gangszeiten. 

117)  Pappoa,  ed.  Hnltsch,  p.  698—602. 
»wciv  ii'  &(fL9'iiätp  ort  .  .  . 
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2.  Die  Aul'(Unter)gHDg8/oit  (>me8  Zeichens  ist  gleidi  der  Unter(Aiif)- 
gangszeit  des  diametral  entgegengesetzten. 

3.  Die  Untergangszeiteu  der  Zeichen  des  Halbkreises  Krebs,  Löwe  bis 
Schütze  und,  was  auf  dasselbe  hei-auskommt.  die  Aufgangszeiten  der  des 
Halbkreises  Steinbock  bis  Zwillinge  wachsen  immer  vom  Äquator  ab  gegen 
die  Wendekreise. 

4.  Das8ell>e  gilt  auch  für  Wohnungen  der  Polarzonen,  insofern  die 

Tierzeichen  überhaupt  auf-  und  untergehen. 

ö.  Die  Untergangszeiten  der  Zeichen  des  Halbkreises  Steinbock-Zwillinge 
und,  was  auf  dasselbe  herauskommt,  die  Auf- 
gangszeiten der  Zeichen  des  Halbkreises  Kiebs- 
Schütze  haben  für  Wohnungen  zwischen  den 
Polarkreisen  kein  bestimmtes  Wachstum  vom 
Äquator  aus  oder  gegen  denselben. 

6.  Dieselben  Zeiten  wachsen  dagepen  f\\r 
Wohnungen  der  Polar/onen  wiederum  pegen  die 
Wenden,  insofern  die  Zeichen  überhaupt  anf- 
and untergehen.  ^ 

7.  Es  besteht  zwischen  den  Üntergangs- 

zeiten  (oder  Aufgangszeiten)  der  in  He/ug  auf  die  Solstitialkolure  sym- 
metrischen Zeichen  ^z.  B.  Widder  und  Jungfrau,  Stier  und  Löwe)  eine  Be> 
lation. 

8.  Es  lassen  sich  also,  wenn  die  Aufgangszeiten  dreier  Zeichen  für 
eine  bestimmte  Wohnung  gefunden  sind,  ;ille  die  Auf-  und  Untergangszeiten 
sämtlicher  Zeichen  für  diese  VVohnunu  finden. 

Für  den  Fall  3  läM  sich  das  Wachstum  in  i^ezog  auf  folgende  Figur 
beweisen : 

(Fig.  48)  X  Nordpol,  AA  Äquator,  Ekliptik,  BM  Horizont,  0£i 
^  E^E^  =  E^E^  Tierkreiszei.hen. 

Stellen  wü"  nun  die  Drebunt:  der  Knie  durch  eine  entgegengesetzte 
Drehung  des  Horizontes  dar,  so  wird,  wenn  wir  die  uns  zugewandte  Halb- 
kugel betrachten, 


O  t\  =  Widder 


im  Aufgang. 


E^E^  »  Stier 
E^E^ »  ZwUlingeJ 
Wenn  wir  dagegen  die  uns  abgewandte  Halblragel  betrachten,  so  wird: 

OE^     Jnngfran  | 
E^E^^  Löwe       .  im  Untergang. 
E^E^  ^  Krebs 
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Die  Auf^  und  Untergangszeiten  mcsaen  wir  auf  dem  Äquator  und  zwar 

werden  sie  £Är  OE^^  -Bi^äi  ^'2^3  ^^7'^-  A^s»  -^UAi- 

Beweisen  wir  nun  OA^  <C  A^A^  <C.  A^Ä^y  so  ist  der  Fall  3  erledigt. 
Ein  Vergleich  zeigt  sofort,  dafs  in  tpaivofisva  12 — 13  eben  dieser  Beweis  durch 
Theodosios-  111«  8  erledigt  ist,  und  in  der  That  können  Theodosios  111,8 
oder  Menelaos  11,12^  für  die  beiden  im  obigon  Falle  3  erwähnten  Froblraaie 
(Untergang  Krebs- Jungfrau  und  Aufgang  Widder -Zwillinge)  gelten. 

Es  ist  nun  zu  beachten,  dafs  Euklid  den  Beweis  des  Falles  3  an  den 
Untergang  der  Zeichen  Krebs -Schütze  knüpfte.  Desw^ien  wandte  man  nach 
ihm  znnftchst  seine  Aufoierksamkeit  auf  die  Aufgangszeit«n  derselben.  80, 
glauben  wir,  entstand  der  Unterschied  zwischen  Auf-  und  Untergangs- 
bestinunungen  [diO(fi6fiol  avtaoXtKol  xal  dvxr/.oi'],  wie  Pappos  sagt,  indem 
man  unter  letzteren  den  schon  bewiesenen  Fall  3,  unter  ersteren  den  Fall  5, 
wo  man  ein  bestimmtes  Wachstum  nicht  nachweisen  konnte,  verstand.  Anders 
können  wir  nämlich  Pappos'  Worte  nicht  verstehen:  „Über  den  Untergang 
(von  den  Zeichen  Steinboik-Zwillinge)  sagt  er  nidUs;  die  Art  dr.s  Beircises 
bexidtt  skli  nänUkh  auf  die  Aufgangsbestimmungen.  ..."  Einen  Beweis  da- 
fttr,  dafs  das  Interesse  sich  um  die  Aufgangsbestiramungen  (Fall  5)  sammelte, 
giebt  uns  Hypsikles'  avatpoqtxog.  Hypsikles'  Annahme,  dafs  die  Auf- 
gangazeiten  Widder- Jungfrau  eine  arithmetische  Progression  bilden,  zeigt, 
dafs  man  fSr  den  Fall  5  im  Gegensatz  zu  3  ein  Wachstum  gegen  den 
Äquator  annahm,  aber  nicht  beweisen  konnte.'^*) 

Wollen  wir  Pappos  glauben,  gelang  68  erst  Hipparch,  den  Fall  5, 
die  itoifUffMl  avctroXinol ^  /u  bewältigen  und  zwar  mit  Zahlen,  d.  h.  dwrek 
Berechnung,  Er  bewies,  dafs  die  Aufgangszeiten  der  Zeichen  Krebs  u.  s.  w. 
kein  bestimmtes  Wachstum  haben,  sodafs  es  Klimate  giebt,  wo  z.  B.  Krebs 
und  Löwe  (vgl.  Pappos)  in  gleicher  Zeit  aufgehen.  Zur  Berechnung  dienten 
natflrlich  die  Sehnenbestimmungen,  die  Hipparch  nach  Theon  verfafist 
haben  sollen.  Hipparchs  Berechnungen  waren  also  wahrscheinlich  trigono- 
mt'trisch,  und  da  wir  später,  wie  wir  glauben,  nachweisen  können,  daJk 
Uipparch  dieselben  trigonometrischen,  sowohl  ebenen  als  sphärischen  Mittel 
zur  Verfügung  hatte,  die  Ptolemaios  gebraucht,  wird  es  demnSchst  zu 
untersuchen  sein,  wie  Ptolemaios  diese  Au^gangszeiten  behandelte. 


119)  Den  bihalt  von  Hypsiklet^"  Werk  werden  wir  nicht  nilher  erörtern, 
weil  wir  doch  aus  diesem  Inhalt  keine  Schlüsse  ziehen  können  in  T^'/iit,'  auf  den 
damaligen  Zustand  der  Astrononii*-  Itezw.  Trigonometrie,  her  lifraiisi^'elit^r  de« 
&vutpo(ftii6s  hat  nämlich  selir  klar  nuchgewicaen,  dal'u  diu  iu  diesem  Werke  ange- 
wandte Methode  auch  noA  der  Erfindung  der  l^cigonometrie  mr  Berechnung  von 
Kativitftten  ge1»aucht  wurde.  Außerdem  ist  es  nicht  genau  feifgestelli,  ob  mehr 
all  die  mathonatische  Einleitung  des  «boTo^i«^;  dem  Hypsikles  snsnschreiben  ist 
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Pf  shalh  referieren  wir  Ptolemaios'  SjfittaxU  II,  ettp,  7  (ecL  Heiberg  I, 

p.  121;  ed.  Halma  I,  p.  92)'"): 

Seien  (Figur  14)  EJ  der  Horizont,  HA  die  Ekliptik,  ET  der  Äquator, 
JC  der  Nordjiol,  H  der  Nullpunkt  des  Widders,  A  der  des  Stiers,  sodaDi 
also  HA  das  Zeichen  des  Widders  ist;,  dann  giebt  der  Sats  des  Menelaos 
(Sphäfik  m,  1): 

ein  A .J  sin  KA  sin  ME 
ein  jr      Bin  AM  '  ein  ET 

(Dreieck  KMF  durch  den  Bogen  E.iJ  gesrhuittenY 

kannt  ist  hier  die  Polhöhe  (für  lüiodos,  wo  der  längste  Tag  1  t'o  Stun- 
den dauert)  X-^  =  36°,  ihr  Komplement  ^F=54*',  die  Deklination 
y/M  =  11°  30' 30"  (gefunden  in  der  Deklinationstafel,  Ptolemaios'  iS/y/i- 
taris  I,  cap.  15\  ihr  Komplement  KA  =  78° 20' 30"  und  £r  =  90°  Mit 
Hülfe  der  Sehnentafel  wird  dann  der  unbekannte 
Bogen  ME  =  8° 38'  bestimmt.  MH,  die  der  eklip- 
tischen  Länge  Hyl  entsprechende  Kektascension  ist 
2 7° .')()'  (gefunden  in  der  Rektascensionstafel,  Ptole- 
maios'  Syyitaxis  11,  cap.  8\  Schlielslich  w^ird  also 
v//£  =  HM     EM  =  19°  12'. 

HE  ist  aber  das  Mafs  der  Aufgangszeit  des 
Bogens  ////,  d.h.  des  Zeichens  des  Widders,  sodafs  Mgnr  M. 

Ptolemaius  hier  ein  liechnungsbeibpiel  der  trigonouictrischeu  Behandlung  des 
alten  Problems  gie])t. 

Die  den  Tier/eichen  ent^sprechenden  Aufgargshngen  auf  dem  Äquator 
nennt  Ptolemaios  {ovv)<tv(t(poo(d\  wir  nennen  sie  Obluiuascensionsdißeren/.en; 
Aber  diese  Bogen  bat  Ptolemaios  eine  grofse  Tafel  berechnet,  die  er  der 
Rektascensionstafel  hinzufügt.  Die  Tafel'*')  giebt  sowohl  die  Obli<|uascen- 
sioneu  als  ihre  Ditferenzen  für  Wohnungen,  wo  der  längste  Tag  eine  Dauer 
von  12yj,  13  u.  8.  w.  bis  zu  17  Stunden  hat,  und  zwar  für  je  10°  der 
Ekliptik. 

Wir  müssen  nach  Pappos'  und  Hipparchs  eigenen  Aussagen  ver- 
muten, dafs  letzterer  in  ,^mQL  Tt^g  röi'  iß'  fw^/wi'  civafpooäg"^^^^)  auch  eine 
Oblirniascensiöiistafel  l)erechnet  hat,  luid  aus  drei  Gründen  nehme  ich  an, 
dafs  das  t)ben  zitierte  Rechnungsbeispiel  aus  Ptolemaios'  Syntaxis  direkt 
von  Hipparch  stammt. 

120i  Die  überscliritt  dieses  Ka|titt'lö  ist:  „jrjpl  rwv  int  Tin  iyxty.hutvi^^  a(ptti- 
Q€ts  Tov  di€i  ftioüiv  rtöv  ^oiöiiüv  xvnlov  xui  rov  iatfiUQtvov  avvurutfOQÜv.^' 

ISl)  Die  Obenchrifk  dieser  Tafel  ist:  „Kav6pto9  t&v  xccr«  dtxayioialuv  iva- 

ISS)  Vgl.  Note  118. 
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1.  Das  Beispiel  wendet  die  li'olhöhe  für  Rhodos  an,  die  Hipparoh 
immer  benutaste. 

2.  Ptolemaios'  Tafel  ist  fttr  je  10^  der  Ekliptik  berechnet,  wShrend 
das  zitierte  Becfanimgsbeispiel  und  die  danaefa  im  folgenden  Ton  Ftole- 
maioB  nither  dargelegte  Methode  für  je  30^  der  Ekliptik,  also  ftr  die  Tier- 
seichen  bereehnet  sind. 

d.  Dagegen  l&lkt  Ptolemaios  nne  andere  trigonometrisdie  Methode 
dieser  Berechnung  folgen,  und  diese  zweite  Methode,  die  er  als  „leidder 
und  me^odiat^er^  (e^^tfr^n^  ital  ficdodimotf^ov)  beseidmet,  erUftrt  er 
durch  Beispiele,  die  fibereinstimmend  mit  der  Tafel  für  EkUptikbogen  vom 
je  10*  gelten. 

Wir  werden  kanm  fiiUen,  wenn  wir  die  ente  Methode  die  HipparcMte, 
die  zweite  die  Ptolmängdie  nennen.'**) 

Ist  aber  diese  Ansicht  richtig,  so  folgfrn  wir  daraus,  dals  Hipparehs 
Obliquaseensionstafel  wahrscheinlich  mir  für  Zwölftot^ile  der  Ekliptik,  für 
die  ^coölct  berechnet  war.  Auch  sonst  scheint  mir  dies  das  wahrscheinlichste; 
denn  Pappos  sagt  ja,  dafs  Hippurch  bewiesen  hat,  dafs  es  Wohnungen 
gebe,  wo  immer  die  Bogen  des  Halbkreises  nach  dem  Krebs,  welche  dem 
A(|u;itor  am  nächsten  liegen,  in  längerer  Zeit  autgclien,  als  die  an  den  Be- 
nihi-ungspunkt<Mi  mit  den  Wt'jidekreisen.  Allerdings  sind  Pappos'  Worte 
zweideutig;  denn  es  geht  nicht  deutlich  hen-or,  ob  er  hiermit  „einen  kon- 
tinuierten  Zuwachs"  gegen  den  A(puitor  meint,  oder  ob  er  nur  ein/eine 
Hogen  von  gewisser  gleicher  (iröCse  meint.  Im  ersteren  Kalle  stimmt  die 
Bemerkung  weder  mit  Ptolemaios'  Tafel  noch  mit  der  Wirklichkoit.  Im 
letzteren  Falle  stinimen  Pappos'  Worte  auch  nicht  mit  Ptolemaios'  Tafel 
über  die  iJGstel  der  Ekliptik.  Dagegen  können  sie  vielleicht  mit  einer  Tafel 
ftber  die  Aufgangszeiten  der  Zwölfteteilo  stimmen. 

Summieren  wir  oämlicb  die  368tel  im  Ptolemaios,  so  bekommen  wir: 

12.T1  Delambri'.  J'astnniowif  mirienne  I,  p.  142  tf  ,  hat  ;;i'schloHsen .  dals 
Hipparch  trigonometrische  Methotleu  besafs,  und  zwar  aus  dem  Inhalt  de«  Kom- 
mentars zu  Aratos  und  den  darin  enthaltenen  Hinweisungen  auf  die  Ted<nensn 
Werke  (vgl.  Note  116  u.  116).  In  derThat  ist  e»  kanm  mOglieh,  dafs  Hipparch 
ohne  Anwendung  einer  trigonometrischen  Methode  'vgl.  tlm-h  Tannery,  La  geo- 
metrie  grecijite,  p.  58)  die  Bestimmung  der  Zeit,  in  welcher  die  Konstellationen  und 
die  Zwiiirteteile  der  Ekliptik  auf-  und  unterifeben,  erledifreü  konnte.  Im  folgenden 
Kapitel  werden  wir  näher  erörtern,  wie  diese  Methode  war,  oder  vielmehr,  dafs 
68  wahrscheinlich  dieselbe  war,  die  wir  auch  in  der  Sffntaxis  finden.  Wir  werden 
ferner  naohwei«en,  dafs  Hipparoh  aller  Wahncheinlichkeit  nach  anch  die  von 
PtoleraaioH  benutzen  trigooometriichen  Mittel  bemTs;  Tgl.  unten  Seite  84 ff., 
98  und  186  ff. 
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Zeichen 

Obliqnaseensionsdiffer-ensen 

des 

füi 

Polhühl!  cp 

Tierkreises. 

Krebs 

87«  15' 

38«  0' 

1  38*47' 

Löwe 

41*25' 

43«  68' 

1  44*22' 

Jungfrau 

41° 20' 

42«  52' 

44« 21' 

Wrnii  dir  rulliölu'  (f  =  ö^^MO'  mitgenommen  wäre,  wflrde  Ptole- 
iiiaios  für  Löwe  luul  Jungfrau  gleiche  Werte  bekommen  haben,  und  es 
ist  immerhin  möglieh,  dafs  Hipparch,  dessen  Sehnentafel  wohl  kaum  so 
genau  war,  wie  die  des  rtolemaios,  für  eine  Polhöhe  in  der  Nähe  von 
30'  einen  kontinuierten  Zuwachs  der  Aufgangs/.eiten  der  Ticrzriehen  gegen 
den  Äquator  erhalten  hat.  Da  Pappi»s'  Worte  indessen  unklar  sind  und  die 
Kommentdrc  zu  Aratos  zeigen,  dafs  Hipparch  sein-  viele  Anfgangslterech- 
nungeu  (wenigstens  über  die  Konstellationen)  erledigt  hat,  und  also  mit 
solchen  vertraut  war,  bleibt  die  Saclilage  immerhin  unsicher. 

Eine  andere  Frage  ist,  ob  Hipparchs  Obliiiuascensionstafel ,  was  die 
Klimate  betrifft,  eine  weitere  Ausdehnung  als  die  des  Ptolemaios  hatte. 
In  der  ()bli(|uascensionstafel  giebt  Ptolemaios  (vgl.  oben)  nur  die  Klimate 
bis  ol**  an;  in  II,  cap.  (»  da^^gm  rechnet  er  alle  Klimate  bis  ixnn  Nord- 
pol auf.  niese  Klimate,  die  iiniiH-r  nach  der  Dauer  des  längsten  Tages 
geordnet  sind,  wurden  sclion  von  Kratosthenes  angegeben  und  nach  ihm 
in  der  griechischen  Geographie  und  Astronomie  allgemein  verwendet. 

Pappos'  Bericht  über  Hijiparchs  Aufgangsbestimmungen  enthielt  aber 
den  Passus:  „iusofVrn  dies»  (die  Tierzeichen)  tyic  (injinsdiitjc  Zc'dkompara- 
tuni  haben."  Dies  kann  man  wohl  nur  so  verstehen,  dafs  Hipparch  auch 
Aufgangsberechnungen  für  Wohnungen  <ler  Polarzonen  gemacht  hat,  wo  ja 
die  Ekliptik  nur  teilweise  aut-  und  untergeht. 

Zum  Vergleich  zitieren  wir  aus  Hipparchs  Kommentaren  folgende 
Stelle:  „Im  Fohjendtn  icerde  uJi  für  jedes  Sternbild  in  iihtr sichtlich  er  Weise 
darstellen,  mit  welchem  der  1:J  Tierzeichen  es  (jleichzeiiiff  auf-  und  untertjeht, 
d.  h.  ion  welchem  Grade  des  Zeichens  an  bis  zu  welchem  als  Endpunkt  es 
aufgeld,  bezie.  untcn/eht .  in  dm  fiependen  von  (irieehenland ,  wo  der  längste 
Tu;/  Stunden  lantf  ist  |d.  h.  (p  =  3fi®].    Dir  spczieWn  Beweise  hierfür 

haben  wir  anderen  Ortes  derartitj  :ustimm<  nfjesteÜt,  dafs  man  fast  für  jeden 
Ort  der  bewohnten  Erde  die  UnterscJiiedc  der  glei<^ zeitigen  Auf-  und  Unter- 
gütige  cerfohjen  Juutn." 

124)  Vgl  2iote  llü. 
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Zoi'  ErgSlnznnpr  dient  eine  Mitteilung  Ton  Strabo"*):  „Hipparch  hat, 
wie  er  selbst  rcrsidirrt ,  die  in  den  Fhamomena  eintretendm  Vei'ändcmmjm 
für  aUe  Orte  der  Erde,  weldie  m  dem  tm  um  hetcohntcn  Yiertd  liegen, 
aufgezt'ielinii  und  noar  vom  Äquator  bis  eum  Nordpol." 

Wie  dem  auch  sei,  so  hat  Menelaos  die  Aufgänge  (oder  Untergänge) 
für  die  Folanonen  behandelt,  und  zwar  in  der  Sj^härik  II,  13.    Es  dürfte 

dies  eine  indirekte  liest&tigung  davon  *^»'in,  dafs 
Hippurchs  Berechnungen  sich  aul  aUe  die 
Klimate  des  Eratosthenes  erstrecken. 

Wie  wir  oben  den  Fall  3  darstellten,  so 
können  wir  es  auch  mit  dem  Falle  6  thun: 

Sei  nämlich  (Figur  45)      Nordpol,  ÄA 
Äquator,  OE^  Ekliptik,  IUI  Horizont,  ()]'\ 
=  E^E^  Tierzeichen  (das  dritte  Zeichen  A'^l^ 
ragt  über  den  Gren/.kreis  der  immer  sichtbaren 
pj^,  Sterne  hinaus).    Stellen  wir  wieder  die  Erd- 

drehung durch  eine  entgegengesetzte  Drehung 
des  Horizontes  dar,  so  wird,  wenn  wir  die  uns  zugewandte  Halbkc^el  be- 
trachten: 

OK.  ~  Jun<rti-au| .     ,  . 

Betrachten  wir  dagegen  die  uns  abgewandte  Halbkugel,  so  wird: 

OjB^«- Widderl. 
^r,J^»ßtier  V^^-"^'^^' 

In  Menelaos  II,  13  wird  es  nun,  allerdings  ohne  Anwendung  von  astro- 
nomischen Bezeichnungen,  bewiesen,  daüs  OA^  K^A^A^^  d.  h.  in  den  Polar- 
zonen wachsen  die  Au^giangsaeiten  der  Zeichen  Krebs-Sohiltse,  d.  h.  die  Unter- 
gangszeiteu  der  Zeichen  Steinbock-Zwillinge,  insofern  die  betreffenden  Zeichen 
überhaupt  auf-  und  untergehen,  gegen  die  Wenden,  d.  h.  Fall  6. 

Menelaos'  Beweis  ist  dem  des  Falles  3  (vgl.  oben  Seite  71)  analog. 
Berechnungen  kommen  hier  ebenso  wenig  wie  im  trigonometrischen  Teile  von 
Menelaos'  Sphärik  vor. 

In  der  voihorgehenden  üntersuchung  haben  wir  nicht  auf  Hypsikles* 
iamifoifiiiMq  Bücksieht  genommen,  und  zwar  weil  dieses  Werk  nur  ftr  die 
Beurteihmg  der  Erfindung  der  Trigonometrie  Wert  haben  kann,  wenn  es 
wirklich  dem  Hypsikles  zuzuschreibai  ist,  was  ja  Manitius  bezweifelt. 
Wenn  auDurdem  Manitius,  wie  es  mir  seheint,  darin  Recht  hat,  dafs  es 
lediglich  astrologische  Zwedte  verfolgt,  und  auch  nach  der  Erfindung  der 

125)  Strabon,  Geoffrapki»  Ii,  cap.  6,  §  81. 
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Trigonometrie  sn  ftstrdlogiaeheii  Bestmunungeii  Tarwendet  wurde  so  hat 
es  in  der  That  für  mu  sehr  wenig  Interesse  darflber  hinaus,  da&  es  Auf- 
gangsbestimmmigen  und  nicht  ünteigangshestimmnngen  (wie  Enklids  9«*- 
vofuvtt)  enthftli 

IMe  Frage:  „Wn  hat  denn  eigentlioh  Menelaos  in  der  von  Pappos 
erwihnten  astronomischen  AUiandhrng  geleistet?**  kommt  mm  an  die  Beilie. 

Die  PiUe  1 — 3  waren  in  Euklids  ^voftmr  sehon  ToUitSndig  er- 
ledigt, nnd  swar  Fall  2  in  qmv,  11,  Fall  3  in  «May.  12—18  mid  FUl  1  in 
9aiv.  14.  Sie  dflrften  schon  lange  vor  Euklid  bekannt  gewesen  sdn;  denn,  die 
abgeleiteten  sphirischen  S&tse  standen  alle  in  der  alten  BphSrik.  Ferner 
scheint  Hipparch  äUe  An^gangsbestimmnngen  eriedigt  m  haben,  nnd  dafii  er 
die  Bdationen  swisohen  Aof-  mid  Untergangsbestimmangem  erkannt  hat,  daf&r 
bflzgt  nns  sein  Kmmmtar  sowie  verschiedene  Stellen  in  Geminos'  tAv- 
ufoty^^  (Qeminos  ist  ilter  als  Menelaos).  Es  ist  auch  ganz  ondenkbar, 
dab  er,  wenn  er  eine  OblignaacenMonstafel  beredbnet  hat,  nü^t  die  Belar 
tion  swisdien  den  OMigoaseensiimefl  der  in  Ben^  auf  die  Solslitialkolare 
symmettisdien  Zendien  erkannt  hat  (Ptolemaios  beweist  diese  B«lation  II, 
cap.  7).'*^  Kars,  alle  Ftile  1 — 8,  die  ganze  Sachlage,  mflseen  sdion  dem 
Hipparcb  bekannt  gewesen  sdn,  sodaTs  Menelaos*  Arbeit  jedenfiUls  nur 
nne  Epigonenaxbat  gewesen  sdn  kann.  Li  weldien  Beziehungen  sie  also 
Hipparch 8  Werke  YerroUstihidigt  oder  yerbessert  hat,  wie  viele  ihrer  De- 
tafls  sich  im  Ptolemaios  finden,'**)  können  wir  nicht  entscheiden,  andi 
nicht,  ob  das  Werk'reohnerisoh  durehgelDlirt  oder  viehndir  ein  Versach 
war,  die  von  den  Berechnungen  bekannten  Thatsachen  mafhematiseh  (im 
griediischen  EKnne  des  Wortes)  zu  beweisen.  Letsteres  ist  nlmlioh  immer- 
hin mOglich.  Menelaos'  zweites  Buch,  letzter  Teil  des  dritten  und  Pappos* 
Kommentare*^  zu  Euklids  ^wv^fime  beweisen  uns  zum  Überflnfe,  dab  die 

126)  Vgl.  NoU'  iiy. 

IST)  Oeminos'  Imgoge,  ed.  Manitius,  Leipzig  1898,  p.  19  ff.  und  96~d8. 
Bei  Geminos  wird  aueh  die  Bedentong  der  Auf-  mid  Unterginge  der  Zeichen 
fSr  Nattritttenbeveehnmigen  und  WettecprophezeimigeQ  kurz  erwähnt. 

128)  D'w.  Summe  der  AufgangBzeiten  zweier  solcher  Zeichen,  wie  z.  B.  Widder 
asd  Jun^rau,  ist  gleich  der  Summe  <\yr  <len  Zeichen  entsprechetiden  Aquatorlio^'en. 

12y)  Den  obigen  Fall  1,  dafs  Zeichen  wie  Wiiliier  und  Fische,  Stier  und 
Wassermann  gleiche  Aufgaugszeiten  haben,  beweist  rtolemalos  {Syut.  II,  cap.  7, 
ed.  Heiberg  I,  p.  118)  durdi  Menelaos  I,  4. 

IM)  Fappoi  YI,  propp.  67  ff.,  ed.  Haltseh,  p.  604—632.  Pappos  giebi 
hier  im  AnschluAi  an  den  oben  zitierten  geschichtlichen  Bericht  eine  Beihe  weit- 
luufif,'er  untrigononietrisclier  Sntze  über  die  Aufgangszeiten  der  Tierreichen.  Er 
schlieriit  mit  einer  Hinweisung  auf  l'tol e in aiot»'  SynUuris.  Dieser  Konmieutur  des 
Pappos  ist  ganz  wertlos.  Ks  liegt  die  Möglichkeit  vor,  dal's  wir  hier  wenigstens 
teilweise  die  versprochenen  Annflge  aus  Menelaos*  Abhandlung  vor  uns  haben, 
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alte  Behaiidliiiigsmetliode  anch  muh  Hippareli  foitdanerte,  and  dafs  die 
BemUhniigeii,  eine  ideale  mafhematiaehe  (d.  b.  noredmeriselie  und  exakte) 
DantelliiDg  der  astronomiadieii  Probleme  ta  erreneben,  ooeh  Jabriuuiderte 
lang  umgangen.  Solche  Improssen  zu  nnterenoben,  hat  aber  Ar  uns  kein 
Interesse  und  fBr  die  (Sesohichte  der  Astronomie  keinen  Wert  Für  uns 
galt  es  nur,  dnroh  den  an  sidi  nnbedeutenden  Inhalt  des  sweitra  Buches 
der  Sphärik  versnlalst»  die  Oesehichte  solcher  Probleme  danmstellen,  die  die 
EntwiekelnngsmOglichkeiten  in  sidi  trugen.  Und  das  ObUqnaseensions- 
problemf  das  A  nnd  Z  der  vortrigonometrisohen  Astronomie  nnd  SphSrik, 
das  ao&erdem  sa  allerlei,  s.  B.  Orientiemng,  Zeitbestimmiing,  Wetterprophe- 
seihnngen  nnd  Astrologie  verwendet  wurde,  trog  eben  die  Entwictelnngs- 
mAgliehkeiten  in  sidi.  Es  enwang  die  qphirisdie  Ttigommietrie,  es  zwang  die 
Griechen,  ihre  V(Hrnrteile  gegen  annIherndeBeredmnngeo  als  etwas  in  der  hdioi, 
«nkten  Mathematik  ünsoUssigas  ftberBord  sa  werftm;  denn  sie  sahen,  dab  sie 
mit  diesem  praktischen  Problem  ohne  Berechnnng  nicht  ans  der  Stelle  kamen. 

Wir  erwihnten  oben,  dalb  Ptolemaios  zur  Berechnnng  der  Obliqnas- 
censionen  sich  anf  Deklinations-  und  Bektaaoensionstafeln  für  die  EUiptik- 
pnnkte  statste.  Finden  wir,  wie  bei  der  Obliquasoensionstafd ,  in  der 
Astron«miie  oder  Sphliik  vor  Hipparoh  Sitze,  die  sidi  in  soldie  Tafeln 
haben  entwickeln  kOnnen?  Diese  Tnga  mllssen  wir  mit  „nein'*  beantworten. 
Theodosios  III,  5  ist  eine  mathematisdie  ümsdurdbung  des  astron(miischen 
Satses:  ,J>ie  Ddähudionm  der  KäipUlgpmkte  wu^sm  dm  dä^pütdim  Längen 
nidii  proportiondL"  Ebenso  ist  Theodosios  III,  6  eine  Umsdireibang  des 
Satzes:  ,»2>te  BdckuceneUmen  teadteen  de»  tM^ptisdim  Längen  m^r  ede  pnh 
parHonedJ*  Jn  Menelaos  II,  10  sind  diese  Sitze  neu  bewiesen,  und  an 
diesdben  knftpfte  sich,  wie  wir  sahen,  Pappos'  Kommentar  zu  Theo- 
dosios, wihrend  er  den  Kommentar  Aber  die  Obliqnascensionen  an  Euklids 
qtttivS^vti  anknflpfte.  Bedeutet  dies  vidldeht,  dals  diese  Sitze  erst  Ton 
Theodosios  oder  wenigstens  nach  Euklid  erfunden  und?  1^  haben  ja 
die  Existenz  dieser  Sitze  in  der  offen  SfMrik  nicht  feststellen  kOnnen. 
Also  liegt  immer  die  Möglidikdt  vor,  dafs  sie  erst  tou  Hipparoh  oder 
Theodosios  erfänden  sind,  in  beiden  Flllen  wohl  zuerst  in  Form  zweier 
Tafeln,  denen  ihnlich,  die  wir  im  Ptolemaios  finden,  dann  spiter  im  Sinne 
der  tdte»  Sphärüt  umgebildet,  um  in  die  Neuans^be  dersdben  eingefügt  za 
werden.  Bann  wiren  diese  Sitze  zuorst  als  Hülftmittel  zur  Berechnung  der 
Obliquasoensionen  entstanden. 

Jn  der  That  ist  dies  nun  unwahrschdnlidL  Schon  um  das  Jahr  289  v.  Ohr. 
bestimmte  Timoeharis  die  Lage  der  Fixsterne  durch  Deklinationen  und 

obwohl  ich  lieber  annehme,  dafs  letetere  trigonometrisdi  war;  vgl.  unten  Sdte  116, 
Note  197. 
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BektaaoeiiBumeii  od«r,  was  auf  dasselbe  hermilcommt,  Stunidenwiiikel  (vgl. 
Ptolemaios'  l^fnkoBis  VH,  cap.  3)*'^);  die  dasu  notwemdigeii  loBtnuneiite, 
die  sogen.  Amiillen,  waren  aa&erdem  zur  Zeit  dee  Erato8thene8  sdion 
lange  bekannt*")  Zudem  dOrften  sieb  so  viele 
Probleme  der  Sonnenbewegimg  an  die  DeUina- 
tionen  und  Bektascensionen  der  Ekliptikponkte 
geknüpft  haben,  dafs  die  Untereaobmig  des 
Wadutomi  dieser  Bogen  sieh  sehr  früh  auf- 
dringen mofste.  Es  beruht  wohl  also  ledigUch 
auf  einem  Zofim,  dafs  wir  die  Szistenx  Ton 
Theodosios  m,  5—6  in  der  äUm  SpkäHk  nicht 
beweisen  kSnnen.  Jedenfidls  liegen  ae  ganz 
innerhalb  des  Bereichs  der  vareiMiditekm  BfÜtOrikf 
die  Beweismittel  (Theodosios  I,  6, 15;  n,  10; 

m,  1,  3,  4)  waren  Torhanden,  and  die  Sllse  sind  den  Obfiqnasoensioa  und 
Abendweite  behandelnden  (^mv.  8  xl  IS)  gua  IhnUdi. 

Die  Erweiterungen  Ton  Theodosios  m,  5 — 6,  nlmlich  m,  9 — 10 
haben  kein  Inieveeee,  nmsomehr  aber  Theodosios  III,  11. 

Kurz  abge£afot  sagt  dieser  Sats:  Wenn  der  Pnnkt  B  (Figur  46)  gans 
beliebig  swisoheo  0  nnd  M  gewihlt  ist,  so  wird: 

a 

Bemerken  wir  aber,  dafs  Ii  =  sin  90**=  sin  6,  =s  sin  so  sind  wir  schon 
dem  Sinnssatze  fUr  rechtwinklige  Dreiecke: 

sind       aina  a 

sin  fr,      sin  oi  a, 
gans  nahe.   Diesen  Sats  treffen  wir  aber  in  Menelaos'  SsMr9t  III,  2. 

Wir  sehen  also,  dab  Theodosios  seine  Anfinerksamkeit  auf  die  Figur 
AB^BMM^  lenkte.  Bedenkt  man  aber,  dalli  90^  5^  «  b  —  fr^  s  C, 
so  haben  wir  die  Figur  ÄB^CBMM^A ,  d.  h.  die  Figur  des  Satzes  des 
Menelaos.  Kurz,  wir  spüren  hier  die  Trigonometrie,  etwas  Neues,  wovon 
wir  in  der  alten  Sphirik  keine  Sporen  fanden,  nSmlidi  eine  Bestrebung, 
die  VerUUtmsse  der  Bogengrö&e  mit  denen  gerader  Linien  zu  Torgleiehen. 

131)  Ptolemaiott'  i^iyntaxis,  ed.  Kalma  II,  p.  14—20. 

132)  Vgl.  Taanery,  Vastronomie  oneieNM«,  p.  74—76  und  B.  Wolf,  GM. 
der  AMnm.t  p.  ISO. 

ISS)  Theodonios'  Beweis  ist  ganz  elemcntar-stereometrisch  und  wird  durch 
einen  malten,  schon  in  Euklids  OpHk  bewiesenen  Satz  (vgl.  unten  Seite  11^  er- 
ledigt Dieser  Sats  kommt  dem  uasrigen:  "  <!^^     Z>«>ß  gl«ioh.  Dafs 

sin  a  :  sin  <  a  :  a, ,  wenn  nur  a  >  a, ,  war  schon  Aristarch  bekannt  (vgl. 
unten  Seite  lU). 


Digitized  by  Google 


80  FOnftM  S*pit^l.  Menelüofl*  xweiies  Buch. 

In  diesem  Satie  wird  das  VeriUHtiiis  swisohen  dem  beliebigen  Ekliptikbogen 
und  der  entsprechenden  Bektascensionsdifferrax  mit  einem  Dnrehmesserver» 
UUtnis  vergUdien,  im  folgenden  (Theodosios  HE,  12)  das  VerhSltnis  zwi- 
sdien  dem  Ekliptikbogen  und  der  entsprechraden  Obliqnascensionsdiflferens. 
Kurz  abge&Tst  sagt  nftmlioh  Theodosios  m,  12  (Figur  47): 

wo  natOrlieh  a  als  die  Oi  entspredielide  Obliquasoennonsdiffinreni  ao^e&bt 
in^erden  mnfii. 

Eine  Bestfttignng  daittr,  dalk  wir  hier  einen  Pmkt  berflhren,  der  mit 
der  Trigonometrie  historisdi  in  gewisser  Yerbindong  steht,  finden  wir  in 
Menelaos'  drittem  Buch.  Da  wird  nlmlich  der  erste  dieser  zwei  Sfttse 
^heodosios  111,  11)  trigoiwmdiMi  bewiesen.  Wie  alt  sind  aber  die 
Sfttse?  In  der  ol/en  S^phärik  erstei»  standen  sie  noher  nicht  Dagegen 
wKre  es  sehr  natdflich  anzunehmen,  dafe  Theodosios  sie  aus  irgend  einem 

trigonometrischen  Werk  abgeleitet  und  seiner 
Nenaosgabe  der  aUmSpkärik  hinzugefügt  habe. 
Es  scheint  aber,  daft  Theodosios  auch  nicht 
auf  diese  Sitze  Anspnudi  hat;  denn  nach  der 
Geriiardschen  Übersetzung  von  Menelaos' 
S^pMrik  sdireibt  dieser  wenigstens  äsa  eisten 
dem  Apollonios  zu.'**)  Ist  diese  Überliefe- 
rn]^ richtig,  und  ans  inneren  Gründen  kOnnen 
wir  keinen  Einwand  dagegen  anfuhren,  so 
sind  die  Sfttse  nicht  ron  der  schon  erfondenen 
Trigonometrie  abgeleitet,  sondern  stehen  viel- 
mehr mit  ihrer  Erfindung  in  der  innigsten  Verbindung  und  bezeichnen  wahr^ 
scheinlich  die  ersten,  tastenden  Versuche,  BogenverhSltnisBe  aaf  der  Kugelober- 
Mche  mit  VerhSltnissen  geradw  Linien  zu  Torgleichen.  Jal  wenn  wir  beaditen, 
dab  die  Sfttse  offenbar  aus  der  Besohftfldgnng  mit  dem  Bektasoensions-  und 
Obliquascensionsproblem  entstanden,  und  dab  man,  während  des  Studiums 
der  Tortrigonometrisehen  Behandlungen  dieser  Probleme,  wieder  und  wied^ 
auf  eben  die  Figuren  stöfiit,  die  wir  in  den  drei  sphftrisch-trigonometrisehen 
Hanptsfttaen  in  Menelaos'  drittem  Buch  kennen  leinen  werden,  so  ge- 
winnt die  Vermutung  an  Wahrscheinlichkeit,  dafs  die  Erfindung  der  Trigono- 
metrie, wenigstens  der  sphftrisohen,  am  Ende  auf  derartigen  Figurenbetrach- 
tungen  beruht,  zu  denoi  die  Bestrebung,  die  widerspenstigen  Obliquaseensionen 
zu  bewSltigen,  Anlab  gab. 

134)  Vgl.  unttiu  Seite  117. 
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Sechstes  Kapitel 

Menelaos'  drittes  Buch  und  die  spMrisclie 

Trigonometrie. 

a.  Übarbliek  über  nnsrnre  Kenntnlflse  der  grleoldBolini  Trigonometrie. 

Bevor  wir  zur  Bt  handluiifr  von  Menelaos*  drittem  Bueb  übergehen, 
wollen  wir  einiire  Bemerkungen  vorausschicken  über  dii'  Kenntnis  der  Trigouo- 
metrie  der  Griechen,  die  man  ohne  liücksicht  aui  Menelaos'  >S})iHirik  er- 
worben hat. 

Die  genauesten  Untersuehungen  über  die  Trigonometrie  der  Alten 
stammen  von  Delambre  und  v.  Braunmühl.**)  Delambres  Darstellung 
ist  jedoch  mit  Vorsicht  zu  ])enutzen,  weil  er  die  alten  und  die  modernen 
Methoden  so  in  einander  mengt,  dai's  man  schwer  herausbringt,  was  ihm 
selbst  und  was  den  Alten  geh(5rt. 

Sonst  hat  man  sich  meistens  mit  den  Kenntnissen,  die  sich  Ptole- 
maios'  Sifntaris  entnehmen  lassen,  zufrieden  gestellt;  nüt  R«cht  hebt  aber 
Tannery'^**)  hervor,  dafs  man  mit  Ptolemaios  als  einziger  Quelle  ein  sehr 
unsicheres  Bild  von  der  alten  Trigonometrie  bekommt,  und  v.  BraunmühP"), 
dafs  wir  an  Meuelaos"  drittem  Much  eine  (Quelle  besitzen,  die  bisher  nicht 
in  der  wünschenswerten  Weise  gewürdigt  wurde. 

Ein  kühnes  Bild  der  Ertindung  und  stutenweisen  Entwickelung  der 
Trigonometrie  ist  von  Tan  n er y entworfen.  Leider  hat  er  doch  Mene- 
laos'  drittes  Buch  ganz  auiser  Aciit  gelassen.  Es  ist  dies  um  so  mehr  /u 
bedauern,  weil  er,  mit  seiner  beneidenswerten  Fühigkeit,  die  geschichtlichen 
Vorgänge  auch  da  zu  ahnen,  wo  die  Urkunden  fehlen,  durch  eine  genaue 
Ihitersuchuiig  von  ilenelaos'  SphäriJ:  mit  so  gutem  Material  wäre  verseheO 
worden,  dafs  er  sicher,  die  Entwickelungsgeschichte  der  Trigonometrie  vor 
Menelaos  ganz  klar  zu  legen,  vermocht  hätte. 


Da  wir  in  der  folgenden  Untersnchong  öfters  auf  Ptolemaios'  Sifn- 
taxis  hinweisen  müssen,  werden  wir  gleich  die  trigonometrischeii  Grand- 
formeln, die  sich  in  diesem  Werke  finden,  anfahren. 

i'6b)  DcUiubre,  Histoire  de  Vastronomie  tmeimM  1  —  2;  v.  Brauuiuühl, 
GfesdUdUe  der  TrigomomdriB  I. 

186)  Tannery,  Vattnmomie  «meiamt,  p.  806. 

187)  Braun  mahl,  L  c.  I,  p.  16.       188)  Tannery,  L  e.  p.  67^68.  ' 
Abb.  B.  Gflwh.  d.  auUi.  WlWMMeh.  XIY.  8 
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Zar  Bereclinung  der  Sehneutafel  dienen  folgende  Siit/,e  aus  der  Trigono- 
metrie der  Ebene,  die  wir  in  die  uns  gelän%e  Fonnelq[»ra6he  flbertragen 
haben  * 

1.  crd.  as— crd.  (360"  ;       entspricht  unserer  Forraai  sin  a  =  sin  (jr  :  «). 

2.  crd.'  x  -\'  crd*  (180**        s        entspricht  unserer  Formel  sin  *a 
-j-  OOS*  a  «  1. 

3.  der  sogenannte  Sats  des  Ptolemaios: 

oord.  a  •  crd.  (c-r-h)^  ord.  c  •  ord.  («  -f-  6)  +  crd.  h  •  crd.  (c  -j-  a). 

4.  crd.  Y  =  ]/r  [2r  -^  crd.  (ISO*     a)\ ,  entspricht  unserer  Formel: 


.    X       1/1  V  CDS  j; 

Sin  Y 


6.  Wenn  a>l»,  wird  ^^<|- 

Einzelne  andere  Beispiele  der  Methoden  zur  Auflösung  ebener  Drei- 
ecke geben  uns  Tannery  (1.  c.  p.  305)  und  t.  Braunmflhl  (L  c  p.  23 
und  27),  und  zwar  immer  nach  der  SjfnkuM. 


Mit  Hülfe  von  Menelaos'  Satz  (^SjthäriJ:  TTI,  l)  wird  im  Ptolemaios 
eine  Beihe  sphärisch -astronomischer  Berechnungen  erledigt.  Darin  tiiulm 
wii'  implicitc  —  denn  es  wird  als  trigonometrische  Funktion  ausschliefslii  h 
die  Sehne  des  doppelten  Bogens  (i)  vrxh  z^v  iirtlTfii)  verwendet,  und  sin  1*0®, 
d.  h.  ^  crd.  180°  wird  nicht  als  Einheit  genomnieu,  sondern  i,'leich  r  oder 
ßQpartoa  gpsetzt  —  folgende  sphärisch -trii^ononietrisehe  Formeln,  die  sich 
alle  auf  das  bei  A  rechtwinklige  Dreieck  ABC  beziehen '^"j: 
(I)  sin  c  =  sin  a  sin  C 

(H)  tge«sindtgC7 
(m)  OOS  a  a  008  c  cos  & 

(IV)  tg6=tgaoosC. 

Es  fehlen  die  wahrscheinlich  erst  bei  den  Arabern  entdeckten  Grond- 
formeln: 

(V)  cos  C  =  cos  c  •  sin  B 

(VI)  cos  a  =  cot  C  •  cot  B. 

Auch  in  anderen  Werken  von  Ptolemaios  bekommen  wir  Aufschlüsse 
Ober  die  griechischen  Berechnungsmethoden. 


189)  Tgl.  Tannery,  1.  c.  p.  801—806;  und  t.  Brannnflhl,  1.  o.  p.  19— tt. 
140)  Yffl.  wieder  Tannery,  L  e.  p.  801—806;  und     Braunmflhl,  L  c 
p.  M— 26. 
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In  einer  sdir  genanfin  üntenoehmig  hat  Delambre^)  naehgowieem, 
dafo  dieselben  ^blriflch-aefaronoiniMlMn  Piobleme,  die  in  der  SgnäasM  geldat 
wurden,  in  nnem  nur  in  lateinischer  Übevsetnug  ttbearlieferten  Werke  mit 
dem  Tüd  »^kwiiqxIMHNm''  erledigt  sind.  Die  darin  angewandten  Methoden 
benihen  avf  «br  nadi  Delambre  schon  Hipparch  genau  bekannten  sfereo- 
groj^kittiim  Fn^MonM'^*)  Leider  sind  wir  genötigt,  die  Flaniq>hb<en  ans 
unseren  üntersnofanngen  ansnisdilieihen. 

Auch  Delambre^*)  hat  znerst  darauf  anfmerkaam  gemacht,  dab  in 
Ptolemaios'  Schrift  ^bwli^fifumis'^)  eine  Methode  snr  Verfnrtignng  von 
Sonnenuhren  Torkmnmt,  die  einer  trigonometriMihen  gleidikommt. 

Diese  MeÜiode  besteht  in  der  Orlliogonalprajektion  der  Kngel  anf  drm 
ni  eniander  senkrechte  Ebenen,  den  Meridian,  den  Horisont  nnd  den  Verti- 
kalkreis. Braunmühl*'^)  hat  sie  als  eine  rein  graphische  Methode 
anflftisHftn  wollen.  Wir  geben  gern  tu,  dalh  dieselbe  an^gs  rein  graphisdi 
gewesen  ist,  mllssen  aber  Zeuthen^)  darin  Beoht  geben,  dab  sie  deh  in 
Ptolemaios'  Wenk  in  eine  ItigemmdntekB  entwickelt  hat.  Es  wardm 
lAmlidh  die  zn  besfefanmenden  GrBAen,  sobald  nur  die  Mittel  ra  ihrer  Be- 
rechnung da  sind,  bereits  als  dtioftha  (gegebene)  beaeichnet,  womit  auf  die 
Ißtglidikeit  einer  Beredmnng  mit  Hfilfe  der  Sehnentaftl  hingewiesen  wird. 
Unten  werden  wir  nach  Zeuthen  ein  Beispiel  von  der  AnflOsong  eines 
sdiiefwinkligen  sphirisofaen  Drmedcs  angeben,  das  auf  diese  Wdse  eriedigt  ist. 

Yorent  mfissen  wir  aber  einige  Bemakungen  «nscbaltent 

Wie  Zeuthen  meinen  wir,  dab  es  unberechtigt  ist,  in  Hipparchs 
Worten:  ^dii  tüv  y^fifiAv^^  eine  Anspielung  auf  eine  rein  graphische 
Methode  exblieken  m  wollen.  Wenn  aber  Zeuthen  in  der  Bestimmung 
des  Tagebogens  eines  Fixsterns  im  Amäemma  (ed.  Heiberg  p.  18) 

141)  Delambre,  1.  e.  IT,  p.  433—457. 

141')  Taunery,  1.  c.  p.  6ü — 55,  meint,  dui'ä  die  Eriindung  der  atereographi- 
achen  Projektion  bi«  auf  Apollonios  zorflckgcht,  dafs  aber  die  damit  verbundene 
trigonometriadu  Methode  dön  Ptolemaioi  gehört. 

US)  Delambre,  1.  c  II,  p.  468—608. 

143)  Ediert  von  F.  Commandinus  (lateinisch)  1562.  Die  lateinische  Über- 
Setzung  hat  Heiberg  mit  einem  grierhiHfhen  Mailiinder-Palimpseat  verglichen, 
Zeitschr.  f.  Math.  u.  Physik  40,  Supplement,  p.  1—30. 

144)  V.  B raun m Ahl,  1.  c.  p.  10—13. 

146)  Zeuthen,  Note  «tcr  la  fri^onom^  de  VanUquUi,  Bibl.  math.  1900, 
p.  20—87. 

146)  Hipparchi  Cmmentaria,  ed.  Manitius,  p.  160,  i;  t|^.  oben  Seite  69, 

Note  115. 

147)  Diese  Bestimmung  des  Tagebogens  (2a)  durch  die  Deklination  (d)  und 
die  Polhohe  (tp)  kommt  der  durch  die  Formel  cos  a  tg  qp  tg  d  gleich;  vgl. 
Zeuthen,  L  c  p.  86. 
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genau  die  Methode,  auf  die  Hipparch  in  seinem £!Emime;)/ar  hinweist,  zu  finden 
glaabti  80  schiefst  er  mit  dieser  Schliifsfolgenuig  doch  über  das  Ziel  hinaus. 

Was  die  verhllngnisvolleu  Worte:  „dt«  x&v  y^(ift&v^'  betrifft,  80  dfirften 
de  eine  noch  aligemeinore  Hedeutung  haben,  als  sowohl  v.  BraunmÜhl 
als  Zeuthen  annimmt.  Sie  hei^iehen  sich  nämlich  auf  jede  geometrische 
Methode  oder  Darstellung  durch  Figuren  im  Gegensatz  zu  anderen  Methoden, 
wie  z.  B.  instrumentalen  oder  rein  rechnerischen.  Als  Beleg  kann  folgendes 
dienen:  Während  diese  oder  gleichbedeutende  Worte  in  Ptolemaios' i%Ria2ts 
(ed.  Heiberg  I,  p.  31,  5  und  32,  1)  und  in  Theons  Kommentar  (Baseler- 
au^iabe  p.  39,15  und  22)  offenbar  auf  die  geometrischen  Hülfssätze  zui*  Be- 
redmung  der  8ehnentafel  gehen,  so  beziehen  sie  sich  in  Ptolemaios'  Ana- 
lemma (p.  15)  auf  die  geometrische  Ortbogonalprojektion  im  Oegeosata  ta 
einer  rein  instrumentalen  Methode. 

In  Ptolemaios'  Sgntaxis  II,  cap.  0  (ed.  Heiberg  1,  p.  142,6)*") 
und  Vm,  cap.  5  (ed.  Halma  H,  p.  104, 19)"*)  und  Vni,  cap.  6  (ed.  Halma 
n,  p.  108,  6  imd  110,  15)  gehen  aber  dieselben  W^orte  dta  x&v  y^ufi^v 
oder  yganfux&v  Sel^etov  auf  die  cqmtQUutl  ötl^etSy  d.  h.  auf  die  Anwendungen 
von  Menelaos'  Satz  zur  Lösung  sphärisch -aabonomischer  Probleme  durch 
Fignrenbetrac))t\ing  und  Berechnung.  Nun  gehen  aber  die  beiden  ersteren  ans 
der  SirnUma  hur  zitierten  SteUm  aof  den  Inhalt  der  Kapitel  »»e^l  t&v  xoü 
6tu  (tittav  x&v  ^a6im¥  mMUw  nal  xoü  ier){t£Qtv(yS  tfvvava^opSv"  und  „:rf^l 
avvccvaroXcov  etc.  .  .  .  xnv  aTtXav&v^,  d.  h.  eben  auf  die  Kapitel,  die  den- 
selben Titel  haben  wie  auch  die  swei  verlorenen  Abhandlimgen  des  Hip- 
parch, auf  die  er  selbst  und  Pappos  hinweisen.'^) 

An  den  betreffenden  Stellen  in  der  Sgntaxis  findet  sich  nun  eben  die 
Belation*'*)  swischen  den  Grdfsen  a,  <p  und  d,  und  sie  wird  direkt  anf- 

148)  Diese  Stelle  lautet:  „'Dr»  0h  t&9  &pa^oQi»&v  Z9^****  n^oml- 

yUvov  XQ^nov  ijulv  iwtB^ti^vmp  t^lipna  rä  loi:ta  nävxtt  ytvi^aexut  x&v  fi^  toHxo 

TO  lUQog  evvTtivovToor,  xal  o^xt  yffau  uiyCir  df!i,fcav  tzqu^  ^xarrrtr  uvrCor  (Jtjjffd- 

^01»  fffrat."  Die  Worte,  mit  denen  II,  cap.  9  anfängt,  beziehen  sich  auf  II,  cap.  7 — ö. 

149)  Diese  Stelle  lautet:  „To^tmp  d*9^ms  lxi{if«ov,  oi  lUv  TAy  ikt^ti^  lucl 
%1^g  tb  nivfftop  to9  ^^lUo  9m9WfdptMf  ewttpuxolAv  xt  «al  «/ft^uovQ«9i^amp 

xal  cvyncixttdvasmv  xq6voi  a^i^tp  0i€c  fiovav  x&v  yQafificbv  cinb  x^e  natu  tuv 
&axhQta\ihv  ui'T&v  rjfiTv  Svvctvrai  Xcqißctvt6&c<i ,  äiu  t'd  y.(d  tu  Gt]utT(c  rov 

diu  utator  rwr  ^udior,  otg  ^nceßro^  rüjv  aTtlea'tov  ßv^iutßovQtn'i'i  xi/)  ßwciraTiAXti 
»ai  evyxaradvvHy  dtixvva&ai  ypafifii xü^-  diu  xäiv  vnoxitfitvtav  i^niii/i^^iuriüp.^* 

160)  Vgl.  oben  Seite  70  und  die  Noten  116^118. 

161)  Diese  Relation  heifst  in  der  ^ftUaxia  II,  cap.  8  und  7: 

sin  <p  ein (90°— d)    sin («  —  90") 

■in(»0»— 9)  sin  d      '     sin  90«  » 

d.  h.  sin  (tt  —  90*)  »  tg  9  •  tg  #  (vgl.  Note  147,  vorhergehende  Seite),  wo  «  and  9 
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gestellt  durch  Menelaos'  Satz,  während  die  gleiche  Belation  sieh  iai  Atuh 
lemnm  nur  iniplicite  findet. 

Wir  dürfen  deswegen  annehmen,  dafs  Hipparchs  Worte  öuc  t&v  yfftt^' 
(t&v  denselben  Sinn  haben  wie  in  der  Si/ntcueis.  Somit  bedeuten  sie  ganz 
ein£udi,  dafis  Hipparch  in  seiner  Abhaadlnng  nsgl  ovvavaT<^L&v  dunoh  Fi- 
guren auf  der  Oberfläche  der  Kugel  (afpcnQiy.cd  dttj^tg)  näher  erörtert,  wu 
er  im  Kommentar  lediglich  an  Beispielen  ohne  geometrische  Nachweise 
zeigt.  Eino  indirekte  Bestätigung  dieser  Annahme  finden  wir  darin,  dals 
Menelaos'  Satz  schon  ror  Menelaos  bekannt  war,  und  dafs  aUe  die 
Probleme,  für  die  in  Hipparchs  Kommentar  die  Beweise  fehlen,  in  der 
That  in  den  zwei  erwähnten  Kapiteln  der  Syntaxis  (II,  7  und  Vül,  5)  mit 
Hülfe  von  Menelaos'  Satz  und  der  Sehnentafel  geldst  werden. 

Wir  glauben  somit,  dalk  Hipparch  in  seiner  Abhandlung  ntf^l  x^g 
xtbv  iß'  ^adCcov  ooft^poffig  ganz  wie  Ptolemaios  in  der  Syntaxis  II,  cap.  7 — 8 
sich  ein  Kavöviov  r&v  ttvctq)o^S>v  (d.  h.  eine  Bektascensions-  und  Obliquas- 
oensionstaiel)  berechnet  hat.    Femer  hat  er  dann  in  seinem  Werke 

^wavmoX&v  durch  Anwendung  von  Menelaos'  Satz,  d.  h.  dta  x&v 
yQctfili&v  und  mit  Hülfe  der  Sehnentafel  und  der  Obliquascensionstafel  die 
Beweise  und  die  Berechnungen,  deren  Resultate  er  im  Kommentar  angiebt, 
genau  erörtert.  Eine  kurze  Übersicht  der  von  Hipparch  in  dieser  Er^ 
örterung  benutzten  acpaigmal  dgt^ßig  giebt  Ptolemaios  dann  in  dw  <^yf^- 
taxis  VIII,  cap.  5  im  Anschluß  an  seinen  Fixstemkatalog. 

Damit  wollen  wir  keineswegs  behaupten,  dafs  die  Analemmakonstruk- 
tionen  neueren  Datums  sind  als  die  ö<paiQi7ial  öii^^ig]  nnr  stehen  erstere 
nicht  in  direkter  Verbindung  mit  der  Erfindung  der  Trigonome^e,  sondern 
bestanden  vielleicht  lange  vorher  als  eine  mehr  primitiTe,  rein  graphische 
Methode.  Später,  da  die  Sehnentafeln  vorhanden  waren,  führte  man  bei 
den  Sonnenuhrkonstruktionen  die  durch  die  Tafeln  bestimmbaren  Gröfsen 
auf  diese  zurAck,  indem  man  sie  als  „gegebene**  bezeichnete.  Dafür  spricht 
sowohl  die  ganze  Abfassung  und  Form  des  Analemmas  als  aneh  der  Um- 
stand, daifo  die  0^pM(faMA  Öt^itg  im  Gegensatz  zu  den  Analemmakonstaruk* 

sich  auf  einen  Funkt  der  Ekliptik  beziehen.  —  I)i»  se  Berechnung  haben  wir 
schon  oben  Seite  78  genau  zitiert  und  dem  Hipparch  beigelegt.  —  In  der 
StftUaxit  Vm,  cap.  5  wird  genau  dieselbe  Relation  gefunden,  nnr  beziehen 

sich  ß  und  d  diesmal  auf  l  iiiPii  Fixstern,  und  die  Relation  dient  dazu, 
Punkte  des  Äquators  utuI  di-r  Ekliptik,  die  ^leichzcitiLT  rnit  d<Mi  FixHtt'rnen  auf- 
und  unt>'rnr,.lH'n ,  mit  lli'ilfc  der  i,'leirliz»»itifr  kulniiniert'iKit'n  l'unktn  zu  finden", 
vgl.  SynUuis,  ed.  Halma,  11,  p.  luü,  14 — 1».  Ea  iat  aber  die«  eine  Aufgabe,  die 
Hipparch  Idmn  muTste,  um  die  Zahlenwerte  in  aehiem  Kommentar  ausfindig  zu 
machen,  wenn  et  Oberhaupt  trigonometrische  imd  nicht  tma  instrumentale  Me- 
thoden benutzte. 
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tionen  direkt  auf  Berechnuiig  abiielen  und  auch  von  Ftolemaios  der  Sehnen- 
tafel  direkt  beigefügt  werden. 

Die  Berechnungen,  die  Zeuibon  im  Analnmna  gefunden  and  nach- 
gewiesen hatf  kommen  folgenden  modernen  Formeln  glcidi: 

A.  für  das  reohtwinklige  spbärische  Dreieck  den  obigen  ans  der  l^fth 
tams  herausgezogenen  I,  II  und  lY  (vgl.  oben  Seite  82). 

B.  für  du  schiefwinklige  Dreieck  den  xwei  Formeln: 

cosa««ooB5  co8e-|-nn  &  sine  oosii 

und 

UlB"  _wn  &  sin 

*  i'os  b  sin  c  '■  sin  h  cos  c  cos 

die  sieb  beide  auf  das  Dreieck  ,,Südpol  —  Nadir  —  Sonne  (auf  der  südlieben 
Halbkugel  über  den  Horizont  gelegt)"  beziehen,  d.  b.  auf  ein  Dreieck  mit  den 
Seiten  90*-T-tf,  !•()" -|~ 9()"-:-y,  wo  die  den  zwei  ei'stgenannten 
Seiten  gpgpnttlier  liegenden  Winkel  w  und  180**  1  berechnet  werden 
(d  die  rieklination  der  Sonne,  /i  =  die  Sonnenhöhe,  g>  =  die  PolhÖhCi 
w       das  Azimuth  der  Sonne,  t  =  der  Slundenwinkol  derselben  l 

Bemerkenswert  ist,  dafs  Ptolemaios  in  der  SifrUaxis  VlU,  tap.  (ed. 
Halma  n,  p.  104—  5)  mit  UOlf  0  von  Menelaos'  Satz  und  einer  geschickten 
Anwendung  der  Deklinationstafel  eine  ganz  ähnliche  AufÜwung  eines  stbief- 
winkligen  Dreiecks  erreicht  bat.  Er  findet  n&mlinh  hier  die  Deklination 
und  Rektascension  eines  durch  Breite  und  Liinge  gegebenen  Sterns,  d.  h.  er 
löst  das  Dreieck  Stern — Weltpol  —  Pol  der  Ekliptik.  Es  mufs  aber  immer 
scharf  betont  werden,  dafs  bei  diesen  Auflösungen  schiefwinkliger  Dreiec  ke 
weder  im  Analemyna  noch  in  <lr'i  Sittita.ris  von  einer  Kenntnis  der  betreffen- 
den aUgemeinen  Formeln  die  Bede  sein  kann. 


Die  Berechnungen  von  ebmen  Dreiecken,  die  wir  in  Ptolemaios* 
Sgfdaa»»  finden,  hat  uns  v.  Braun mübl  (1.  c.  p.  26 — 27)  dargelegt.  Wir 
gehen  nicht  naher  auf  diese  ein,  weil  wir  sie  im  folgenden  nieht  gebrauchen. 

Eine  andere  damit  in  Verbindung  stehende  Fnige  werden  wir  dagegen 
kurz  erörtern,  und  zwar  die,  ob  die  Griechen,  wie  Tannery ''''"^  vermutet, 
jemals  die  Sinusfunktion  statt  der  doppelten  Sehne  eingeführt  haben. 

Wenn  wir  Tannerys  Hypothese  nicht  beistimmen  können,  so  gescbiebt 
es  nicht  etwa,  weil  wir  keine  Spuren  von  einer  Sinnsfbnktion,  weder  bei 
Ptolemaios  noch  bei  Menelaos,  gefunden  haben,  sondern  vielmehr  weil 
wir  keinen  Qrund  sehen,  diese  Hypothese  an&ustellen;  denn: 

161*)  Tanner 7,  PaKr.  ane.  p.  68—67. 
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1.  solange  die  Cosinus-  und  Tanrrensfunktioncn  doch  nicht  eingeführt 
wai'on,  ist  der  Vorteil  des  Sinuses  statt  der  Sehne  praktisch  sehr  gering; 

2.  finden  wir  die  Annahme,  dafs  die  Sehnentafeln  die  Sinastalehi 
hätten  verdrängen  sollen,  in  jeder  Beziehung  sehr  unwahi'scheinlicli,  um  so 
mehr,  weil  wir  (vgl.  oben  Seite  79 — 80  und  unten  Seite  117 — 118) 

3.  guten  Orund  haben  anzunehmen,  dafs  die  EinfQhrung  der  Sehne 
als  trigonometrische  Funktion  in  inniger  Verbindung  mit  der  Erfindung  der 
Trigonometrie  steht. 

Es  scheint  uns  deswegen  viel  natürlicher,  anzunehmen,  daJjä  ein  anderes 
Yolk  als  die  Griechen,  und  zwar  ein  Volk,  das  mehr  Sinn  für  praktische 
Rechnung  hatte  als  diese  nnd  durch  keine  Tradition  gebunden  war,  diese 
Neuerung  gemacht  hat.  Dies  trifft  nun  gerade  in  Bezug  auf  die  Inder  zu. 
Deswegen  können  jedoch  die  indischen  Sinustafeln  von  griechischen  Sehnen- 
tafeln ihren  Ursprung  haben,  obwohl  wir  bezweifeln,  dafs  dios  der  Fall  ist. 

Noch  eines  ist  hier  zu  bemerken:  Die  Weise,  auf  welche  Ttolemaios 
die  Sehnentafeln  zur  Auflösung  ebener  Dreiecke  verwendet,  zeigt  einerseits, 
wie  leicht  die  Nachteile,  die  die  Sehnentafeln  den  Sinustafeln  gegenüber 
aufweisen,  sich  lungehen  lassen  und  in  der  That  umgangen  worden  sind, 
macht  es  aber  andererseits  fast  undenkbar,  da&  die  Sinosfunktion  dem 
Ftolemaios  bekannt  gewesen  sei. 

Greifen  wir  aus  den  zahlreichen  Beispielen  die  Auflösung  von  Dreieck 
BED  mit  dem  rechten  Winkelig  und  Z.i';=öl°30'  (Ptolemaios.  .V//«- 
taxis  XIII,  cap.  7,  ed.  Halma  II,  p.  410 — 420)  heraus:  i  BEI)  miCst  dann, 
sagt  Ftolemaios,  103  von  solchen  Graden,  von  denen  360  Grad  «  Hechte 
betragen  {xotovxmv  py,  o7<ov  at  dvo  o^al  t|),  folglich,  fiihrt  Ptohunaios 
fort,  ist  das  Verhältnis  der  Katheten  94 : 75  von  solchen  Teilen,  deren  1 20 
auf  die  Hypotenuse  gehen,  d.  h.  Ftolemaios  erreicht,  wenn  er  inmaer  die 
Winkel  und  gleichzeitig  auch  die  Hypotenuse  dopi)elt  rechnet,  die  Sehnen- 
tafel ganz  wie  eine  Sinustafel  verwenden  zu  können;  denn  in  der  Sehnen- 
tafel entsprechen  lOä''  und  77"  bezw.  94'"^*"'  und  75 

Ursprünglich  ist  Ftolemaios  zu  diesem  Verfahren  gekommen  durch 
Umschreibung  des  Dreiecks  mit  einem  Kreis,  in  welchem  die  Hypotenuse  dann 
Durchmesser  wird.  Das  zeigt  uns  nämlich  die  erste  Autlosung  ebener  Drei- 
ecke in  der  Syniaxis  (II,  cap.  5,  cd.  Heiberg,  1,  p.  99  -lOü);  v.  liraun- 
mtlhls  Darstellung  fl,  p.  26)  ist  somit  ganz  zutreffend.  Später  aber  wird 
in  der  Syniaxis  die  Umschreibung  nicht  mehr  envähnt;  alle  (iröfsen  werden 
gleich  verdoppelt,  das  Nachschlagen  in  der  Sehnentafel  direkt  erledigt,  ja 
sogar  ganze  Rechnungen  mit  den  doppelten  Werten  durehirefiihrt.  Die 
Griechen,  denen  dieses  Verfahren  nun  einmal  geläutig  war,  fanden  keinen 
Grund,  Neuerungen  emzufähren;  die  Inder  dagegen,  die  an  die  Tradition  nicht 
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gebunden  waren,  und  denen  diese  Methode  sehwertilllig  erscheinen  mufste, 
hatten  guten  Grund,  die  scheinbar  lediglich  formelle  Verbesserung  zn  machen. 
Dafs  diese  Verbesserung  in  ihren  Konsequenzen  sich  als  eine  sehr  wichtige 
erwies,  indem  sie  die  Einfiilirung  der  Cosinus-  und  der  Tangensfunktion  mit 
sich  führte,  hätte  man  ja  im  voraus  nicht  wissen  können. 

b.  Der  InliAlt  von  MenelM*  drittem  Baeh. 

III,  1.  (sog.  Menelaos'  Satz): 

Es  licLTtii  von  diesem  Satze  mehrere  Versionen  vor,  die,  obwohl  der 
Grundgedanke  der  Bewcisfühning  immer  derselbe  bleibt,  doch  sehr  ver- 
schieden sind.    Sie  teilen  sich  in  zwei  Hauptgrupix  n,  nämlich: 

1.  Die  Redaktion  in  der  Mauroly cusausgabe  (Quelle  unbekannt), 
—  die  arabische  Rezension  von  .\bu -Xasr-Mansur  (Cod.  Lei<i.  IK^O),  Ptole- 

maios'  iSi/niaxis  I,  cap.  V^  (ed.  Hciberg  I,  p.  74  ö.,  ed.  Halma  I,  p.  54  tf.) 
und  Theons  KoiHiDnilar  zu  Ptolcinaios  i  Baselerausgabe  p.  66  ff.).  Zwar 
weichen  diese  Ht  laklioiicn  in  Umfang  und  Te.xt  von  einander  abj  die  Haupt- 
figur (wie  liiToii  Buchstaben)  ist  aber  genau  dieselbe. 

2.  Die  Redaktion  in  Gerhards  I  bersetzung  und  in  der  Halley- 
ausgabe  (d.  h.  in  Jacob  ben  Afachirs  hebräischer  Übersetzung). 
Die  Hauptfigur  hat  hier  ganz  andere  Buchstaben  als  in  den  Kedaktionen  der 
ersten  Gruppe. 

Ich  ziehe  unbedingt  die  Redaktion  im  Cod.  Leid.  930  (  Abu-Nasr- 
Mansur)  vor,  die  ich  aus  folgenden  Giünden  für  die  ui-sprüngliche  Redak- 
tion des  Menelaos  betrachte: 

1.  In  diest'i-  IJedaktion  kommt  ein  Spezialfall  vor,  den  ich  weder  im 
l'tolemaios  noch  im  Theon  linde,  der  aber  in  den  Gerhardsehen  und  Jacob 
ben  Machirschen  Übersetzungen  wieder  vorkommt,  obwohl  mit  anderen 
Figurenbuchstaben  und  einem  ziemlich  abweichenden  Text. 

2.  Die  Figmenbuchslaben  fangen  in  dieser  Redaktion  nach  griechischer 
Gewohnheit  mit  JB,  F  u.  s.  w.  an  und  stinuuen  mit  denen  im  Ptolemaioä 
überein. 

3.  Die  Beweisführun*:  im  Btolemaios  kann  als  eine  verkürzt«'  Wieder- 
gabe dieser  Redaktion  autgctalst  worden,  was  dagegen  nicht  fiir  die  Redak- 
tion in  der  Maurolycusausgal)c  oder  für  die  der  zweiten  (Jruppo  zutrifft. 

4.  Wenn  wir  die  Uberlicfemni/  von  Isasr-Mansur  als  echt  annehmen, 
so  kormen  wir  gewisse  Erweiteruii_L,Mii  des  Satzes  im  Theon  dem  Mciw 
laos  zuschrf'iben,  während  umgekehrt  Nasr-Mansurs  Hedaktion  sich  niiht 
als  eine   Koininlation  aus  The(tri   erklSiren  lülst,   weil  der  oben  erwähnte 
SpeziaÜall,  der  den  Aienelaosrudaktioneu  eigen  ist,  im  Theon  fehlt. 
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Nach  Abu-Nasr-Mansar  ist  die  Beweiaf&hnuig  diese^*): 
Menelaos  III,  1  (Figur  48): 

Zicisdien  zwei  gröfsien  Kreisbogen  ADB  und  AEC  schneiden  sidt  'frr't 
andere  DZC  und  BZE  in  Z,  Alle  frier  Bogen  md  kleiner  als  ein  Ualb- 
kreie.   Zu  beweiitti  ist 

sin  CE         sin  CZ    sin  DB  »»«•) 

sin  KA       sin  ZI)   sin  BA 

Beweis:  Sei  //  das  Kugelzentmm.  ifan  ziehe  die  Halbmesser  JfZ.  HB, 
HE  und  die  Gerade  AI).  —  AD  und  BU,  die  in  derselben  Ebene  liegen, 
sind  entweder  parallel  oder 
nicht. 

Wenn  sie  nicht  parallel 
sind,  so  schneiden  sie  sich 
entweder  in  der  Richtung  D 
oder  in  der  Richtung  A. 

I.  AI)  und  BH  schnei- 
den skk  in  der  BidUung  A 
und  zwar  in  T. 

Man  ziehe  die  Geraden 
AKC  und  DLC.  Nun 
li^en  die  Punkte  JT,  L  und 
T  auf  einer  Goradeu,  näm- 
lich der  Schnittlinie  der  Ebenen,  die  durch  den  Bogen  EZB  und  das  Drei- 
eck ACD  bestimmt  sind. 

Zwischen  den  zwei  Geraden  AC  und  AT  schneiden  sich  also  zwei 

andere  CD  und  TK  in  L,   Folglich  wird  [Menelaos'  Satz  in  der  EbeneJ 

CK  _CL    B  T 
KA~~  LD'  TA  ' 


aber: 


CK 

sin  CJ?] 

KA'" 

sin  EA 

CL 

sin  CZ 

LD~ 

nnZD 

(Ptol.  i>ifnt.  ed.  Helberg  X,  p.  70), 


168)  MitteUnng  von  B.  Besthorn. 

In  dem  nxsprflnglichen  Menelaostezt  stand  sicher  wie  in  Qerhards 

Ubenetninip:  — ,       .  =     ,  .    ,  •  ,  •    Wie  die  Araber  und  Halley 

werdrii  wir  dit;  „corda  dujili  arcus"  mit  „sin"  ersetzen.  Es  kommt  uUmliih  auf 
dasselbe  heraus,  da  Menelaos  fast  immer  mit  Verhültnisseu  operiert.  Wenn  im 
folgenden  in  der  Wiedergabe  Ton  Menelaos*  8.  Bach  die  Sinnsfonktion  benutet 
ist,  mnb  der  Leser  sich  also  immer  erinnern,  dab  Menelaos  sicher  wie  Ptole- 
maios  ^  M  tifp  duiUiP  gesagt  hat. 
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DT 
TA 


Bin  DB 
»in  BA 


(Ptol.  StfnL  ed.  Heiberg  I,  p.  72), 


also: 


sin  CE      sin  CZ    sin  DB  . 
'siH  EA  "°  sin  ZI)  *  sin'  BÄ    ^'  ®  ^ 

Diesen  Beweis  finden  wir  in  Ptolemaios  SffnUuM^  wieder;  da  stehen 
auch  die  nötigen  Hfllfts&tee  ans  der  Geometrie  der  Ebene.  Diese  Hfilfiafttze  sind 

D 


Figur  4U. 

im  Henelaos  als  bekannt  yoraosgesetst  Sie  standen  also  in  einem  anderen 
Werk  Ton  Menelaos  selbst  oder  von  einem  sdner  Vorgftnger. 

n.  (Figur  49.)  AD  und  BK  aUuieUkn  sidt  in  der  Bküdung  A^  und 
swar  in  T. 

Wir  verlän>r*'ni  die  JJogen  BDA  und  BZE  bis  zum  Schnitt  auf  dem 
Durchmesser  BJl  in  K. 

Dann  wird  (mit  Anwendung  des  ersten  Teils  des  Beweises  auf  die 
Figur  DAKECZy. 

Bin  C;?      sin  CK    mi  AK 
sin  Z2>      sin  EÄ  '  wen  KD^ 

und  don^  Umtausch  der  Glieder: 

sin  CE      sin  CZ    sin  KD 
'unEÄ      sin  ifD  *  sin  ^  jr ' 

Nnn  ist  sin  KD  »  sin  DB  nnd  sin  KÄ  »  sin  BA^^),  also  wird: 

sin  CE  _  sin  CZ  »in_DJB  , 
8in  E  A  ~  sin  ZD  *  sin         '  ^'  ' 

Dieser  Teil  des  Beweises  fehlt  sowohl  im  Ptolemaios  als  bei  Gerhard. 
163)  SynUtxis  I,  cap.  IS,  ed.  Heiberg  I,  p.  74 — 76. 

154)  d.  h.  sin(»-:  a)»sinai  vgl.  die  Fomel  1  Seite  82  nnd  Ptolemaios, 
SynUixia  ed.  Heiberg  I, p.86;  vgl.Theons  iTommentor, Baseleransgabe  p.69  unten. 
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TTT  (Figur  50.)  Wenn  AD  BK,  so  verlängert  man  die  Bogen 
BDA  und  BZE  bis  zum  Schnitt  auf  BIf  in  T,  zieht  die  Geraden  AC 
und  HE,  die  sich  in  L,  VC  und  ZU.  die  sich  in  K  schneiden.  Der 
Schnitt  der  Ebenen  BLT  und  AJJC  vnrd  dann  ^  AD:  also  haben  wir 

CL        r'A'JW)  sin  et:  _  »in  CZ 


sin  i:«' Jl       sin  Zi> 


weil  aber  sin  i>J?  »  8iii.fi .ä^^^),  so  «iid: 

«in  CE   «in  CZ    sin  DB 

Bin  i?i  "~  sin  ifi>  *  sin  'l' 

Biesen  SperialÜBU,  der  in  allen  mir  bekannten  Meaelaosredaktionen  vor- 
kommt, treffian  wir  sonst  nidit  in  der  gxieehisohen  litteratnr. 


e.  d. 


Ftgnr  Ae. 


rv.  (Figur  51.)    in  licrsclbm  Fiyur  ADBZCE  güt  audi  die  Pro- 

Bin  CA  ■in/:B 
nn  AE      «in  DZ '  nn  BE ' 

Wir  Terlftngem  die  Bogen  CA  und  CD  bis  siim  Schnitt  in  T;  dann 

wird  (wegen  des  eben  Bewiesenen) 

8in_r^  ^  TD  ^  anJSB  ^ 
im  AE      na  DZ '  dn  BE'^ 

mm  ist  sin      —  sin       und  sin  TD     sin  CD***),  also  anch: 

sin   ^CD  Bin  Z  J 

sui\A.S 


1.  e.  d. 


sin  DZ  nnSE 

Diesen  Sats  finden  wir  im  Ptolemaios**^  ohne  Beweis  referiert,  im 
Theon***)  mit  einem  Ton  HI,  1'—™  unabhängigen  Beweis.  — 


155)  Euklid,  ElemeiUa  VI,  2. 

156)  PtolpTTiains,  Si^ntaxis,  ed.  Heiberg  I,  p.  70. 

157)  Vgl.  Fonnel  1,  Seite  82  oben. 
158}  Vgl.  Formel  1,  Seite  82  oben. 

169)  PtolemaioB,  Ssfnkaeii,  ed.  Heiberg  I,  p.  76. 

160)  BaaeleraoBgabe,  p.  67—68.  In  T&bit  ihn  Korrah,  De  figwra  seetoris 
spielt  dieser  Beweis  von  Theon  eine  grofse  BoUe. 
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Nach  moderner  Auffassung  uinfafst  Menelaos'  Satt  vier  Fälle,  indem 
die  Figur  auf  vierfache  Art  aU  ein  dnroh  eine  Transversale  geschnittenes 
Dreiet'k  betrachtet  werden  kann. 

Anscheinend  hat  Menelaos  nur  zwei  Fülle  behandelt,  und  zwar  1)  den 
Fall  des  durch  EZB  geschnittenen  g^rnfson  Dreiecks  ADC,  und  2)  den  des 
durch  AJ)B  geschnittenen  kleinen  E('Z:  indem  er  aber  sowohl  den  Fall,  da& 
die  Gerade  A  D  den  Durchmesser  durch  B  einmal  in  der  Richtimg  D,  dann 
in  der  Richtung  A  schneidet,  als  auch  den,  dafs  diese  Geraden  parallel  sind, 
behandelt  hat,  so  hat  er  den  Satz  so  verallgemeinert,  dafs  er  ohiit*  weiteres 
das  grofse  Dreieck  ADC  mit  dem  anderen  groisen  ÄEB  und  das  kleine 
ECZ  mit  dem  kleinen  J)BZ  vertauschen  kann. 

Es  seigt  sich  also,  dafis  im  Menelaos  der  Sobs  oUgemein  bewiesen  ist, 
und  zwar  m  der  knappsten  Form,  dafs  dornt  Ptolemaios  am  dirsem  Be- 
nds das  für  seinen  Zweck  Notwenditje  ausgetviätU  hat.  nährend  Theon^*^) 
(vgl.  V.  Braunmflhl,  Gesch.  d.  Triff,  I,  p.  16)  den  Beweis  mit  üherfUissigcn 
FäUen,  die  sich  auf  die  schon  bewiesenen  zurückführen  Uissen,  bescJnrert  half 
ein  Verfahren,  das  seinen  Höhepunkt  in  den  18  modi  bei  Tabit  ihn  Kor- 
rah"') erreicht 

Wie  so  oft,  aeigt  es  sich  auch  hier,  dafis  die  ülteste  Teztfom  die 

exakteste  ist 

Ob  der  Satz  des  Menelaos  dem  Menelaos  angehört,  wollen  wir 
später  erörtern,  doch  bemerken  wir  gleich,  dafs  er  nicht  als  Dreieckssatx 
formuliert  ist,  und  dafs  die  allgemeine  Formulierung  itffnacig)  fehlt.  Es 
kSnnte  das  ein  Zeichen  davon  sein,  dafs  der  Satz  ursprOnglioh  in  einem 
astaronomisehen  Werke  bewiesen  und  in  Menelaos'  Spkärik  fibergegangen  ist 


Beweis:  Sei  ^ÄH—DZ  und  LAUT^EZD,  so  wird 

A  EZB  ~  A  TIIA    (1,  14)    d.  h.  ^  TA      DE,  ->  JJT  =  EZ. 

161)  Haselerausgabe,  p.  tib — 7u, 

162)  Vgl.  V.  BrannmQhl,  Gtseh.  d.  IHg.  I,  p.  46;  v.  Braunmakls  Ver- 
mutong,  dafs  das  „lenma  in  18  modi«**  von  Tftbits  Schiift  herstammt,  wird 
durch  die  Untersuchung  von  Cod.  Arsenal.  1086  bestätigt;  vgl.  oben  Note  64. 


Menelaos  lU,  t2  (Figur  52): 

Wmn  in  den  spkOrisdten  Dreiedten  ABC,  DEZ 

LC^Z 
iA  =  lJ    und  oder 

1/.  6'4- Z=  180<> 

i/tyeben  ist,  ist  su  Ifeweism: 

Bin  AB  rfn  DE 

sin  BC      sin  EZ  * 


(1) 
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Je  nachdem  iÄHT=C  oder  L  ÄUT  ('  ^  1H0\  winl  ^  CK 
■^KH=  ISO«*  oder  ^CK-^KH  (1, 10),  d.  h.  in  beiden  F&Uen  sin  CK 
a  Bin  KH,  und  da 

«in  ITC      »in  KH  »in  TA 


(m,  1), 


so  wird 


mCB 


Bin  TA 
sin  Ät' 


d.  h.  ^  "i — 


ainDjß 


e.  d. 


sin  «in  DE 


n.  Umgekehrt,  wenn  i  Ä  ^  I)  und  — ^^'»  *^lg*> 

LC=^Z  oder  /.  C -j- Z  —  180  V«») 

Fflr  LA^D  und  /.0«Z-s90*  [der  8pe2ial&]],  den  Menelaos 
gelbst  meistens  ▼erwoidet]  hat  man,  wie  t.  Braunmflhl  geaeigt  hat,  den 
spSter  unter  dem  Kamen  „Befftda  quaüuor 
quanHiakm*^  bekannten  Sats,  wordber  siehe 
y.  Brannmilhl,  Getdt.  der  ^Mg,  I,  p.  17, 
47,  58—60,  81, 127—189  u.  s.  w. 

Fflr  DE^90^(^DZ)  nnd  LC 
mm  90*  geht  (1)  in  die  Qnmdfonnel  I 
fflr  reohtwinUige  Dreieeke  Uber. 

Es  ist  ffir  Ptolemaios'  Behandlung 
der  qihliiseh-trigonometEisohen  Probleme 
cbaiakteiistiseh,  dab  er  mehrmals  den 
Sats  des  Menelaos  anwendet,  anfih  da, 
wo  Menelaos  IH,  2  dizeÜ  anwendbar  ist,  so  dab  er  gana  eigentlich  die 
regnla  qoattaor  qnantitatum  (m,  2)  au6  Neue  beweist,  statt  auf  sie  als 
sdum  bekannt  himmweisoi.  Es  ist  dies  um  so  aofUlender,  weil  die  Bedi- 
nnng  durdi  Anwendung  von  III,  2  mit  Vormaligem  Nachschlagen  in  der 
Sehnentafel  eriedigt  wird,  y^tturend  die  Anwendung  von  Menelaos'  Sats 
immer  sechsmaliges  fordwt   Als  Beispiel  dient  folgendes: 

Zur  Berechnung  der  Deklinaticmstafel  wfirde  Menelaos  HI,  2  die  Formel: 


sin  i 
•in  d 


Hin  90° 
sin  c 


(1  die  L&nge,  d  die  DeUination  des  Ekliptikpunktes  und  t  die  Neigung  der 
Ekliptik)  gegeben  haben,  die  fflr  die  Bwechnung  leiditer  ist  als 

ein  90*      ein  90*  rinl 
■int  "ein*  'linM)«* 

die  wir  bei  Ptolemaios  {Ssftätueis  I,  cap.  14)  finden. 


168)  Das  CoTollar  in  IH,  S  in  der  Hallegransgabe  ist  vom  Heraosgeber  hinm- 
gefllgt 
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Ähnliche  Beispiele  finden  sich  in  der  Sjfntantis  TL,  cap.  3  und  cap.  11. 

Es  liegt  nahe,  anmnehmra,  dab  Ptolemaios  in  diesen  Fällen  eine 
ftitere  Methode  nachgeahmt  hat,  ohne  auf  die  von  Kenelaos  eingef&hrte 
Erleichtening  Bflcksicht  «a  nehmen. 

Menelaos  III,  Ii  (Fi^ur  53): 

Wenn  in  den  s^phärischen  Dreiecken  ABC  und  DEZ  gegeben  w/; 
/.il  —  D  — 90»,  £.<7=Z^90« 
und  H  und  T  die  Poie  der  Bogen  AC  und  DZ  sind»  dann  ist  tu  bewdsen: 


»in  Ali 
sin  AG 


»in  EJJ 


BinBH 
nn  et' 


Wir  legen  nämlich  die  Dreiecke  auf  einander  mit  £  Z  auf  t  ^d  der 
Satz  ist,  eine  direkte  Folge  von  ITT,  1.'") 

Tndem  sin  lUf  =  Qo^  AB  und  siü  ET  =  qo&  I^D,  sagt  der  Satz, 
modern  umgeschrieben: 

tg  AB      sin  /-N 

Es  ist  dies  die  „'Jantienlrn-  oder  Schatlenret/cl"  der  Ai-uber  (vgL  v.  BrauO" 
mühl,  fMsf//.  d.  Triff.  T,  p.  17  —  18,  5H,  67— (19  u.  s,  w  ). 

Für  ^  CA  =  =  90'^  geht  (l)  in  die  Grundfonuel  II  für  recht- 
winklige Dreiecke  über. 

Auch  die  Anweiidun»:  diosfs  Satzes  vermeidet  Ptolfinaios  und  be- 
weist ihn  jedesmal  aui's  ^ieue  durch  Menelaos'  Satz.    Beispiele  finden  sieb 

in  der  Syntnjis  I,  cap.  1(»;  TI,  cap.  3 
und  VITT,  cap.  .').  In  der  Beretli- 
nung  niacbt  es  jedoeb,  solantjo  ilie 
Taiigciisfuiiktion  iiiclit  aufgcstrllt  und 
eine  Taii^'entental'el  iiiebt  berechnet 
ist,  keinen  rii1er>rbie(l,  ob  III,  1  oder 
III,  3  verwendet  wird. 

Menelaos  IK,  4  (Figor  54): 
Wenn  in  den  sphäHedten  Drd- 
ecken  ABO,  DEZ,  wo  LA^^D 
und  iC»  Z,  die  ^  BS  und  ^  ET  geeogen  änd,  so  ist  das  Stnus- 

verhiäinis  der  Basensegmente  gMdt,  d.  h. 


sin  AH 
änDT 


Bin  CH 
sin  ZT 


164)  Das  Corollar  su  m,  8  in  der  HaUeyanagabe  rOhrt  Ton  Hallej  selbst  her. 
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Es  ist  dies  eine  direkte  Folge  von  III,  3,  da  beide  Verhftltnisse  gleich 

^-14-  sind. 
ig  ET 

HenelaoH  in,  5  (Figur  55): 

Obwohl  der  Text  dieses  Satzes  sowohl  in  der  Rezension  des  Nasr- 
Mansur  als  in  der  Gerhardschen  Übersetzung'  stellenweise  verdorben  ist, 
läfst  sich  der  lieweis  durch  Vergleich  dieser  zwei  Bedaktionen  mit  Sicher- 
heit wiederherstellen,  und  z\rar  so: 

Wenn  in  den  sphätischeti  Breieclen  ABG  und  DEZ  petfehm  ist: 

dam  ist  m  heweiim: 

Hin  (gg  +  GA)      Bin  (ßZ  -f  ZJT) 
■in  {BG  -r-  GÄ)     ein  (EZ  ^  ZD) ' 

Beweis:  Sei  nAmlieh 

und  analog 

^FZ=  ZQ  =  DZ. 

Mit  G  und  /  als  Pole  ziehen 
wir  die  gröMen  Kreise  bezw.  NSMH  und  liOC  T.  Denken  wir  uns  die 
Bogen  AS  und  AM  verlängert  bis  zum  Schnitt  in  A\  so  winl  ^  KG  -\-  G  A' 
—  180^  nnd  da  ^GM  =  so  wird  L  KGM  »  i  MGü  (I,  2Ü)  und 
analog    wird    i  QZC  ^  D 

=  l_  CZOy  nnd  weil 
I^G  =^  Z,  so  sind  alle 
diese  vier  Winkel  gleich. 

Analog  ezbilt  man: 

—  FZB  —  SZO 

nnd  scmiit  dnroh  Kon- 
gmenz 

^NS  =  liO. 
^SM=  OC. 
^  MU  =  C  T, 
also  auch 

Da  nun  die  zwei  Bogen  BL  nnd  HN  dnreh  die  vier  Bogen  AH^  AM, 
AB  nnd  AN  geschnitten  werden,  so  gilt: 


A' 


Figor  tS. 
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sin  liJj    sin  (iK      Hin  HN   sin  SM 
siu  lj(r    sin  Kli       sin  A'*S'     sin  MH 

Da  aber  ^  &ir »  i/6r,  werden  diese  Verliftltiuss« 

■in  BL  _  Bin  {BG  -f-  GÄ) 
—  im~jfi:£  "~  «in  (ßG  -:-  öil)  * 

Analog  erhält  man: 

sin  KF    sin  ZQ          sin  7' 7^    sin  OC 

siu  y  "Z     sin  (i^/*;        sin  }{0     »in  (T 

sin  KF         sin  \  EZ  -j-  ZD) 

sin  (^A'        sin  (A'/^  :  ZD)  | 

Die  zwei  Reihen  von  Verhältiiissen  (l)  und  (2)  sind  aber  gleich,  weil 
V  HN  =  TR,  ^NS  =  BO  iL  8.  w.  (s.  oben),  d.  h. 

»in  (BG  +  GA)  _  Bin  (Jg;?  4-  ZD) 
«n  (B<?  -^  GJ.)  ~  sin  {EZ -i-  ZD)  ^' 

Wie  Brannmfllil^*^)  sohon  bemerkt  hat,  liegt  in  diesem  Sati  die 
moderne  Fonnel 

gin  (a  -\-  h)       1  -f-  C 

-  -  .  .  - 

sin  (a  :  1  :  coB  C 

da  es  ja  schon  bewiesen  iaL  daJb  das  Verhiltais      ^-  i^!'^  in  swei  Drei« 
*  ^  sm  (a  —  0) 

ecken  mit  gleichem  C  gleich  wird  (die  Voraussetzung  ^  » D  90' 
wird  in  Meuelaos'  Beweis  scheinbar  nicht  gebraucht). 

Das  interessiert  uns  aber  nicht  so  sehr,  wie  die  Voraussetzung,  die  in 
der  Behauptung  der  Gleichheit  der  Verhältnisse  (l)  [oder  (2)]  liegt. 

Es  ist  nämlich  dies  nichts  anderes  als  die  l*roJektivitdt  der  Doi}- 
pelvet'liültiilsfie  auf  der  Kugel,  dir  hier  ohne  irgend  einen  Beweis 
als  bekannt  vorausgesetzt  wird.  Nicht  nur  ist  es  an  sich  interessant,  zu  er- 
fahren, dafs  dieser  Satz,  den  Griechen  bekannt  war,  sondern  wir  können  für 
die  Geschichte  der  Trigonometrie  aus  der  frühen  Existenz  dieses  Jahrhunderte 
lang  begrabenen  Satzes  wichtige  Schlüsse  ziehen. 

Die  eigentümliche  Uber  liefe  nmgsgeschichte  dieses  Satzes  zeigt  uns,  wie 
er  nach  und  nach  verschollen  ist. 

Die  Araber,  die  den  Satz  ohne  Erklärung  vorausgesetzt  fanden,  ver- 
zweifelten daran,  ihn  verstehen  zu  k<'>imen. 

Ahu-Naisr-Maiisiir  sagt^*^):  ,,/«  Bezug  auf  diesen  Bnreis  drückt  sich 
Menelaos  sehr  unMor  aus.  enfircdcr  ireil  er  ein  Litbh<ibe.r  von  Schtcierig- 
keiten  war,  um  über  sein  Buch  Dispute  zu  erregen,  oder  aber  ued  er  im 
Besitz  von  allem  war,  was  er  zum  Beweise  notwendig  huite.  "    Nach  dieser 


166)     Braunmfihl,  1.  e.  p.  18. 
166)  Mitteilung  von  Beithorn. 
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Bemerkang  giebt  Nasr-Mansur  dann  emen  anderen  Beweis  von  eigener 
Bifindong. 

Al-Hamri^***)  giebt  nur  verstömmelte  Andeatongen  von  Menelaos' 
Beweifli  fligt  mittels  des  SinossatMS  einen  aadomi  Ton  sieh  selbst  hinsn  nnd 
sagt:  ,pEb  iit  diu  der  Beweis,  de»  tcl  gu  dieum  SaUie  honttmieri  haibep  und 
mf  wMm  MenelaoB  mupieU,  indem  er  dnrtk  Fsshdale  no(h  meftr  be- 
weist." 

Oerbsri  toH  OremolMy  dessen  Übersetiong  sonst  Ton  mathematisehen 
Ungenanigksiten  liemlieh  firei  ist,  bringt  eben  in  diesem  Beweise  mdirere 
Fh»poirtionen,  die  fidsdh  sind,  indem  «r  bier  den  Beweis  offenbar  ebenso' 
wenig  verstanden  bat  wie  der  Besensent  der  ibm  voriiegenden  arabischen 

ISnem  anonymen  Kommentator  der  Gerhaidsoben  Übersetiong  (ans  dem 
13.  Jabih.,  wabrsoheinliob  CftDipaillUI^^)  ist  es  bei  diesem  Beweise  m 
beib  geworden,  nnd  von  da  an  kommentiert  er  Henelaos'  Sphärik  nieht 
weiter. 

In  dem  Exemplare  der  Gorbaxdflbarsetrang,  das  Georg  PearbAdb 
nnd  Begiomontanns**")  haben  absehreiben  Isssen,  werden  die  Fehler  ein- 
fußh  abgescbrieben. 

DafiB  Begiomoiltaiins  sich  mit  dem  YerstSndnis  des  Satses  m,  5  im 
Menelaos  geqnftlt,  zeigt  ein  Brief^  den  er  im  Jshre  1464  (Venedig, Februar?) 
dem  italienischen  Astronomen  Bianchini  sdiidle,  und  swar  als  Antwort 
auf  mdizere  von  demselben  gestellten  Fragen.  Es  konmiit  nSmlich  hi«r  fol- 
gender Passus  vor  (vgl  Murr,  Memorabüia  Mbiio^eeanm  Norimberffentiinn 
I,  p.  116—118): 

„Veeinm  re^ponemn  erU,  hone  poeiAmem  (von  3  auf  bestimmte  Weise 
gegebenen  Steni6rtem)  esse  impoenbüem,  et  eonftteor  me  ex  pnpoeito  Ha 
eniipasnisee,  intdUgerem,  ei  apud  «09  eseei  Menelaue  de  spherieie  figurie, 
in  euiuB  tertto  lütro  qutnta  propoHHo  4am  diu  me  mupet^ 
aum  temUt,  quot^pMOt  repeHo  exemploHa  omnia  in  hae 
parie  immimOa  sunt;  oKi  voeamd  Mileum,  ne  nomen  voe  äUnd  persva- 

166 >)  Nach  Mitteilung  von  K.  BeBthorn. 

167)  Im  Cod.  S.  Marco  Venetiarom  XI,  90  (vgl.  oben  Seite  11)  steht  zuerst 
(fd.  1— >85)  TheodosioB*  Sphätik  ^oam  commento  Gampant*',  gleich  danach 
Menelaos*  SpMrik  {(61.  35—84)  mit  einem  Kommentar,  der  spfttestens  um  das 

Jahr  1800  Terfafat  worden  sein  kann. 

168)  Dipsefl  Exemplar  liegt  im  Cnd.  S  Marco  Yenet,  XT,  68  vor  (\^\.  oben 
Seite  11).  Diese  Handschrift  enthält  auiserdem  „Epitome  AhuageMi",  verfallt  von 
Penrbach  and  Begiomontanns.  Es  ist  dies  die  älteste  der  mir  bekannten 
Handsefaiillea,  wo  dieGerhaidsdieObenetBang:  „Milei  de  ^perüf*  mit  imSfMHk 
des  Menelaos  identiftdert  wird. 

Abb.  s.  Owdi.  d.  BMlb.  WlMMMdi.  XIT.  7 
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deat,  aüum  esse  librum  quam  vos  puUitis;  sed  Menelaus  vere  diei- 
fl»!*  . . . . Aus  diesen  Worten  schliolsen  wir,  dafs  Regiomontanus 
schon  während  seines  ersten  Aui'cnthaltos  in  Rom  (1461)  »ich  mit  Ger- 
hards I'herseUung  von  Menelaos'  Sphnrik  ]»ekannt  gemacht  hat,  und  dals 
er  (oder  vielleicht  schon  Georg  v.  Peurbach  oder  Georg  v.  Trapezunt) 
mit  Hülfe  von  Tbeons  Kommentar  (vgl.  oben  Seile  5,  20  und  22  fl.)  die 
Identitftt  der  Namen  Menelaos  und  Mileus  festgestellt  bat;  denn  Georg 
T.  Trapezunt  hatte  schon  vor  dem  Tode  Georgs  v.  Peurbach  (1461) 
eine  Bearbeitung  von  Theons  Werk  erledigt  (vgl.  Cantor  II,  p.  193 — 194 
und  234—237).  Wir  sind  auch  zu  der  Annahme  berechtigt,  daÜB  eben  die 
Kenntnis  der  Spluiril,  des  Menelaos  den  Regiomontanus  zu  seinem  be- 
rflhmten  Werk:  „J)c  tri(tn(juUs  omnimKli^"  veranlafste;  denn,  wie  aus  dem 
obigen  Passus  hervorgeht,  hatte  er  im  Jahre  14G4  schon  lange  die  Sphärik 
des  Menelaus  studiert,  kannte  mehrere  liand.schriften  derselben  und  hatte 
offenbar  Menelaos'  Werk  bei  sich  in  Venedig  im  Jahre  1404.  Aus 
anderen  Quellen  wissen  wir,  dafs  er  sein  Werk  de  (rUmffulis  in  liom  1461 
zu  verfassen  anfing  und  es  in  Venedig  weiter  bearbeitete;  auGserdeni  hat 
Braunmühl  nachgewiesen,  dal's  ganze  lieihen  von  Sätzen  aus  Regio- 
montanus' Werk  mit  denen  im  Menelaos  zusammenfallen.  —  Die  weitere 
Untersnchong  des  Briefes  an  Bianchini  zeigt  mir,  dais  es  Regiomon- 
tanus nicht  gelang,  den  Beweis  Menelaos  HI,  ö  xa  verstehen  (vgl.  Muxrl, 
Tafel  3,  Fig.  XVIIl). 

In  den  Druckausgaben  von  Maiirolycus  und  Ualley  stehen  ganz 
andere  Beweise,  nicht  kugelgeonietrisch,  sondeni  durch  Orthogonalprojektion 
geführt.  Den  Ui-sprung  dieser  Beweise  habe  ich  nicht  ermitteln  können. 
Älter  als  c.  1265  (Nassir-eddin-Tusi  oder  Jacob  ben  Machir)  sind 
sie  jedoch  kaum. 

Damit  war  nun  der  Satz  über  die  Erhaltung  dos  SinusdoppelverhÄltnisses 
bei  Projektion  (auf  der  Kugel)  ganz  verschollen,  bis  er  im  Anfamg  de»  19.  Jahr' 
hmderU  neu  entdeckt  wurde.  ^^^) 

Unsere  Frage  ist  jetzt:  Wie  bewiesen  Menelaos"  Vorgänger  diesen  Satz? 
Dafs  Menelaos  den  Satz  selbst  erfunden  und  diese  Erfindung  in  seiner 
Sphärik  nicht  aufgenommen  habe,  können  wir  ja  doch  nicht  annehmen. 

Es  zeigt  sich,  dafs  der  Satz  eine  einfache  Folge  von  Menelaos'  Satz  ist^^*') 

169)  Vgl.  üudermann,  Lehrbuch  der  uirdernt  Si>hürik\  Münster  1835,  §  184 
— 185.  —  Vielleicht  stand  der  DoppelvorhiiltiiisHatz  auf  der  Kugeli  schon  b^i 
F.  Schulz,  Die  Sphärik  oder  die  Geonielne  der  Kugelfläche ,  Leipzig  1828  (Mit- 
teilnng  von  v.  Brannmflhl). 

170}  Bei  Gudermann  wird  der  Doppelverhältaissatc  sowie  der  Salz  des 
Menelaos  aof  der  Kogel  durch  den  SinuMatz  bewiesen. 
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Verilngern  wir  nimlifth  (Figur  56)  die  Bogen  LB  und  NH  bis  zum 

Sobnitt  in  X,  80  giebt  Menelaos'  Sats: 

sin  MX  »in  MH  »in  AB 
■in  XK  ^  STHA  '  ^BK 

(A  XBH  dnnh  ÄKM  gesehnitteiL   Henel.  111,1'^ 

 sin  MS    aia  AG 

~  'i^lBÄ  '  Bin'ffÄ 

(A  XG8  durch  ÄKM  gesohnitten.   MeneL  m,  GleichfnlU 

•in  JTX  ^  sinyg  sin  jtB 
sin  XL      sin  HÄ '  mi  BL 

(A  XBH  dnrcb  ÄLN  gesohnitten.    Menel  m,  1^ 

 rfin  iV5  tm_ÄO 

«in  SA  '  an  ÖL 

(A  XG8  dnrch  ALN  geschnitten.   MeneL  IH,  1^). 

Dnich  Eliminstion  erhUt  man  dann  sofort  das  gewfinsehte  DoppelTcr» 
hiltnis 

Bin  BL  sin  GK      dn  HN   sin  SM 
wa  LQ  '  miKB^  msiNS  '  mk  MB' 

Wir  erhalten  also  den  Satz  dnrch  viermalige  Anwendung  von  ni|  1. 
Dnrch  HI,  2  dagegen  ttlkt  der  Sats  sich  nur  anf  einem  groilwn  Umweg 
bewMsen. 

loh  schliebe  also,  dafii  towohl  Menelaog'  Satt,  als  der  SaU  liber  iKe 
Rn^jdsävUät  der  Daa^doerhäUnisse  (Sinusverhtttnisse)  auf  der  Kitgd  tu 
Menelaos*  ZeU  aUffemem  bekannt  war, 
iL  h.  daß  sie  dem  Hipparch  äüer  Wäkr' 
seheMUdikeU  naek  hdcannt  waren,  d,  h. 
femer:  Die  Vemmkmff,  daß  Hippareh 
mbsr  tphäriatii'irigoinomarisdie  MiM  «er> 
ßgU,  sMut  Siek  also  tu  bestätigen,  tmd 
es  ergiebt  sit^,  dafs  sein  HaiuptsaU  wahr' 
seMüuA  eben  der  sogenannte  Säte  des 
Menelaos  war.  Es  wtbde  ja  dies  anch 
mit  der  nngewOhnlicfaen  Formnlierong  jvr'' 
eben  dieses  Satses  in  Menelaos'  Sjphärik  m- 
fibgreinstimwen.   Wie  so  oft,  geht  es  auch  hier  so,  dafs  das,  was  den 
Namen  eines  Mannes  bekannt  gemacht  hat,  seinen  VorgSngem  geh(hrt 

Es  exhebt  rieh  nnn  die  Frage,  inwiefern  die  Analogen  dieser  swei 
Sfttse  in  der  Ebene  anch  vor  Menelaos  bekannt  waren.  Es  ist  schon  lange 
bekannt,  dalii  sie  in  Pappos'  awayeny^  (ca.  300  Jahre  nach  Menelaos) 
stehen  and  swar  als  Lemmata  zu  Euklids  Porimen,   In  den  Bestitutions- 

7* 
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Tersnchen  dieses  leider  verlorenen  Werkes '  haben  eben  diese  zwei  fitttze 
eine  Hauptrolle  gespielt,  indem  man  geneigt  war,  sie  dem  Euklid  nun- 


Der  DoppelTerUltmasats  tritt  bei  Pappos  nickt  in  der  allgemeinen 
Form  auf,  in  welcher  er  von  Menelaos  angewandt  wird.  Da  keifirt  es 
nSm]]€h">): 

Wenn  drei  Oeraden  durch  o  (Ilgnr  57)  durch  swei  andere  geschnitten 
werden,  so  wird: 

ad  cd  «d;^  yd' 
ad'  eb       ad'  '  c'b' 

und  dieser  Speiialaatz  kann  ganz  wie  der  allgemeine  durch  Menelaos' 
o     Satz  bewiesen  werden,  was  doch  im  Pappos  nicht 
geschehen  ist. 

Bemerkenswert  ist  es  aber,  dafs  dieser  Spezial- 
fall auf  die  Kugel  auf  ganz  ähnliche  Weise  wie  Mene- 
laos' Satz  übertragbar  ist,  und  /.war  so: 

Wir  wählen  (Figur  58)  den  Durchschnittspunkt  (0) 
Fiffur  57  der  zwei  Bogen  CC  und  DD'  aoikerhalb  der  Bogen 

ACD  und  AC  D'  und  ftthrm  ferner  die  Figur  aus,  ganz  wie  beim  Be- 
weise von  Menelaos' 
Satz.  Dazu  fligen  wir 
noch  einen  willkür- 
lichen B(^en  BB'O 
durch  0;  SO  wird  die 
Verbindungsgerade  h  b' 

durch  di^n  Durch- 
sohnittspunkt  {P)  der 
Geraden  CC  und  Ito 
gehen,  weil  b,  b'  undP 
sowohl  in  der  Ebene  des  Bogens  UB'  0,  wie  in  der  des  Dreiecks  ACC  liegen. 
In  der  Ebene  haben  wir  dann  die  gleichen  Doppelverhftltnisse: 

Ab  Cd      Ab'  Cd' 


Ftgtir  58. 


WO 


AdCb 

Ab      »in  AB 
Cb      sin  OJ»  » 


Ad'  C'b'* 


Cd 
Ad 


Bin  CD 
■in  AD 


171)  Vgl.  Chanlcs,  Leu  trois  lirres  des  Porisnies  d'Kuclide,  Paris  1860,  p.  11 
nnd  7')  Kinc  trettMicbc  Darstellung'  der  Ik'deutuii^'  der  zwei  hier  erwilhnton  Sittzo 
üiukii  wir  in  Lhasles,  Apergu  Itistoriqw;,  Paris  187ö,  p.  26—27,  33—36,  291— 2U6 
und  302—808. 

178)  Vgl.  Pappos,  ed.  Haltsch,  p.  870  ff.  und  lOM. 
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(Ptoleruaios,  Syuiaxiii,  ed.  Heiberg  I,  p.  70  und  73),  und  aualog  aut' 

der  rechten  Seite,  d.  h. 

sin  AJi    sin  CD  _  sin  AJJ'    sin  CD' 

sin         '  sin  A  I)  ~  B'  '  sm  .1  JJ'  ^  ^ 

Dieser  Speziallall  läfst  sich  dann  sehr  leicht  mit  Hülfe  eines  Hillt's- 
bogens  {  AD\  siehe  Figoi  59)  za  dem  allgemeinen  Sats,  den  Menelaos 
gebraucht,  erweitem. 

Diese  Möglichkeit  einer  direkten  Übertragung  des  Doppel  Verhältnis- 
satzes beeintrllchtigt  nicht  die  Schlüsse,  die  wir  oben  gezogen  haben.  Denn 
auch  dieses  direkte  tibertragen  setzt  die  Kenntnis  der 
Übertragung  von  Menelaos'  Satz  voraiLs. 

Deswegen  können  wir  die  enge  geschichtliche  Ver- 
bindung zwischen  Menelaos'  Satz  und  dem  Doppel- 
verhältnissatze sowohl  in  der  Ebene  wie  auch  auf  der 
Kugel,  die  Chasles  schon  befürwortet,  als  festgestellt 
zn  betrachten  wagen.  Auch  meinen  wir,  dafs  Chasles* 

Restitution  von  Euklids  Porismm  hier  eine  Bestätigung  findet.  Die  beiden 
Satze  in  d*r  f^ene  stundeti  offenbar  in  Euklids  Wer/:,  das  80mU  die  Memenie 
zur  Erfitidung  der  spliäri sehen  Trigonometrie  lieferie}'^) 

In  der  That  ist  Menelaos'  Satz  ein  ausgezeichnetes  Mittel  %\\m  Be- 
weise kugelgeonietrischer  Siitze.  Eine  Reihe  von  wichtigen  Theoremen,  die 
nach  Chasles  alle  in  Euklids  Porismen  standen,  können  sowohl  in  der 
Ebene  wie  auf  der  Kugel  allein  mit  Hülfe  von  Menelaos"  Satz  bewiesen 
werden,  z.  B.  der  Satz  vom  harmonischen  Verhältnis  und  vom  vollständigen 
Viereck  (Pappos  VII,  131  und  Staudt,  Geometrie  der  Lage  Nr.  59).  So- 
bald aufserdem  der  Doppelverhältnissatz,  der  lediglich  als  eine  Folgerung 
ans  Menelaos'  Satz  erscheint,  bewiesen  ist,  so  lassen  sich  noch  andere 
wichtige  Sätze  beweisen,  z.  B.  die  Involution  der  Punkte,  die  durch  den 
Schnitt  eines  vollständigen  yierecks  dorch  eine  beliebige  Transversale  ge- 

11 3)  Auch  in  der  Kegelschuittlehre  im  Altertum  apielte  der  Düppel verbült- 
niasatz,  wie  ee  scheint,  eine  Bolle.  Zentben  vermutet  nftmlich  (vgl.  KegleamiB> 
Iseren  i  Oldtiden,  p.  69  nnd  106—106),  dafe  Apollonios  ihn  zu  dem  Tangenten- 

Lestinimungen  bei  der  Ellipse  und  der  Hyperbel,  sowie  zur  Bestimmung  des 
Ketrclschnitts  als  Ort  zu  vier  Geraden  bi'iiut/to.  Wenn  wir  nun  die  Existenz  dicsi's 
f>atzt'H  (und  /.war  in  st-iner  allgpuieincn  Konii:  vor  Men»'laos  nachweiHon  können. 
80  dürfte  in  ilicMi-m  Kalle  Zeuthen«  Hypothese  eine  Bestätigung  tinden,  die  vicl- 
leieht  diejenigen,  die  noch  an  der  ^ohtigkeit  der  Zenthensdien  Hypothesen  in 
Besag  auf  die  Kenntnis  der  Griechen  tm  FrojektiTitfttBleihre  sweifsln,  fibersengen 
können.  Menelaos*  Sf^rik  leistet  uns  meiner  Ansicht  nach  den  Reweis  dafOr, 
dafs  die  auf  Pappos'  Lemmata  b(>ruhende  nu-ksi  h liebende  Methode,  die  Chasles 
und  Zeuthen  benutzten,  in  der  That  zuliituiig  ist. 
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bildet  wird  (Pappos  VII,  180  und  Desargnes,  ed.  Foiidra  I,  p.  119). 
Ohasles'  Bestitation  der  Foriamm  beruht  nim  eben  darauf,  dab  er  die 
gegenseitige  Abhängigkeit  aller  dieser  SStae,  ▼<ni  dwen  die  widitigsten  und 
elementarsten  in  Pappos'  Lemmata  stehen,  etkannt  hat;  mit  Recht  hat  er 
dann  den  Sehlnls  gezogen,  dafs  aUe  die  hier  erwShnten  Sitze  in  den  Bmsmm 
standen  und  den  Kem  dieses  Werkes  bildeten. 

Der  weitere  Scblnfs,  den  wir  ziehen  können,  ist,  dafo  die  Griechen 
wahrscheinlich  erkannten,  daÜEi  aUe  die  Sitse  aus  der  Ebene,  die  in  den 
Pmsmen  nur  den  Sats  des  Menelaos  und  den  DoppdverhMtnissata  vor- 
aussetaen,  auf  die  Kugel  direkt  libertragbar  sind,  wenn  man  nur  immer  die 
B  Qeraden  mit  den  Sehnen  des  doppelten  der 

•""  entsprechenden  B<^gen  ersetat.  Es  ist  nlm- 

/    ^  ^^^^       kaum  denkbar,  dafo  die  Grieohoi,  die 

'        I      \  die  swei  Hauptsfttse  der  Forismm  aus  der 

j    ^„J^^^ff  Ebene  auf  die  Kugel  fibertmgen,  nicht  auch 

(D)^ —  die  daraus  folgenden  Konsequenzen  er- 

Figw  ca  kannten.   Es  ist  scmit  die  Vermutung  be- 

rechtigt, dab  schon  vor  Menelaos  eine  ziemlich  entwickelte  Kagelgeometrie 
existierte;  es  ist  aber  dies  lediglich  eine  plausible  Vermutung,  zu  deren 
Beweis  uns  die  nötigen  Belege  ftlilen. 

Mit  in,  5  and  die  sphlrischen  Haupttheoreme  exledigt,  und  nun  folgen 
mehrere  wahrscheinlich  aus  der  Ebene  ttbertragene  Sfttse. 

Menelaos  111,0  (  Figur  ^lOl  sagt: 

Wenn  der  Winbi  mn  Sclicitcl  eines  sphärisrJirii  Dn  ucks  Imibkrt  wird, 
ist  das  ümusvetiiäUnüi  der  Basigsegmmie  gleich  dem  der  einschUe/'senden 
Bogm. 

r.rirebcn:  /.  ABD  =  L  DBC, 

Zu  beweisen: 

sin  AB  ^ 
•in  AD      nn  i>C  ' 

Durch  Anwendung  von  III,  2  auf  die  Dreiedre  ABB  und  CBB  er- 
h&lt  man  sofort  diese  Proportion,  indon  die  Winkel  an  B  ^eidh  sbd,  die 
an  D  Supplementwinkd. 

Der  umgekehrte  Sata  und  der  analoge  für  Halbierung  des  Anfoen- 
Winkels  werden  auch  bewiMen. 

Den  analogen  Satz  der  Ebene  (Euklid,  Eiern.  VI,  3)  hat  Menelaos 
wahrscheinlidi  schon  im  ersten  Buche  auf  die  Kugel  zu  übertragen  rv> 
sucht  Erst  hier  ist  es  ihm  gelungen,  ein  sphärisches  Analogon,  freilich  in 
anderer  Form,  und  zwar  in  der  eines  SehnenverhUtnisses  statt  eines  Bogen- 
Terhftltnisses,  zu  gewinnen. 
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MeaelaOB  HI,  7  (Figur  61)  sagt: 

Weim  wir  vom  SduUa  B  eines  tpMritdtm  Dreiedta  meei  Bogen  tieken 
(BD  und  BB),  dU  mU  dm  eiMMiefsenden  Seitw  (BA  und  BC)  glekhe 
Winka  bilden,  so  wird  hewieam,  dafo: 

sm  EA   Bin  AD  »"»'j* B 

•in  DC  -  ein  CE  ~  ^n*~BC » 

nnd  mtffdeM,  dafa,  wenn  diese  Pnportißn  hettdtt,  die  Winkd  ABB  und 
EBO  gUkk  werden. 

Bei  der  Erfindung  dieses  Satxes  hat  offenbar  die  Satzgruppe  I,  26 — 35 
eine  BoUe  gespielt. 

MenelAOH  HI,  8  (Figur  62)  sagt: 

Wenn  in  dem  an  B  reeMMM%m  aphmiaehen  Dreiedt  ABC  dmrek  B 
B 


D 

Figur  Cl. 


U   

Fifur  «t. 


tw»  gröfsle  Kreiäbogen  geeogen  werden^  die  mit  BA  gMdu  Winkd  bilden, 
90  beekiM  die  J^vporHon: 

Bin  CE  ua_EA 
nn  CD  DA  ' 

denn  die  beides  VerhSltnisse  sind  gleich  (III,  6). 

Umgekehrt,  wenn 

Bin  CE  sin  EA 
»in  CD  °*  »in  DA 

und   i  EBA=ABD.   wird  bpwifwu,   dal's   i  ABC  —  und  wrnn 

i  ABC  ^  90^,  dalB  L  EBA  =  ABD;  in  beiden  FäUen  folgt  der  Beweis 
durch  III,  6. 

Die  Sätze  III,  7  —  H  sind  oÖ'enbar  wi«'  III,  ß  aus  der  Ebent'  über- 
tragen; weU^hen  Werken  der  (  Jcompfrie  der  Ebene  Menelaos  sie  entnommen 
hat,  können  wir  jedoch  ni<)it  konstatieren. 

III,  8,  der  Satz  von  der  hmimuischen  Teilung  (BA  und  BC  halbieren 
ja  i  KBD  und  dessen  Supplementwinkel),  war  wenigstens  /nr  Zeit  des 
ApoUonios  bekannt.  Dieson  Satz  sowie  die  harmonische  Teilung  Ober- 
haupt scheint  nftmlich  ApoUonios  genau  erörtert  m  haboi,  und  zwar  in 
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seinen  tvm»  iitlutioi."*)  Die  hamoiiuohe  Teflung  wurde  aiidi  in  Apollo- 
nios'  KegdsdmUÜ^e  benutit,  wid  dio  hiniMmiflohe  Teilung  einer  Kegel- 
achnittsehne  dnrcli  Pol  vnd  Polar  vielfiMsh  erttrtert  Aber  schon  in 
Euklids  Purimm  wurde  sioliarlioh  die  hunuHÜsehe  Proportion  an^ebig 
▼erwertet;  denn  von  Pappos'  Lenunata  beiielit  sich  eine  gamse  Beihe  auf 
die  harmonisdie  Teilung.^")  Menelaos'  Übertragung  einer  der  allgemeinsten 
projekiivischMi  Eigenschafiben  der  hamonischen  Proportim  auf  die  Kugri 
si^iUert  somit  die  übrige  Überiiefemng  und  ftgt  dn  bk  jetsst  fehlendes 
Glied  hinzu;  denn  Menelaos'  Beweis  ist  offenbar  direkt  aus  der  Ebene 
übertragen* 

Den  Beweis  für  Uli  7  referierten  wir  nidit,  weü  derselbe  kaum  aus 
der  Ebene  übertragen  ist;  denn  daa  aaalogwi  Sati  der  EbMie  finden  wir 
im  Pappos'^^  als  Lemma  su  Theodosios'  ßphärik  IH,  6,  und  zwar  mit 
einem  ganz  anderen  Beweis.  Es  ist  y<m  Simson'^  angenommen  worden, 
da&  dieser  Batz  in  der  verlorenen  Sdirift  des  ApoUonios  „van  dem  he- 
stimmte»  SehiUI^  (tenfi  iutQiafUvi^  wftijff)  stand.  In  der  Thst  finden  sich 
ganz  Mudidie  ffittze  unter  Pappos'  Lemmata^'*)  zu  dieson  Work,  und  da  der 
Sats  (in  d«r  Ebene)  doch  jeden&Us  äHer  als  Menelaos  ist,  dürfte  Simsons 
Scfalub  richtig  sein.  Bemerkenswert  ist,  dafii  dieser  Satz  gerade  zum  Bew^ 
desjenigen  Lemmas  im  Pappos  verwendet  wird,  aus  welchem  Zeuthen*"*) 
folgert,  wie  Apollonios  in  der  Schrift  vom  bestimmten  Schnitt  einen  Dqppel- 
puttkt  in  einer  durch  zwei  Punktqpaare  gegebenen  Involutiott  bestimmt  hat. 
Es  ist  ganz  deutlich,  dafo  die  VoxgSnger  des  Menelaos,  die  zuerst  die 
zu  trigononietrischen  Berechnungen  verwendbaren  kugelgeometrischen  8&tse 
erfunden  haben,  so  wie  Menelaos  selbst  einen  ausgiebigen  Gebrauch  der 
meistens  verlorenen  Schriften,  die  Pappos  untw  dem  Namen  T6nog  äva« 
A«^ftcwi(  zosammenfaist,  gemacht  haben.  Auf  der  anderen  Seite  aber  dient 

17i)  Vgl.  Entokios'  Kommentar  zu  Apollon  ios,  Ajwllonii  Pergaei  quae 
Graeee  exetant,  ed.  Heiberg  n,  p.  180  ff.  —  Vgl.  auch  Chasles,  Lee  (rou  Uvree 

des  Parismes,  p.  269 ff.;  und  Heiberg,  Litt.  Stud.  p.  70—71. 

175)  Vgl.  Apollonios,  ed.  Heiberg  I,  p.  108  und  886^428;  vgl.  auch 
Zeuthen,  1.  v.  p.  59  und  82—84. 

176)  Vgl.  Pappos,  ed.  Hultsch,  p.  896  — Ü12  und  1266^1267;  vgl.  auch 
Chatles,  Porismes,  p.  79—81,  187—188,  810—211,  266—266,  261—262,  266—269, 
878—878  und  817—880,  wo  die  hamonische  Teilung  in  Chaflles'  Refutation  der 
Porifmen  vorkonunl 

177)  Papp  OB,  cd.  Hultsch,  p.  488—490.  Dieses  Lemma  ist  nicht  ein  Haifs- 
satz  zum  H(>weiH(!  des  Th  f  nd  ok i oh ,  Hondcrn  zu  einem  neuen  Beweis  von  Pappos 
zu  Satz  III,  G  des  TlieodoKioB;  vgl.  Pappos,  p.  &<)4. 

178}  Simson,  de  sectione  determinata,  optra  quaedam  reliqua  p.  16. 
179}  Pappos,  ed.  Hultsch,  p.  708— 7U,  718—788,  786  und  780—784. 
180}  Zeuthen,  1.  c  p.  188. 
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Menelaos'  Spkärik  dazu,  uns  za  bestätigen,  dafs  die  Schlüsse,  die  nament' 
lieb  TOD  Forsehem  'wie  Chasles  und  Zeuthen  in  Besng  auf  die  ver- 
lonaen  Schriften  gezogen  worden  sind,  im  grolsen  und  gMuen  riditig,  und  die 
gegen  dieselben  erhobenen  Einiribide  und  Zweifel 
nnbefügt  sind. 

Meiielaos  III,  9  (Figur  sagt: 

Die  Halbh't  Htujshofii'}!  di  r  Winkel  eim  s  sphä- 
rischen Drekcks  gelten  dutdt  ^neti  und  densdtocn 
Funkt. 

Gegeben:    LBAD^  DAC 

und 

iBCI)  =  DCA 

Wenn  BDE  gezogen  wird,  ist  zu  beweisen,  dafs  l,ABE  =  EBC, 
Beweis: 

MB  BC       ain  BD      sin  BA  . 

also 

sin  A  E        sin  J3 .4 

sin  'sin  BC  ' 

d.  h.  iABE=  EBC  (lU,  6,  zweiter  Teil)  (}.  o.  d.'**'> 

Der  entsprechende  Satz   in   der  Ebene   war  Euklid    bekannt,  wie 

die  Konstruktion  Eiern.  IV,  4:  „in  ein  ycgcbene^i  Drcitik  einen  Kr  ein  cinzu- 

htsclircihen"  zeigt. 

MonoliiOS  III,  10  sagt: 

Die  llöiunbogen  eines  sp/täriseJun  Dreiecks  geJien  durclt  einen  und  den- 
selben Punkt. 

Der  lange,  durch  III,  1,  6,  8  und  0  geführte  Beweis  bietet  kein  be- 
sonderes Interesse. 

Dafs  der  entsprechende  Satz  in  der  Ebene  dem  Archimedes  bekannt 
war,  zeigt  uns  sein  „liber  a^sumjjtorum"  ä — ö.'"-) 

Die  folgenden  Sätze  der  Sphärik,  III,  11  —  I  I  sind  sehr  eigentüniliih 
und  erinnern  gleich  an  das  zweite  Buch.  Es  koiumeu  hier  wieder  Theoreme 
vor,  die  als  Dreieckstheoreme  fonnuliert  sind,  sich  aber  otienbar  von  astro- 
nomischen ableiten.  Teilweise  kommen  wieder  die  Sätze  vor,  die  wir  von 
der  alttm  Sphärik  durch  Euklids  qpRtvöuei'«,  Theodosios"  Sphärik  bis  zu 
Menelaos  und  Ptdleinaios  verfolgt  haben;  noch  einmal  werden  Sätze 
über  die  Ungleichheit  der  den  gleichen  Ekliptikbogen  entsprechenden  Bektas- 

181)  Dm  Corollar  sa  m,  9  in  der  Halleyansgabe  ist  anecht. 

182)  Archimedis  opsro,  ed.  Heiberg  n,  p.  488 ff. 
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censions-,  Obliqnascensinns-  und  Morgonwpitondiflferenzen  bewiesen,  und  zwar 
merkwürdigerweiM  durch  die  vorhergehenden  sphärisch- trigononootrischen 
Haupttheoreiue,  ohne  dafs  ein  astronomischer  Begriff  eingeführt  wird,  und  ohne 
data  ein  einziges  Berechnungsbeispiel  vorkommt.  Wie  schon  hervorgehoben, 
verlieren  diese  Sfttze  jeden  Wert,  sobald  die  darin  liegenden  astronomischen 

©Prob! eine  einmal  rechnerisch  behandelt 
sind.  Eine  derartige  Behandlungsweise 
schrieben  wir  oben  dem  Hipparch  zu; 
desw^^  interessieren  uns  diese  Sfttse 
an  sich  nunmehr  herzlich  wenig,  um  so 
mehr  aber  gewisse  Schlüsse  in  Bezug  auf 
die  Trigonometrie  der  Ebene,  die  wir 
daraus  ziehen  können. 
III,  II  bezieht  sich  auf  die  Ver- 
gleichung  von  Ekliptikbogen  mit  den 
Horizontalbogen,  in  welchen  dieselben 
aufgehen.  Ist  nämlich  (Figur  64)  BA 
die  Eküptik,  BT  der  Äquator,  so  dab 
AB'>ÄT  (d.  h.  der  Beweis  ist  nur  für  Orte  anfserhaib  der  Polanonen 
glUtig),  nnd  and  die  Winkel  an  T,  üf  und  H  gleieh  und  ^  90^  {AT, 
J>C,  KM  und  EH  steUen  also  versehiedene  Lagen  des  Horizontes  dar),  so 
ist  zu  beweisen: 

DA       AT--  PC 
KE^  KM  .  EH' 

Der  Beweis  wird  auf  folgende  Weise  erledigt:  Wenden  wir  m,  2  auf 
die  Dreiecke  ABT,  BBC,  KBM  nnd  EBH  an,  di«  swei  gleiobe  Winkel 
haben,  so  eriialten  wir: 

sin  HA  :  sin  BD  :  sin  BK  :  sin  BE^smAT:  sin  DC  :  sin  KM :  sin  EH, 

und  daraus,  sagt  Menelaos,  folgt  direkt,  weil  90^  >  AB  ^  AT,  was  be- 
wiesen werden  soll,  infolge  des  ersten  Buches  des  ... .  (hiw  folgt  ein  un- 
sicherer Buchtitel). 

In  Gerhards  Überseteung  lautet  diese  Stelle  so:  JSi  ergo  fuerit  ülud 
Ua,  hmc  iam  aeeidmt  e»  eo,  gu&d  diximus,  onmia,  quae  tu^per  retuUnms;  el 
iUud  eri,  qma  no8  iam  dedatoomus  Utas  res  et  ommes,  qme  twnt  m  simi- 
les,  m  tractatu  primo  libri  figurarum  demonstrativarum*' 

Dach  Halleys  übersetanng*")  aus  dem  Hebr&ischen  ist  der  Titel:  „in 
prima  parte  lihri  Ummatum  eyelieorum  seu  potiuß  propoaitionum**. 


188)  Henelai  »phaeHea,  ed.  Halle;,  p.  98,  100  und  101. 
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eine  Übenetmng,  die  Steinschneider*^)  jedoch  mit  „Buch  der  bogen- 
artigen  Figuren'*  ei-sotzen  will  Diese  Angabm  sind  sehr  undeutlich  und 
der  unprflnglic'he  Titel  gans  entstellt;  Menelaos  weist  aber  offenbar  auf 
ein  eigenes  Werk  von  mehreren  Büchern  hin,  dessen  Inhalt  sich  zunächst 
auf  die  Verhältnisse  zwiMhen  Kreissehnen  und  den  ihnen  entsprechenden 
Bogen  bezieht.  Wir  werden  uns  deswegen  kaum  irren,  wenn  wir  die  /unüchst- 
liegende  Erkläning  geben,  n&mlich  dafs  es  sich  hier  um  das  von  Theon**^) 
«rwähnte  Werk  des  Menelaos:  „G  Biicfier  über  die  Geraden  im  Kreisff'  handelt. 

Nach  Theons  Bericht  und  dem  Inhalt  von  Ptolemaios'  S^Uaseis  I 
hat  man  geschlossen,  dafs  in  diesem  Werk  eine  Sehnentat'el  enthalten  war. 
Dieser  Schlafs  ist  sicherlich  auch  ganz  zutreffend.  Die  Tafel  allein  und 
die  Elemente  zu  deren  Berechnung  haben  doch  kaum  6  Bfioher  (bei  Uip- 
pareh  sogar  12)  ausgemacht;  über  einiges 
von  dem,  was  sonst  in  dem  Werke  stand, 
glaube  ich  nun  hier  inMenelaos  111,11  und 
den  folgenden  Sätssen  Auftchlufs  zu  finden. 

Ich  werde  unten,  nachdem  ich  kurz 
die  Sätze  III,  12 — 14  referiert  habe,  alle 
die  in  1 1 — 14  enthaltenen  Voraussetzungen 
sammeln,  die  uns  Aber  die  vorptolemaiischen 
plantrigonometriwdien  Werke  AaCwhlufs 
geben  dürften. 

III,  12  bezieht  sich  auf  die  Ver* 
gleichung  der  Lingen  mit  den  entflpredhen» 
den  Bektascensionen.    In  Figur  65  ist  P 
Pol  des  Bogens  BA.  BA  ist  somit  als  der  Äquütor,  BC  als  die  Ekliptik 
aufim&ssea.   In  der  Voraussetauiig,  dab  BC<  90^,  ist  zu  beweisen: 

AF  CD 
HK  ^  ZT' 

1.  Beweis:  Durch  Anweudung  yon  m,  5  auf  die  Dreiecke  ÄSC, 
JSBJ),  SBZ  und  KBT  eriiilt  man: 

sin  BA    ^  sin  (BT)  -\-  BE)       ain  {BZ +  BH)       sin  {B  T -\^BK) 

«n     C  ^  BA)       Bin  (J82>     BE)       ain  {BZ     BH)       mi  (BT -r-  BK) » 

und  dann  folgt  der  Beweis  wegen  des  „in  traäai»  pritno  UM  fipurarum 
äemonthnliwmmf*  Bewiesenen  (vgl.  oben). 


Flcnr  «S. 


n\)  Steinsehneider,  Zeitschr.  f.  Math.  «.Physik  10,  p.  488. 
186)  Theoni  JCmmMntar,  ed.  Halma,  p.  110;  vgl.  obon  Seite  b. 


Digitized  by  Google 


108 


Seehstos  Kapitel. 


Beweis:  m,  2  und  3  geben; 

sin  AB  _  sin  AC  sin  PD  «n  5(7  sin  P/)»«*) 
^BJä  ~~  »in  D£  '  Bin  PC  ^  sin  BD  '  ain  PC 

(III,  3)  (in,  2) 

Da  nun  90*'>PD>PC,  so  erhält  man 


und  analog: 


nnd: 


Bin  AB  »in  BC 
sin  BE^  ain  BD 


MB  BE     sin  BD 

sin  BK  smB  T 
sin  BÄ*^  «in  BJ? 


Daraus  folgt  eine  andere  Iveibe  vou  Ungleicbheit*?n,  und  awar  diese: 


sin  AE      sin  CD 


mnjLH^  am  CZ 
sin  -IJC      flin  CT 

sjnJJE'     sin  er 

sin  TT  sin  DT 
9\nUK^  im  ZT 


(1) 


nnd  daraus  folgert  Menelaos  gleioh'^)  die  Ungleichheit 

e.  d. 


A  E  CD 
HK^  ZT 


13  bezieht  sich  auf  die  Vergleiofanng  von  Obliqnasoensions-  nnd 
Bektascennonsdifferenaen  fBr  Orte  der  PolanKmen  und  fOr  alle  Teile  des  Tier- 
kreises. Zum  Beweis  gehören  nämlich  2  Hgnien  (66  nnd  67),  in  welchen 
Bü  v^&  der  Horizont,  BA  als  der  Äquator,  BF  ab  die  Ekliptik  (in  Figur  66 
ist  BF  der  Kvadrant  Jungfrau-Krebs,  in  67  Widder -ZwUüDge),  YY  als  der 
Wendekreis,  P  als  der  Kordpol  aufnifusen  ist,  wlhrend  CA,  BE,  ZH  nnd  NL 
vwwhiedene  Lagen  des  Horiaontes  sind.  In  beiden  FUlen  ist  wa  beweisen: 

AE  TJ 
EHfJK 

185*)  m,  2  giebt  ja:      "1^  mm  d.  b.  Grandformel  I  (vgl.  Seite  82) 

'     •    "      *     ein  DE      sin  BD  ^ " 

fttrDreieck  A  DE,  vorausg^v-.  t/t.  ilal's  BC=  B.4-»90*,dieverw.'n(lhar  istzurBerech- 

nung  der  Deklination  rint's  Kklij)tik])unktH  durch  Liinpfe  und  Nei^fUn^';        Soite  132. 

186)  Mcnelaos  schlielat  wahrscheinlich  so:  Multiplizieren  wir  die  linken 

sowie  die  rechten  Seiben  der  üngleichheiton  (1),  so  erhalten  wir  >  ^^^ZT 

AE  CD 

und  daraus,  wegen  der  gegebenen  VorauHttetzung,    -av^  vt' 


Digitized  by  Google 


IfenelaoB*  driitet  Back  ond:  die  spliftriBche  Trigonometrie. 


109 


ni,4  giebt: 

sin  AT  _  sin  EJ       rin  //A' 
8in  B  T~~  sin  BJ       «E  ü  A  ' 

Wenn  nun  TJ  =  JK,  so  wird  AE>  EU;  denn  dann  ist  BT~-BJ 
=  BJ  :  BK:   daraus  folgt 
aber,  da  A  T>  BT  und  EJ 

>  BJ  und  nK>  BK,  dafs 
AT^EJ>EJ~HK, 

d.  L 

(Figtir  66) 
AE^TJ>  EH  ;  /it, 

(Figur  67) 
AE-k-  TJ>EH+JK, 

d.  h.  in  beiden  Figmen:  AE 

>  EE  q.  e.  d. 

Analog  eiriulten  wir,  wenn 
AE^ES,  dab  dum 
<J'jr,  nnd  in  allen  FiUen 

u  u  1       AE  ^TJ 

haben  wir  also:  '^ff-^j^' 

Aam.  Da  wegen  111,12  > 

durch  welche  Ungleichheit  diu  ()bli([uas- 
censionen  und  die  entsprechenden 
Längen  verglichen  werden. 

m,  14  l)ezioht  sich  auf  Ver- 
gleichuug  von  Obliquascensionen  fih- 
verschiedene  Orte.  Es  werden  näm- 
lich verglichen:  l)  Die  Ohliijuasceu- 
sionen  für  zwei  Orte  der  Polarzonen 
(Figur  68  links),  2)  Die  Obliquas- 
censionen  filr  zwei  Orte  aufserhalb 
der  Polarzonen  (Figur  GH  rechts). 
Der  Satz  ist  wie  ^-^ewöhnlich  als 
DreiecVstheorem  formuliert  "^^)  (dies- 
mal in  Bezug  auf  das  Dreieck  A  BC\ 
ist  aber  otTenbar  von  einem  astro- 
nomischen abgeleitet,  da  BA  als  der  Äc^uatorj  ISC  als  die  £kliptik  anf" 

187)  Es  wird  sogar  speiieU  bewiesen,  wie  es  mch  TerlüUt,  wenn  £  .B«>jM>*, 
ein  Vall,  der  offenbar  Ton  der  Astronomie  niebt  abgeleitet  sein  kann. 


CD 


Vlfw«6. 


80  wird  also  auch 


vi  F 
EM 


CD 
DZ' 


Vlginr  S7. 
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zufiunen  ist  CA,  EH  und  ZT  and  TeasehiedeDe  L«geii  des  Horizontes  fSr 
^6  PolhShe,  CD,  EK  und  ZL  für  eine  andere. 

1.  (Figur  68  links.) 
Oegeben  ist: 

•  9Ü«>  CM  >  CD  >  (7//,      lA  =  H=2     uud     l  JJ  =  K  ^  L, 
Zu  beweisen  ist  dann: 

ÄH  JJJ£ 
Hf  ^  kl' 

Beweis:  111,4  giebt,  wenn  CM ,  EN  und  Z8  senkrecht  auf  BÄ  stehen: 

sin  AM       sin  HN        siu  7'6' 

sin  BS 


mn  BM      sin  BN 


ond: 


»in  DM  sin  KN       sin  LS 

sin  Ji  M  ~  sin  BN  ~  sin  BS  ' 

und  daraus  folgt,  da  90^  >  AM  >  J)M>BM,  daTs: 

/>  BA  -  .  BH 

BH  -BT 


(1) 

(2) 


d.h. 


BK 
DK 


HT  ^  KL 


BK 
BL' 

q.  e.  d. 


rigw  M. 


2.  (Figur  68  rechts.) 

Gegeben  ist:  90»^  C£  >  CD 
>CA,  9€^<LCAB^EHB 
— ZTB,  9(jf*  <  L  CDB^EKB 
'^ZLB. 

Zu  beweisen  ist:       <  • 

Beweis:  III,  4  giebt  wieder 
die  obigen  Oleichnngen  (1)  und 
(2);  da  aber  diesmal  90<^  >  BM 
>SA>  BD,  so  wird 


BA-7-BH  BD 
BT  BK 


BK 


AH  ^DK 


q.  e.  d. 


BH-:  BT^BK  :  BL^    *^  ***  Hf^KL 
Es  ist  dentlich,  daCi  alle  die  Beweise  der  Sfttse  m,  11—14  auf  Vor- 
aossetnmgen  ans  der  Trigonometrie  der  Ebene  beruhen.  Diese  Yoraassetaungen 
sind,  insoweit  ich  sie  nach  den  mir  bis  jetst  vorliegenden  Menelaostezten 
feststellen  kann,  folgende: 

Wenn  wir  auf  einem  Kreise  zwei  Reihen  von  BogengrOben  haben,  wie 

90®  >  ai  >     >  a^  >rt^ 


und 


90*>6i>fc,>6i,>64, 
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and  swir  so,  da£s  immer 

öi>^,   fl»>*k,   Ot>^,  »i>2'o 
80  iMsen  sieh  ans  folgenden  SinqgTerhUltniiwen  folgende  Ungleiobheiteii  Ton 
Bogengröfimi  bewdsen: 

1.  Wenn 

sin  O}^ :  sin  0,  :         :  sin     =  sin     :  sin     :  sin     :  sin  6^, 

Sü  wird 

Of -T-     '"^       ■  8*4 
(vgl.  m,  11  und  13). 

Anm.    Eigentlich  schlielst  Meneiaos  iiicht  direkt  so,  sondern  auf 
folgende  Weise: 

Wenn  unter  den  gegebenen  Voranssetzungen       -:       =  r?.,        ,  so 
folgt  6j  •<  6j  :  b^,   wenn  aber       -:  b^  =  6j  4  b^y  so  luigt  : 

>•  Oj and  dann  allgemein  („omnino"): 

ff,  :-        ft,     6, ' 
auch  in  den  übrigen  Fällen  ist  die  Schliükreilie  dieselbe. 

2.  Wenn 

ain  (a,  -f-  &,)  ^  sin  («,  +  &,)  _  sin  (a,  -f  &,)  ^  sin  {a^  +  fc^) 
Rin       :  6,)       ain  (o,  >  6,)       i&i  (o,      6,)       sin  {a^  1  * 

so  wird 

^  •  ««  6jL_T_^ 
<^  "i-  ^  ^4 

(TgL  m,  12»). 

8^  Wenn 

sin  (rt,   :  0,)  ^  Bin  (6,   '.  &,) 
Bin  (o,     aj      sin  (6,      i>J  ' 

so  wird 

«•        «4        >b  *4 

(▼gl.  m,  12«). 


Haben  wir  ferner  auf  demselben  Kreise  drei  Beihen  von  Bogengröfsen,  wie; 

«1  >  <h  >  a  ^  . 
b^>b^>  6, 

und 

90»>q>c,>C3, 

und  wenn; 

sin  (oi  -:-  «i)  :  sin  (oy  -i-  e^) :  sin  (o,  -H  (^) 
sin  (6j  ^  r^) :  nn  (ft^  -7-     :  sin  (6,    c^)  »  ain  ^  :  sin    :  sin  €^  ^ 
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80  wird,  weiMi: 

und 

auch 

Wenn  dagegen: 

und 

so  wird 


Ol  >  dl  >  2ci , 

(vgl  m,  14«). 

«»1  <  Ol  <  fi , 
«1     «1  ^  *i  •  h 

0^  H- 4^  ^  ^ -r- fc, 

(vgL  m,  14"). 


Halley,  der  bei  seiner  Ausgabe  diese  VoransMtnuigen  offenbar  genau 
geprüft  bat,  giebt  als  Lonmata,  die  mm  Yerstftndnis  dieses  Teils  der  ßfkärik 
nfitiHcb  sind,  folgende  an: 

1.  Wenn  a  >     so  wird  ^  >  • 

Dieser  Sats  wird  in  Menelaos  DI,  15  (Tg),  unten  Seite  119  und  131) 
mebrmals  Torausgesetst;  audi  findet  er  ritdi  in  Ptolemaios'  l^fnttu^  I,  eap.  10 
(ed.  Halma  I,  p.  84^85;  ed.  Heiberg  I,  p.  48 — 44)«^;  der  Sats  wird 
bier  zu  der  annftbeniden  Bereobnung  von  crd.  1*  Terwendet  Diese  An- 
wendung bildet  den  AbeobluA  von  Ptolemaios'  Einleitung  xur  Sebneo- 
tafel;  in  seinen  gleudi  fo!^[enden  Worten:  »ij  fUv  «^fumr/a  «Ay  iv 
mittJif  ii^uüv  otkmg  hf  uXfuu  ^axu  furctju^A^Os^^  finde  ieb  eine  An- 
deutung davon,  dals  dieser  und  Xbnlicbe  l^ttse  auch  vor  Ptolemaios  snr 
Bereebnung  von  Behnentafeln  gebraucht  wurden,  und  daik  die  Uteren  Me- 
thoden umstindlicher  als  seine  waren. 

3.  Die  ein&che  Erweitwung  von  1,  lülmHdi:  wenn  a  >  6  >  r  •  •  • , 

a  h  c 

so  wird  -i — >• -5 — — 

sm  a     SU  0     sm  c  ' 

die  Halley  auch  anftthrt,  finde  ich  nicht  unter  den  Voranssetinngen  im 
Menelaos. 


188)  Der  Sats  wird  schon  von  Aristaroh  yon  Samos  (c.  870  v.  Chr.)  ver- 
wendet; T^.       ite/e^Ar  mtI  iantn^ßdfmp  4ßlo9  lutl  «iliHjc  ed.  Wallis,  1699. 
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3.  HftlUy  giebt  ferner  an: 

Wenn       ?  ^  und  sin  «  >  sin  6  >  sin  c  >  sin  d,  so  wird 

mnb      «ad  ' 

a-^-fc      a       f      sina      »in  (g  5) 
c^J  d-^  wä~h     »in  (c  H-  d)  * 

Audi  diese  üngleioliheiten  finden  wir  nicht  im  Ifenelaos  direkt  an- 
gewandt. _ 

Es  ist  mdgfieh,  dab  alle  die  von  Henelaos  ans  der  TrigoDometrie  der 
Ebene  TOfmasgeeetaten  Sitae  neh  auf  solche  einseinen  mrllekfBhren  lassen. 
Ein  Versndi,  eine  soldie  ZnrOckfllhning  dnrohmlUiren,  hat  ab«:  snniehst 
gningeren  Wert,  nnd  Iftbt  sich  «st  sa  Ende  briimai,  wenn  die  Menelaos- 
texte  (der  lateinische  und  die  ambisehen)  miteinander  Teiglidien  sind,  so 
dafs  es  mOglidut  sieher  Mgestellt  ist,  in  welcher  Form  die  Voranssetsnngen 
im  Menelaos  gegeben  sind.  Bis  dahin  mflssen  wir  nns  mit  den  obigen 
Angaben  begnügen. 


Eine  Frage  erhebt  sich  jedoch  hier:  Finden  wir  nicht  in  dfr  Litteratur 
YOr  Menelaos  ühnliche  Sätze,  wo  üogeuläugeu  und  Geraden  mit  einander 
verglichen  werden? 

AuCser  dem  schon  erwähnten  Satz  des  Theudosios  (III,  ll)'^^),  der, 
wie  wir  unten  sehen  werden,  dem  Apollo nios  beigelegt  wird**"),  tretieu 
wir  von  Sätzen  dieser  Art  nur  diejenigen,  auf  denen  die  Methoden  von 
Aristarch  und  Anhiniedes'"'^)  beruhen.  Ks  sind  dies  aber  aufser  dem 
auf  der  vorhergehenden  Seite  referierten  nur  zwei  sehr  alte  Sätze,  die  in  der 
griechischen  Geometrie  eine  überaus  reiche  Anwendung  gefunden  haben,  und 
deren  einer  auch  in  Theudosios  III,  11  gebraucht  wurde. 

Dieser  Satz  sagt:  Wenn  die  zwei  an  B  umi  li^  rechtwinkligen  Dreiecke 
ABC  nnd  A^B^(\  die  Katheten  AB  und  .1,7/,  gb'ieh,  die  Katheten  BC 
BlC^  dagegen  ungleich  haben,  und  /war  B^C^^BC,  so  wiid 

£^  LC 
"sc  ^  i'c^ ' 

Dieser  Satx,  der  dem  nnsrigen 

^i>l  (ftiraü»>,>«) 

l^md)kommt|  wird  von  Hnltsch  als  sehr  alt  betrachtel  Er  bat  ihn  nbn- 


189)  Vgl.  oben  Seite  79.      190)  Vgl  unten  Seite  117. 

191)  Arcbimedee,  f^it^n^tg,  ed.  Heiberg,  p.  168^970. 

AM.i.Oflnh.d.Batt.WiMMuob.  SIT.  8 
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lieh  onter  den  ,jMßimialia  mr  SphärQ^^*^)  gefimdeii  und  setzt  ihn  deswegen 
vor  Autolykos.  Obwohl  ieh  nieht  mit  Hnltseh  diese  Lemmata  als  vor- 
eoUidisehe  betrachten  kum,  gebe  ioh  doch  zn,  dafii  der  hier  erwShnte  Satz 
alt  ist;  denn  er  wird  von  Arohimedes^  als  bekannt  voransgesetzt,  wie 
schon  Hnltseh  bemerkt  hat  Ifian  hat  aber,  glanbe  ich,  flbersehen,  dals 
der  Sats  in  Enklids  OpHfc^)  bewiesen  (nuAt  Tonnisgesetzt)  wird.  Der 
andere  Satz  ist  der  Seite  113  rtferiote: 

j;->^^(«"H>'>»>*). 

den  wir  sdion  bei  Aristarch  treffen,  jedooh  ohne  Bevr«**  ^  der  Syntaxis 
findet  sidi  aber  dieser  Beweis  (vgl.  Seite  B2  and  112). 

Die  hier  referierten  8&tze,  die  in  der  Kltesten  Zeit  die  Trigonometrie 
ersetzten,  lieferten  yielleicht  brauchbare  Hültoittel  bei  den  ersten  Ter- 
snchen,  sich  eine  trigunometrische  Methode  xa  versoliaffni,  tind  aber  m  alt, 
da£s  man  zur  Zeit  ihrer  Erfindung  Werke  wie  das,  wdehsm  Henelaos 
die  obigen  Voraussetzungen  entnommen  hat,  gehabt  haben  kann.  Ich  glaube 
deswegen,  da&  wir  tn  Jfeiielaos'  S^pkärSk  dk  fHOiettm  Spwrm  eines  plan- 
irigonomäris^m  Werkes  treffen»  und  dal^  dieses  Werk,  wie  oben  gesagt, 
das  von  Theon  erwfthnte  ist. 

MeiielilOS  III,  15,  der  letzte  Satz  in  der  Sphärik  ist  in  vier  Teile 
geteilt.  In  Nasr-Mansurs  Redaktion  sind  diese  als  TTI,  22 — 2')  nuinenei-t. 
Wir  folgen  Gerhard,  dessen  Übersetzung  mit  der  Halieyausgabe  überein- 
stimmt, und  bezeichnen  die  Teile  als  III,  15 

in,  15*  sagt:  Gegeben  £wci  griißir  KrvisqiuKlmnfcn  BA  und  BC. 
Vom  JPol  JP  des  Heises  HA  sind  zwei  gröfste  Kreisbogen  gezogen,  die  von 


192)  Vpl  Nöto  [)!'  I^ala  dieses  Werk  mit  demjenifjen,  welchem  Monelao« 
•eine  planthgonometri.schL'u  V'orauasetzungen  eutnummen  hat,  identisch  ist,  möchte 
ioh  bezweifeln.  Die  Fragmente  aua  den  Xt'miucxa  dg  tu  agiunfixa^  die  Uultsch 
gefunden  hat,  beziehen  sich  nSmlich,  wie  Heiberg  nachgewiesen  hat  (vgl.  E.ei- 
herg^JahnsberiehU,  Philologue  48,  p.  496—497),  alle  auf  Theodosios*  Sphärik. 
Mit  den  „atpceiQiKa"^  meinen  die  griechischen  Autoren  auch  die  des  TheodosioB 
oder  die  alten  vorenklidischcn,  kaum  aber  die  dfs  Menclaos.  Endlieh,  wenn  diese 
iltfftftara,  wie  Uultsch  vermutet,  vor  Autulykos  existierten,  ist  es  ausgeschlosscu, 
dafs  sie  eine  schon  entwickelte  Trigonomettie  der  Ebene  enthielten;  wenn  sie  auf 
der  anderen  Seite  neuoren  Datonts  sind,  waa  ich  wegen  des  hier  erwähnten  Lemmas 
in  Theodosioa  III,  11,  welcher  Sats  kaum  älter  als  Apollonios  ist,  vemute 
(▼gl.  unten  Seite  117),  so  mufs  man  sie  zunftchst  als  eine  zur  Zeit  eines  Pappos 
zu  Schulzwecken  verfafste  Sammlutif;  betrachf fn ;  in  keinem  Kalle  halten  diese  li2f^ 
{iura  dann  irgend  etwan  mit  den  Vorausst't/.ungfn  dt-s  Mfnt'luos  zu  thun. 

198)  Archimedes,  ed.  Heiberg  II,  p.  260  (d.  h.  ^afiiiirrfi  I,  21). 

194)  Euelidis  opera,  ed.  Heiberg  VH,  p.  14  (d.  h.  Opfft  Sato  8). 
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BÄ  und  BC  het».  im  Ä^,  und  C^,  gettimUtm  werdm.  Den  Kugel- 
dnrohiiieBBer  neuien  wir  2r,  die  Dnrohmeaser  der  mit  BA  penlleleii  Kreiee 
doreh  (7,  C|  und  nennen  wir  besw.  9^,  Sr^  und  2r,.  Dann  ist  sa  be- 
wttsen,  dab  (Figiir  69) 

•inC,C;  fi-r.* 

Beweis : 

Da  L  PCB  =^PA^B  =  90«  und  L  CC^P^  BC^A^^  so  wifd,  wenn 
111,2  auf  APCC,  und  ABA^C^  angewandt  wird: 

Hin  PC  ^  sin  BA^  . 
sin  PC,       Bin  ÜC,  ' 

111,1  (ABCiAi  durch  PC,il,  geschnitten)  giebt  aber: 

sin  A^  A,         sin  PA^    sin  BA^  ,  . 

"sin  (\       ~  Bin         '  siiTUCj," 

  sin  iM,    Bin  J*r  _    r  »»j 

»in  PC,  '  sin  PC,  ~  r,    r7 ' 

also  auch 

Bin  .1,  A,         r'9       „  ^  A 

— :    „  7,    =   q.  e.  d. 

Bin  C,  (;        r,    r,  ^ 

Bei  diesem  Beweise  ist  zuerst  die  Hauptgleichuug  (l)  beachtenswert, 
weil  sie  fitr  die  Berechnung  gewisser  astronomischen  Tafeln  sehr  geeignet  ist 

Fassen  wir  s.  B.  BC  als  die  Eldiptik,  BA  als  den  Äquator  auf,  so 
wird  man  mit  (l)  die  den  Lingen.fC^,  C^(7|  u.  s.  w.  enteprechenden 
Bektascensionen  BA^^  ^     ^-  1^<^^  berechnen  kOnnen.   Die  Bektp 

aseensionstafel  in  Ptolemaios'  ^yntosis'*'),  wo  die  jedem  Ekliptikbogen 
▼on  10*  sngeoidnete  Rektaseension  durch  Menelaos'  Sata  auf  nemlieh 
sehwerfKUige  Weise  bersohnet  wird,  Iftist  dcih  mit  Hfllfe  Ton  III,  16*  so 
berieiten: 

(l)  giebt:  sin  ^1^1^     r  •  p  •  sin  (7,     .  ^  •  ^  • 

*  •(»•sin  CjC,  ist  abor  konstant,  da  CyC^  immer  gleich   lo"  bleibt, 
and      sind  die  Sinusse  zu  den  Zonithdiätauzeu  PCj  und  PC,,  d.  h.  die 


VJh)  Wie  i(}i  iniiner  .SY/iu.s'  statt  Sthve  äes  äoppHten  Btujois  ^^esrhrielien 
habe,  so  werde  ich  auch  Halbmesser  statt  Uurdifuesser  schreiben,  obwohl  .Mene- 
laos  immer  in  diesen  und  den  folgenden  Beweisen  Burdmentr  sagt  Da  «r 
ftst  immer  mit  VerfaUtaiasen  operiert,  so  macht  es  in  der  That  keinen  Unter- 
schied, and  ich  ziehe  der  ÜbeniehUiebkeit  wegen  die  dem  modenien  Leser  sn- 

nftchstlieponde  Sclireiliweise  vor. 

lÜGi  Die  Rektast  t'nHioiiHtalVl  steht  in  der  Si/ntaxis  II,  eap  S,  ed.  Jleiberg^  I, 
p.  184 — 135;  ed.  Halma  I,  p.  103.  Die  Bereclurnngäbeispiele  zu  derHclbeu  öinü 
schon  in  I,  cap.  16  (Halma  I,  cap.  18)  erledigt,  ed.  Heiberg  1,  p.  S2— 86;  ed. 
Halma  I,  p.  00— «8. 

8* 
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Ooeiinuse  an  doi  DeUinatiomeii  A^Ci  und  A^C^,  die  man  in  der  DeUinatiöns- 
tafel  findet}  und  swar  braucht  man  für  jede  Rechnung  nor  einmal  nachioadilagen. 
Wir  werden  kamn  an  viel  wagen  mit  der  Behaoptong,  dals  wir  in  (l)  eine 
wenigstens  von  Menelaos  angewandte  Berechnongsfonnel'*')  Tor  uns  haben. 
Die  Formel  kann  aber  Yon  einer  ilteien  Zeit  heistammen,  obwohl  wir  an- 
nehmen müssen,  dab  der  im  Be- 
weise angewandte  Sata  III,  2  von 
Menelaos  erfanden  ist;  denn  die 
Anwendung  Ton  m,  8  Iftlst  sieh 
dnrch  zweimalige  Anwendung  Ton 
m,  1  ersetzen,  and  zwar  indem 
(Figur  69)  A  ABC  dnrch  PC?,^ 
nnd  ABA^Cf  dmroh  PCA  ge- 
schnitten  werden,  woraus  die  Re- 
lation (a)  folgt 

EigentfimHoh  ist  es,  da& 
Menelaos  in  III,  15  die  ParaUel- 
kreisdurchmesser  als  trigonome- 
trische IVmIttion  verwendet.  Audi 
inTheodosiosin,  11— 12  werden, 
wie  wir  gesehen  haben^,  die  Dniohmesser  zur  Yergleiohung  von  Bogen- 
lingen  und  Oeraden  eingeftthrt  Bemericenswert  ist  deshalb  folgender  Passus, 
den  Menelaos^^  gleich  nach  dem  Beweis  der  Fbrmel  (1)  folgen  Itbt 

JBt  tom  dedaraiur  ex  eo  quod  tHximua  in  figuria  juMs**)  e»  figurit 
iradatua  tertii  IHM  Tkeodosii  m  ^eria  jwr  moävm  oKinm.  fyae^aUm  de- 
daravit  ibi,  quod  pnporäo  arcus  gh  (bei  uns  A^A^  ad  areum  de  (C^Cg) 
es<  minor  proporUone  dUmetri  apen  (2r)  ad  diamdrum  eiretdi  (2^),  qtU  am- 

~  ^  A  A       2  r 

thigii  ciiculum  bc  super  punctum  c",  d.h.  —W/i'' 

o  AA 


liSW  19. 


m,  11  wird  allerdings  nur  der  Spezialliül 


In  Theodosios 


bewiesen.  Dieser 


Unterschied  will  jedoch  wenig  besagen,  denn  Menelaos  weist  jeüentalls 
auf  Theodosios  III,  11  hin. 

107)  Vielleicht  hat  iMenolaoK  eine  Formel  wie  diese  (1;  in  Heiner  nielirmals 
erwähnten  Abhandlung  über  die  Auf-  und  Untergäuge  der  Tierkreiszeicheu  benutzt. 

198)  Vgl.  oben  Sdte  79—80. 

199)  Idh  gebe  die  Stelle  nach  Gerhards  Obersetzimg.  Der  Fastui  stand 
auch  in  der  hebiflischen  Übezsetimig  des  Jacob  ben  Machir;  vgl.  die  Hallej- 
aosgabe,  p.  108—109. 

200)  Die  Worte  ,,in  (iffuris  /»imis*'  beruhen  walirsrlit'iiilich  auf  einem  Mifs- 
verstündnis  von  Gerhard,  hei  llalley  üteht  „rrupositio  princiiHiUif',  waa  otfen- 
bar  das  Richtige  isi 
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Menelaos  führt  fort:  „et  hec  est  res,  qua  usus  est  Apollonius  in 
Ubro,  qui  diciUtr  Uhet*  nggregativus^^) ,  et  nos  mm  usl  sumus  hoc  hie, 
et  indiffuimus  eo  necesaitate  tnaioria  iimmmH;  et  nos  osUndmm  iüuA  tu  w, 
quod  crit  posf,  cum  demonstratione  communi". 

Die  Hinweisung  auf  Theodosios  iindet  sich  auch  im  Cod.  Leid.  930 
(Nasr-Mansurs  Redaktion),  die  Anspielung  auf  Apollonios,  der  Theo- 
dosios lU,  11  in  einom  „Uber  (»fffflregativufi"  C-)  soll  verwendet  /m^en  (wozu?), 
dagegen  nicht.  Bis  mehrere  ai-abische  Handschriften  untersucht  worden 
sind,  müssen  wir  deswegen  die  Echtheit  dieses  Passus  sowie  die  Erklärung 
des  Buchtitels  „Uber  aggrrgativus"  dahingestellt  sein  lassen.^') 

Es  wird  sich  wohl  zuletzt  ergeben,  dai^  die  ersten  Elemente  der  Tri- 
gonometrie, wie  Tannery^)  vermutet^  sich  auf  Apollonios  als  Erfinder 
nrückfähren  lassen. 

Was  wir  aber  kauiu  bezweifeln  kOnnen,  ist,  dafo  der  SchlufiB  von 
Menelaos'  Sphärik  III,  15^~*,  der  in  der  That  einen  von  den  vorher- 
gehenden Sfttzen  deutlich  abweichenden  Charakter  hat,  eine  Neubehandlung 
und  VervoUkonunnong  von  Riteren  primitiveren  Methoden  enthält.  Ver- 
gleichen wir  Theodosios  111,11 — 12  und  Menelaos  III,  15 so  scheint 
ans  dieser  Yflxgleichung  henronnigehen,  dafs  der  Kugel-  und  die  Parulki- 
knisdurchmesser  die  ältesten  Mittd  tum  Vetyh'ich  van  Bogenlängen  mit  Ge- 
raden lieferten,  d.  h.  dafs  sie  gewisaemafsm  als  die  äUestm  irigonometrisdim 
Funktionen  gu  heiraeftien  sind. 

Wenn  das  richtig  ist,  so  entstand  die  Trigonometrie  aus  den  Betradi- 

201)  Bei  Halley,  j».  lOH.  heilst  dieser  Titi-l  (aus  dem  Hebräischen)  iil»or.setzt: 
„Li&fr  t forte  de  princijni-ft  unieersulibtis".  Stc'inschncidt'r,  Zeitschr.  f,  Math, 
u.  Phyaik  10,  p.  482,  meint,  daf»  das  betreffende  hebriiiache  Wort  eine  allgemeine 
Bedeutung  hat,  wie  „umfassende*  oder  dei^leichen. 

90S)  Ich  vermute,  dafs  die  Stelle  wirklich  in  Menelaos*  Sphärik  stand. 
AVenn  sie  aber  auch  eine  arabische  Tntcrjiolation  ist,  so  hat  der  betreffende  Araber 
wohl  authentische  Berichte  vor  sich  «ji-habt.  -  Der  Titel  ,Jihrr  ntigrefintirns" 
liefse  sich  wohl  als  eine  Übersetzung  von  „i^  xa&öXov  TtgayuccTtia"  erklären;  vgl. 
Marino»'  Kommentar  zu  Euklids  Data,  ed.  Menge,  p.  -234;  und  Apollonios, 
ed.  Heiher g  II,  p.  188.  —  Wir  erinnern  anch  an  das  von  Eutokios  dem 
Apollonios  sugesohriebene  Werk  mit  dem  xfttsdhaften  Titel  „Äxw^iuey*,  wo 
eine  Berechnung  von  jt  erledigt  werden  soll;  vgl.  Archimedes,  ed.  Heiberg  III, 
p.  300;  und  Apollonios,  ed  Heiborg  II,  ]i.  124  tf.  Die  Fragmente  dieser 
Werke,  die  man  iTannery  und  Heiberg  im  Pajipos  zu  finden  geglaubt  hat, 
lassen  sich  jedoch  kaum  mit  der  Stelle  im  Menelaoi^  iu  Ci>ereinstimmung  bringen. 
—  Die  Hinweisnngen  auf  ein  astronomisches  Werk  des  Apollonios,  vgl  Ptole- 
maioB,  Syniaxi»  ed.  Uafana  n,  p.  818  ff.,  dessen  Titel  nicht  angefahrt  wird,  ver- 
breiten auch  ülier  die  Erklärung  der  MenelaossteUe  kein  Iiicht. 

808}  Vgl.  Tannerj,  l'astr.  omc.  p.  68. 
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tutiyen,  wozu  dir  sphärisch  -  (tat runi/tnisi  hcn   F'upii  vn  AnUifs  ;f(ihf  ii  '^*) ,  und 
ftpütri-,  (hl  man  die  Bctvdniuny  vm  doi  Durchwrssern  an  t'iniii   Knis  in 
der  Ebi  ue  (inknüpf'ie,  (ji)uini  div  Durchnnsser  nuturijnuäfs  in  Krcissthncn  über. 
Noch  eins  können  wir  in  Bezug  auf  den  Beweis  III,  15^  bemerken: 

In  der  obigen  Gleicbnng  (2):  =  !!|||^^!''  Implieite  eine 

Dreicoksformol ,  die  von  den  Arabern  oft  zu  Bercchnting  verwendet  wurde, 
nämlich  füi-  das  Dreieck  BA^C\  mit  den  Seiten       (i,,  Cj  die  Formel: 

cos  Ii  sin  Tj 
coe  &3       sin  a. 

Nach  V  Hl  aunniühls^*^)  Angabe  ist  Ibn-Janos  (f  1008)  der  erste, 
der  diese  Formel  gebrauchte. 

MenelMtt  111,  15^  (Figur  69): 

Zidtm  vir  den  ffröft/tm  Krtiäbogm  PC^A^,  so  dafs 

sin«  PC,  =  sin  PJ,  •  sin  PC  (l) 

oder,  was  auf  dassdbe  herauskomnU,  dal'i 

90  kam  mm  beweism,  dafs  ^  BC^  -~  BA^  «in  Jfaa^imMiii  oder,  wie  Mene- 
laoB  sagt,  äe^s  diese  Bifferuts  eine  gegebene  Qföße  ist,  und  WDQT  gvöfser 
als  die  Bifferent  irgend  sweier  anderen  i^nUeh  liegenden  Bogen^  d.  h. 

BCf  :  BA^>BC^  :  BA^ 

und 

BCt     BAt  >  BCi  ~  BA^, 

Beweis; 

Bin  PJ^  Bin  A  A,  ^  . 
«in  PC,       sin  C(\     ^"*»  ^)  > 

8in  PC.  Bin  BC,  .  .  . 
StePC       sin  7^4,     ^"*»  ^)  y^^) 

Wegen  i^l)  werden  (2)  und  (3)  gleich,  d.  h. 


sin  A  J,      sin  B 
Bin  C  Ct       üäBAt  ' 


(4) 


804j  Vgl.  oben  iSeite  80. 

20&)  Vgl.     Braunmahl,  Gfsch.  d.  Trig.  l,  p.  62. 

SOS")  Die  Gleiohnng  (S)  kommt  der  Chnmdformel  m  (tkI.  Seite  88)  gleieh, 
und  zwar  fiir  Dreieck  BA^(\,  and  ist  leichter  zu  benutzen  als  IfenelaoB*  Sats 

bei  der  B»'Htimmung  deH  Horiz()ntl>ojfenH  (zwischen  dem  Äquator  und  dem  Wende- 
kreis; durch  die  Nei;rung  der  Kkliptik  und  die  Dauer  des  längsten  Tages  {Syntaxit 
II,  cap.  2,  ed.  Heiberg  1,  p.  «U  ff.}. 
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folglich  wild,  da  ^  BÄ BC  ^  9(3^,  aneh 

uCCf^SAi  mid  AA^^BCr"^ 

Ferner  bekommen  wir  duicli  (1): 

r      sin*  FAf      Bin*  ÄJ^ 
9  —  sin*  PC,      aiTOr,  ' 

Indem  nun  r  und  ^  „gegeben**  sind,  ist  auch  mk^AA^-^an^CCf 
^igegehen".   Daraus  schlie&en  wir,  dab  sinA^,  und  sinCC^,  faner  AA^ 
und  CCf  „gegeben**  sind;  d.  h.  die  Bogendifferenz  AA^     CC^  —  BC^ 
diic  durdt  r  und  q  gegebene  Oröfae   q.  e.  d. 

Nun  geben  aber  HI,  15^  und  die  gegebene  Gleichung  (1): 

Bin  J,^  _  BinP^    sin  PC  ^  ^  »in  PC, 

•in  Ci  C;'      ain  PCi'  •  nn  PC,      nn  PC^"  nn  P(^  ™  nn  PCg  * 

und  da  PC^>  PC^,  so  wird  A^A^^  CjC^;  analog  wird  bewiesen,  dab 
AfAf  <  C^C^f  und  es  folgt  also: 

BCf  -:•  Ä    >  B(\  :-  Sili 

und 

BCt-;-BAt>BC,:BAf, 

d.  h.  ^BC,  •:- «st  ein  Maximum,  da  PC,ili  und  PC^A^  gani  will- 
kfirlich  gezogen  sind    q.  e.  d. 

Auch  dieses  Theorem  binn  als  ein  ■stronomisches  aufgefofiit  werden 
und  giebt  dann  an,  xn  welcher  Zeit  die  Differenz  zwischen  Sonnenlinge  und 
Sonnenrektascension  am  grOfsten  ist  Hsn  flUlt  aber  kaum  auf  diese  Qrenz- 
bestimmang,  ohne  zuTor  die  Rektascensionen  berechnet  zu  haben.  Hat  man 
aber  einmal  eine  Tafel  wie  die  Bektascensionstafel  in  der  SiffUas^  berechnet, 
so  li^  die  Erfindung  dieses  Satzes  ganz  nahe. 

Bemerkenswert  bei  diesem  Bewmse  ist  femer,  daC»  wir  hier  eine  <ri- 
gon<mietri8che  Bestimmung  finden,  deren  Berechnung  nicht  durcbgefEQirt  wird, 
indem  nur  die  Möglichkeit  einer  solchen  angegeben  wird  durch  die  Be- 
merkung, daDi  die  betreifende  OrBfse  „gegeben**  ist 

Es  erinnert  uns  dies  an  die  trigonometrische  Bestimmnngsweise  in  Ptole- 
maios'  Anälemma.^  Da  die  Angaben  hier  im  Menelaos  deutlieher  sind, 

2U6;  Die  Gleichung  =  ?^f"*±|S'>  (4)  Iftfat  nämlich,  wie  leicht  • 

geometrisch  /.n  zcitrcn  iwt,  nur  die  Möglichkeiten  =  y  oder  ./  ^  HO"  ;  »/  zu; 
X  =  1/  (d.  h.  A  A.  CCJ  int  iiher  in  dioHt'iii  Fallo  unmöglich.  Im  Folimidon 
(vgl.  Note  2rj)  findet  »ich  als  VorauBsetzmig  aus  der  Trigonometrie  der  Kbene  eine 
Vemligemeinerun^  diese«  Satzes. 

207)  Es  ist  dies  die  Qnmdfonnel  2  (siehe  Seite  88):  ain  'a;  +  sin  '(SC  ^  a;) » 1. 

208)  Vgl.  oben  Seite  88. 
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bestiitigon  sin  indrssen  die  Biditigkeit  von  Zeuthens  Aa£fa8sung  der  Ana- 

lemmakonstruktionen. 

Einf  weitere  Bestätiguug  davou,  dafs  das  Wort  dtSonivoi'  (datuni\ 
dessen  Bedeutung  ursprünglich  zunächst  „konstruicrbar"  war,  später  die  Be- 
deutung „mtmeriscJi  hercchcnhnr" ,  ja  sogar  wie  hier  „annäJurungsiceisc  he- 
rechenhar"  erhielt,  finden  wir  in  Marinos'  Kommentar  zu  Euklids  Data 
(^ed.  Menge  p.  231).  Bei  einer  Erörtening  der  verschiedenen  Bedeutungen 
des  Wortes  öedo^ivov  sagt  Marinos  nämlich:  .  .  .  oi  ök  j^vayQifiov,  cog 
^lodtoQog'  o-Dro)  yaq  zag  &xxivag  xat  rag  ytavlag  Seioa^uL  Xiyfi  x«i 
jtüv  TO  eig  yvwoiv  ziva  iX96v^  x«t  h  ju^  q^iov  (trj.  ivioi  6(  ^t^zbv  avtb 
elvai  ttJU<p'!Qvavxo,  &one^  doxei  6  FlTokf^iatog^  ötdofiiva  ixeiva  jtQoa- 
ayoQivtav,  atv  xb  fiitifov  iitl  yvmQifiov  igvoi  7t(fbs  änfflßstuv  ^  tb 
Cvviyyvg.^'' 

Die  Zeit  des  hier  erwähnten  Diodoros  kennen  wir  nicht;  wir  wissen 
nur,  dafs  er  wie  Ptolemaios  ein  Analemma  verfafste.'®^'*  Die  Bedeutung 
des  Wortes  Se6ofilvoi\  an  die  Marinos  hier  erinnert,  scheint  also  dorchaos 
mit  den  Analemmakonstroktionen  in  Verbindung  zu  stehen 

Menelaos  m,  15*~*  Inldet  den  SdiioTs  dm  dritten  Baches.  Ee  wird 
hier  das  geoaner  erihrtert,  was  Theodosios  nur  tdlweise  bewiesen  hat, 

nimlteh  daft  das  Verhftltnis  (Figur  69  —  70)  zwischen  zwei  be- 

stimmten Grenzen  liegt,  indem 

1)  fBr  A,A,  >  0,6',.  ^  <  '^'  4.  <  r 

2)  für  Ä,A,  <  C,C^,  *  <        <  ^/^^ 

3)  fllr  BCi »  90*,  d.  h.      mt  in  CA 

4)  für  ÄC,     90«-  90»  :  BC,,  d.  h        <  ^; < 
C  m  der  Uitte  von  CjCg,  J   '       *  ' 

5)  ftrB(7j-i-90«^90^  • -ifCg,  d.h,  C    ^      ,  , 
zwischen     und  C'^,  nur  niöht  in  der    ^'  <  J  (j"  <  ^ 
Ifitte,  *       *  ' 

Von  Interesse  ist  lediirlidi  der  Beweis ,  dais  ^  ^-^f-  >  ^ «  wenn 

Beweis:  Man  sieht  (Figor  70)  die  gröfsten  Kreisbogen  PC^A^  nnd 
PC^A^^  so  dafs  C4  zwischen      und      f&Ut,  nnd  so'^^,  dafs 


(A) 


909)  Vgl.  Pappos,  ed.  Hultsch  III,  Praefatio,  p.  IX— XL 
SlO)  Menclaos  drückt  «ich  an  dieser  Stelle  undeutlich  ans,  WM  dem  Ahn- 
Nasr-Hansui  zu  einer  berechtigten  iüitik  AnlaCs  giebt. 


Digitized  by  Google 


MendM»^  dritte«  Buch  und  die  q^iftrische  Trigonometrie.  121 

r .  ^  —  r,«  —  r, .  rj  —  ri .    ,  (1) 
d.  h.    wnPA'  rinPC— *  fltn'PC^  —  sinPC;  •  sinPC^  =-  sinPC,  •  mnPC^. 

Dann  wird  Ä^A^^  C^C^  und  ^  A^A^  =  CgCft  j^direkie  Folge  von 
(1)  und  m,  15S  wonaeli 

rin_Ai  A^       rjjt        ,     dm  A^A^       r  • 
ran  C,  C4  ~  fi  •  ein  C^C;  *^  r,  •  rj ' 

^iw  wMt',  sagt  ICenelftos*^*):  fjmfsXffe  ffai  «iiMdlftl^ji^  BeioeMes  «» 
geraäm  lAmm**  entweder  "^C^C^  p 

-ijwlj  oder  ^  CjC^  =  ^»-4^5  da 
aber  ^C^C^^Ä^^A^^  so  muft 
«^C^C4  Jj^lg  sein,  md  danm 
folgt,  daft 


Ck  C4  AmAt 


und 


Cj  Cj  —  Ak,A^  . 
Schliefslich    b^komnien    wir : 

[vgl  (A)^)),  d.  h. 


^8  ^  e 


q.  e.  d. 


Flgitr  10. 


Wie  der  in  diesem  Beweis  angewaruKe  plantrigonometrische  Satz  formu- 
liert wai-,  ist  nicht  unmittelbar  einieuchteiid.  Dafs  jedorh  die  SchluTsreihe 
richtig  ist,  ergiebt  sich  ans  folgender  Betrachtung.    Wir  haben: 

sin  A^A^       r  •  q 

mn  Aj  A^          r  q 


da  aber  ^  = 


r'9 


r  9 


,  80  wird 


sin  r,  r, 


(in,  15>); 
sin  A^  A 


an  A^J^       sin  Q 


,  odor  wie  Hene- 


lao8  sagt: 


crd.  2r,r^           crd  2.1,  ,1,,  .  


crd.  crd.  2C,C5 


(=       anliwrdeiii  wissen  wir,  da£i 


211)  Bei  Gerhard  lautet  diese  Stelle  so:  „El  pro^rea  qtwd  hec  forma 
«M  4pM  ett,  tMaraim'  Ii»  UmeU  reeü»,  qmd  areu»  U  (O^C«)  «tt  «fiMilis  umo 
duonm  mremm  gm,  fih  (AfA^,  A^A^    Verum  »jpse  esi  mmor  oreu  nh  {A^A^)^ 
ergo  arftte  el     C4)  «sf  equälü  areui  gm  (AiA^) 
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S^Vi  +  -^"i^.  =  -  '^3^1  4-  -'A^  (—*•)»  nnd  es  l&fot  sich  mm  gMr 
phisch'")  nachweisen,  dals  entweder 


oder 


^C^C^  ist  aber  gröCser  als  A^A^i  denn: 


'sin  .1^ 


(111,15^); 


hier  ist  aber  •  p  =  »*j  •  <  r,  •  (vgl.  (l)],  denn  i\  <  r,,  also  CjC?, 
>jl,il4*^*),  womit  die  Schlo&reihe  in  Menelaos'  Beweis  hwgestellt  ist 

212)  IhilH  der  Beweise  j^raphiHcli  war,  nairt  AfenelaoH  selliwt  Hiclip  \(>fe  211: 
„in  lineia  rectis"').    Ein  solcher  beweis  kann  auf  vielfache  Art  geführt  werdeu. 

Bs  handelt  rieh  ja  danan,  auf 
der  Bans  {MN)  eines  gegebenen 
Abschnittes  (von  Ä"  '  zwei  in 
demselben  eingeschriebene  Drei- 
ecke /u  /.eichnen,  so  dafs  deren 
Schenkel  proportional  sind  (Fi- 
gur 71)  im  Yerhftltniflse  ft.  Der 
Ort  der  Dreiecksscheitel  wird  swei 
fjleiche  Kreise  {PR  und  P'JT) 
[vgl.  ApoUonios,  ed.  Heiberg 
II.  j),  IHl  tf.,  und  oben  Seite  104 
und  Note  174 j;  die  Scheitel  mÜHHeu 
also  in  0  oder  <y  liegen,  d.  h. 
die  DreiedBe  weiden  kongruent 
q.  e.  d.    Dieser  Beweis  gleicht 

sin  r 

dem  unsrigen,  nftmlich  dafn  -. 

Kin  tj 

sm(c  :  ar)'  ^  >y* 

nnr  von  x^y  oder  «  -4-  y  «■  e 

erfüllt  wird.  Für  c  =-  IHO"  wurde  der  Satz  schon  olien  vorausgesetzt;  vgl,  Note  206. 

Dafs  nlinliche  Siitze  wie  der  hier  referierte  in  der  vor]»tolcniaii8chen  Trigono- 
metrie öfters  vorkommen,  zeigt  der  Uiufiiand,  dafs  in  Menel.  111,7  der  Satz:  „Wenn 

crd.        ;  X)      crd.  2{k  ;  y)         .  ,  «    l     •      j    •     »  «-j   1 

— ~        =  — 80  wird  X     y**»  ohne  ug«nd  eme  EiOrterang  als 

bekannt  voransgesetst  wird. 

2V\  Dafs  Menelaos  ohne  irgend  eine  Erklärung  voraussetzt,  dnfs  ^  C^C^ 
^>  -Ig-i,.  kommt  wohl  ilahi-r,  dafs  diese  That.saehe  aus  den  HektiiM cnsions- 
tafeln  allgemein  bekannt  war  In  III,  1'»'  liat  er  ja  schon  den  l'unkt  der 
Kkliptik  ((.',:  Figur  6ü-  7ü)  beKtinimt,  von  wo  aus  die  Längeuditferen;een  gegen 
die  Wenden  hin  anfsngen  kl^or  als  die  sngeordneten  BektascenrioosdiÜBraiien 
zu  werden. 


Figur  71. 
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Wir  haben  die  Satze  III,  lö^~^  80  genan  erOrtert,  nicht  nur,  weil  wir 
in  deren  Beweisen  Voranssetzangen  aus  der  Trigonometrie  drr  Ebene  und,  wenn 
wir  uns  nicht  irren,  Überreste  der  ältesten  sphärischen  Trigonomotrio  ge- 
funden haben,  sondern  auch,  weil  Manrolycus  die  Beweise  des  Menelaos 
weiter  entwickelt  und  zur  Berechnung  angewandt  hat. 

Wie  Menelaos  setzt  Manrolycns'*^): 

sinOO^  BinPC— 8in*P(7,  — sinPCi -sinPCt  [HeneL  ni,15*-^], 

folgert  daraus  »  BC^  -{-  BA^  —  90*  [Menel.  m,  15*J,  ferner  daft  ^  BC^ 
■:-  BA^  ein  Maximiun  ist  [Menel.  HI,  15'],  endlich  dafs 

wpr,  =  AAr,  ] 

und  nun  giebt  er  mit  Hülfe  von  Henelaos  HI,  3  Beiedinmtgsbeispiele  für 

alle  FlUe  des  rechtwinkligen  spharisdien  Dreieoks,  das  je  naeii  Bedarf  mit 

einem  der  Brnecke  BÄ^C^^  BA^O^  oder  BA^C^  identifiziert  wird."^) 

Jst  %.B,  B(\  vja.iL  BA^  gegeben,  so  findet  Maurolyous  C^Ai  durch 

Anwendung  Ton  m,  2  auf  die  Drei- 

e4d»PC(7|  mid  PAA^,  was  ergiebt: 

ein  PC;      sin  fiO 
■in  PAi      sin  * 

8in  UU"        cos  BA^  ^ 

formel  III),  wo  BCi  und  BAi  ge- 
geben sind. 

Ganz  neu  ist  wahrscheinlich 
der  Beweis  des  Maurolycus,  da& 

sin  BCiA^  =-8in  PCg 
sin  BC^A^  =  sin  PCf 


und 


Figiix  n. 


sin  BC^A^  —  sin  FO^ . 
Der  Beweis  kann  durch  Menel aos  III,  2  geftthrt  werden,  denn  ziehen 
wir  (Figur  72)  mit      als  Pol  den  gröfsten  Hreis  DJ?,  so  bekommen  wir: 

214j  Vfjl   Bullotinn  Monronipa^'n!  9  (1876t,  p.  71  ff. 

215)  Vgl.  V.  Braunmühl,  Gesch.  d.  Trig.  1,  p.  Iö2  — 16».  Dal's  v.  IJraun- 
mühl  dem  Mauroljcns  diese  KoDstraktion  Boschreibt,  kommt  daher,  daDs  lets- 
terer  die  Sfttee  in,  16*-*  aus  seiner  Meoelaosausgabe  ausgeaohlossen  bat,  um  sie 
in  einer  verbesserten  Qeetalt  in  seine  eigene  ß/Mrik  auizuaehmen;  Tgl.  Seite  80 
— Sl  oben. 
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Hin  DE  _  Hin  BA,   sin  /V   «in  PC, 

sin  Uü"  "~  sin  Bin  I*C\       sin  UU"  ' 

d.h.  ^ 

sin  PCs     «n  i>J5-"  Bin  BCii4,    q.  e.  d. 

Durch  diese  Neui-mug  ist  es  Maurolycus  gelungen,  Berechnungen 
/u  frlt'digeu,  zu  welchen  wir  die  zwei  rJrundformeln  V  uml  Vi  (vgl.  8eitf  8l?) 
gebrauchen,  die  wir  nicht  einmal  implicite  in  Menelaos'  und  Ptolemaios' 
Werken  gefunden  haben. 

Maurolycus'  Anwendung  von  Menelaos  III.  2  und  15  zeigt  uns 
durchaus,  dafs  diese  Satze  auch  von  Menelaos  zu  Bererlinungen  verwendet 
werden  konnten,  statt  allein  zum  Bewel.s  von  rngli'irlihciten  von  Bogen- 
verhältnissen.  Ob  Menelaus  sie  thatsiu-hlich  ü/mlidi  wie  Maurolycus 
verwandt  hat,  das  muis  lediglich  Vermutung  bleiben,  so  lange  die  Belege 
fehlen. 

c.  Die  Erfindung  der  Trigonometrie. 

Um  ein  Totalbild  von  der  ältesten  Geschichte  der  Trigonometrie  su 
gewinnen,  wollen  wir  som  Sohlnls  die  zerstreaten  Elemente  ms  den  YOt- 
hergehenden  Untersuehnngen  sammeln. 

Zuerst  können  wir  es  als  an^macht  betrachten,  dafs  sowohl  die  ebene 
als  die  sphärische  Trigonometrie  sdion  zur  Zeit  des  Menelaos  eine  so 
hohe  EntwickelungsstniSB  erreicht  hatte,  dals  Ptolemaios  kaum  etwas  Neues 
hat  hinzufdgen  können. 

Es  leuchtet  ein,  dafs  Ptolemaios  aus  den  älteren  trigonometrischen 
Wericen  in  seiner  SynUuns  nur  dem  fOr  seine  Zwecke  durchaus  Nötigen  Plats 
gegebm  und  sogar  wichtige  Sfttse  wie  Menelaos  m,  2  und  1.')'  ausge- 
schlossen hat,  *um  seine  mathematischen  HOlfsmittel  so  einfach  und  leicht 
fafsbar  wie  möglich  zu  machen.'")  Selbst  wenn  dadurch  seine  Berech- 
nungen schwerfälliger  wenlen,  so  Iftfst  sich  dieses  Verfahren  schon  ver^ 
teidigen.  Eine  Folge  dieser  Vereinfachung  ist  indessen,  dafs  wir  von  der 
ältesten  Trigonometrie  ein  Terschleiertes,  ja  teilweise  sogar  Tensezrtes  Bild 
bekommen  haben. 

Aus  den  Kenntnissen,  die  Menelaos  aus  der  Trigonometrie  der  Ebene 
▼oraussetst,  schlieCsen  wir  mit  Sicherheit,  dals  die  betreffenden  Werke,  welchen 

Sl$)  Dafs  Ptolemaios  das  ihm  zur  YerlSgung  stehende  Material  mflgtichst 
abkflncte,  sagt  er  selbst  in  den  Einleitungen  zur  Sehnentafelbercchmiti«:  und  lu 
den  etf^aiQiYca  dtl^nc:    Da  heilst  es  nämlicli  i  r/.«  I,  oai».  10,  ed.  H  e  i  h  e  r l.  ji  31V 

,,jr(>OT*-()oi'  iS'i-  <ii-i£.(tni-r.  rrto^'  üv  «öp  tri  iif^'i/f/ra  f)(  oAj'j'wr  x«J  Twr  cutdn'  ifnoor^uci:- 
Xtov  tvfif^odtvtov  *al  ru^^titcv  r»^»»  tmßoki^v  rt^r  ^qö^  ru^  Ttrilixorrirag  avrüjv  noioi- 

fu^«,  und  SjfHkua» I,  cap.  18,  ed.  Heiberg  I,  p.  68:  „x^ocx^aoftc^a  2i]fiftchr«« 

fivmv,      in  (McXitfro,  ciffle^s^  «al  (icdo^timtc^  «e»i|e^|tHN.** 
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er  Mine  Vovaiuaetiiiiigen  estBahm,  viel  mehr  enthielten  als  die  einielnen 
Theoreme,  die  Ptolemaios  nur  £rid8ning  seiner  Sduentafidbereolmiiog 

gerade  herausgreift 

Nur  zwei  von  Meaelaos'  Yoraussetzungen  (sin  a  sin  (1H0°  :  a)  und 
sin'a  -)~  <iM'a  »  treffen  wir  in  der  Synlaaia,  und  zwar  in  dem  Ki^itel 
,^pt  T^g  )n}ii«^(n}fog  vAv  h  %wiikia  fv^ii&v^^-^  was  diese  y<nrauBsetsangen 
betrifft,  so  nennt  Menelaos  keine  Quelle.  Von  einer  der  Voraussetzungen! 
die  sich  in  der  Syntaxis  nicht  findeUf  sagt  Menelaos,  dafs  sie  „m  reeNs 
litteis**  bewiesen  wird  (vgL  Note  311 — 212),  von  anderen,  dals  er  sie  einem 
seiner  eigenen  Werke  entnommen  hat  (vgl.  Seite  106 — 107  und  110  ff). 

Nun  legi  Theon  dem  Henelaos  ein  Werk^Ton  6,  dem  Hipparch 
ein  Werk  von  12  Bflchem  „ncfl  x&v  iv  xvxXa  cvOctöjv*'  bei.  Es  dflrfbe 
sieh  daraus  ergeben,  dafs  die  nSmlichen  Werke  des  Menelaos  und  Hip> 
pareh  Lehrbfioher  der  Trigonometrie  der  Ebene  waren,  denen  Menelaos 
dann  seine  genannten  Voranssetiaogen  entnommen.  Diejenigen  dieser  Yor- 
aossetzungen,  von  denen  Henelaos  nicht  ausdrücklich  sagt,  dafs  er  sie 
seinem  eigenen  Werke  entnimmt,  dürften  schon  bei  Hipparch  vorkommen, 
die  anderen  dagegen  nicht.  Jedenfalls  verbreiten  die  in  Menelaos'  Sphärik  vor- 
ausgesetzten 8&tze  einiges  Lieht  über  den  Inhalt  der  beiden  verlorenen  Werke. 

Ferner,  da  Menelaos  gewisse,  offenbar  nur  higonometrisch,  d.  h.  an- 
näherungsweise durch  Berechnung  bestimmbare  (Iröfsen  als  „gegi^bttttf*  (dtdo- 
fiiva)  bezeichnet  (vgl.  Seite  119),  und  da  dieselbe  Bezeichnung  auf  genau 
dieselbe  Weise  in  Ptolemaios'  Analemma  benutzt  wird  (vgl.  Seite  83),  und 
da  endlich  Marino»  dem  Ptolemaios  eine  dem  entsprechende  Definition  vom 
Wort  dtdoiiivov  zuschreibt  (vgl.  Seit«  120),  so  schliefse  ich,  dafs  Menelaos 
trigonometrische  Tafeln  besafs,  d.  h.,  dafs  in  seinem  Werke  „»£^1  fSw  iv 
«tvxAco  Ev^suov''''  ein  yynav6vu>v  t&v  iv  xvxAcd  ev^eiäv''^  stand  (so  lautet 
nimlich  die  Überschrift  der  Sehnentafel  im  Ptolemaios). 

Es  ist  nun  nicht  zuviel  gewagt,  anzunehmen,  dafs  in  Uipparchs  Werk 
mit  demselben  Titel,  das  von  Theon  auf  analoge  Weise  erwähnt  wird,  auch 
eine  trigonometrische  Tafel  stand;  denn  wie  man  schon  längst  hervorgehoben 
hat,  lassen  sich  die  Beispiele  und  Bestimmungen  in  Hipparohs  Kommentar 
zu  Aratos*  JPftainomemi  kaum  anders  erklären  als  Ergebnisse  trigonometrisdier 
Berechnungen  (vgL  Seite  84  ff.).  Hinsu  kommt  femer,  dals  Pappos  dem 
Hipparch  eine  numerische  Lösung  gans  fthnlicher  Probleme  zuschreibt  (vgl. 
Seite  70),  und  dafs  wir  nachweisen  können,  dafs  die  zu  dieser  Lösung  not- 
wendigen sphärisch -trigonometrischen  Sätze  schon  ror  Menelaos  existierten. 

Überblicken  wir  doch  unsere  Besnltate  in  Besag  auf  die  sphftrische 
Trigonometrie  genauer. 

Aus  Menelaos'  Sj^iärik  konnten  wir  konstatieren,  dafs  der  Doppel- 
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▼eclilltmssate  (der  Sats  von  der  Etlialtniig  des  Miharmnniiichen  SiiiuBTer- 
hUtoiaseB  doxch  Projektion)  auf  der  Kogel  Ton  Henelaos  ala  allgemein  be- 
kannt Toransgesetst  wurde.  Wir  haben  nachgewiesen,  dafii  dieser  Sats  eine 
direkte  Folge  vom  sogenannten  Sats  des  Uenelaos  war,  oder  aber  auf  ganz 
Uuiliche  Weise  wie  dieser  aus  der  Ebene  auf  die  Eugel  Ubertragbar  war. 
Wir  sah«i  endlich,  dafe  Menelaos'  Satz  anders  fbnnuliert  war  als  die 
anderen  SKtze  der  SsMknk,  und  zwar  snnicbst  wie  ein  zu  einem  asfro- 
nomischen  Werk  gehörender  Hfil&sats,  femer,  da0i  Menelaos  die  ans  der 
ebenen  Geometrie  und  Trigonometrie  zum  Bewmse  dieses  Satses  notwendigen 
Hftlfts&tze  als  allgemein  bekannt  voraussetst.  Diese  Hfilfinfttse  knflpfk  Ptole- 
maios  in  seiner  S^Hkms  an  die  tfycB^wrl  dt^ti;  und  nidit  an  die  Sehnen- 
tafelberedmung  an. 

Die  einzige  natfirliche  EriEUrung  dieser  Thatsaehen  ist  die,  daft  der  Sats 
des  Menelaos  sowie  der  DoppelverhUtnissats,  beide  auf  die  Eugel  fibertragen, 
in  einem  Uterm  astronomisdien  Werk  standen.  Es  gewinnt  somit  die  An- 
nahme an  Wahrs(9ieinliehkeit,  dafo  sie  dem  Hipparch  bekannt  gewesen  sind. 

Nun  wissen  wir,  dafo  die  numwischen  Beispiele  in  Hipparohs  Kem- 
mmtar  sich  auf  die  Auf-  und  Unterlage  der  Tierkreisbilder  beziehen, 
ferner,  dab  eine  genauere  Auseinandersetzung  dieses  Fh>blems,  sowie  des 
der  Auf-  und  l^edergftnge  der  Tierkreisseiehen  (mit  denen  die  Bilder  ver- 
glichen werden)  sich  in  seinem  Werke  f^n^  twavutolAv  etc.  tiftv  &KlUryAi^ 
fand.  Papp  OS  schreibt  ihm  die  numeritdie  Lösung  des  Obliquasoensions- 
problems  (Au%aBg  der  Tierzeichen)  zu.  Hipparchs  Angabe,  dab  er  seine 
Lösung  Siu  t&if  T^imtOy  erledigt,  kann  sich,  wie  wir  sahen,  auf  die  €^pm- 
(fiiiuA  dt/|nf  beziehen,  und  dem  entsprediend  werden  sSmtlidie  diese  Ph>bleme 
im  Ptolemaios  mit  HtUfb  der  9^pm^md  it^ig  (d.  h.  der  Anwendungen  von 
Menelaos'  Satz)  und  der  Sehnentafel  gelöst  Ferner  sahen  wir,  dab 
Ptolemaios  Im  der  Lösung  des  einen  dieser  Ftoblone  (die  Berechnung 
einer  Obliquasoensionstafel)  zwei  Methoden  giebt,  deren  eine  durdi  Bei- 
spiele eri&utert  wird,  die  mit  der  Tafel  nicht  ttbereinstinmien,  uriUirend  die 
Beispiele  der  anderen  in  Toller  Übereinstimmung  mit  der  Tafel  sind.  Endlidi 
haben  wir  in  Menelaos  m,  16  (vgl.  Seite  116,  119  und  Note  213)  Sitae 
geftmden,  deren  Aufteilung  sich  einerseits  erst  durch  die  Kenntnis  einMr 
Bektascensionstafel  uatftrUoh  erklären  Iftfst,  und  die  andererseits  der  Be« 
rechnung  einer  solchen  Tafel  diodieh  sind. 

Alle  Anzeichen  laufen  also  dahin  zusammen,  daDi  Hipparch  die  zur 
Berechnung  notwendigen  sphKrisch-trigonometrischen  Sitse  besafe,  dab  er 
eine  trigonometrische  Lösung  des  Rektascensions-  und  des  ObUquasoensions- 
problems  gegeben  hat,  und  dafs  sein  Hfll&mittel  dazu  eine  irigonomotrisdbe 
Tafel  war.  Es  ergiebt  sich  somit,  daft  Hipparchs  trigonometrische  Kennt- 
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niaw  keineswegs  hinter  denen  des  Ptolemaios,  wie  sie  in  der  S^tdaxi»  dir- 
gelegt  find,  sorflckstehen,  und  dals  die  Trigonometrie  bei  Menelaos  schon 
hedentend  weiter  fortgesdnitfcen  war. 

Bis  sn  diesem  Punkt  sind  unsere  SddnlMolgemngen  siober  nnd  be- 
stfttagen  dorehans  die  Ansiehtsn  von  Delambre  imd  Tannery.  Was  die 
noeh  fibrig  bleibenden  Fragen  betrifft,  so  rind  wir  anf  Yennatnngen  an- 
.  gewiesen. 

Was  wir  gern  wissen  mffohten,  ist  dies: 

1.  Weldie  trigonometrischen  Methoden  besaisen  die  Griechen  Aberiiaopt? 

2.  In  welcher  <dironologischen  Beih«ifolge  wurden  diese  Methoden  ent- 
widnlt,  nnd  wie  wurden  ae  erfonden? 

3.  Wem  gehören  die  Erfindungen  dieser  Methoden,  oder,  wenn  dies  nicht 
SU  etmitteln  ist,  in  wdohe  Znt  fallen  sie  nngeflhr? 

Wir  lAnnen  deutlitdi  vier  yon  einander  mehr  od«r  weniger  abhingige 
Bichtongen  untersdieiden,  die  alle  auf  die  aniüdiemngsweise  Berechnung 
abaielen.  Wir  kOnnen  audi  nadiwMSen,  dab  jede  dieser  Tier  Ghnqi^eii  Ton 
Werken  Tertreten  ist,  die,  insofern  sie  su  derMlben  Gruppe  gehören,  alle 
denselben  Titel  Ahreo,  ntmlidi: 

1.  Die  Trigomm«lln€  ätr  Ebm$  mU  dm  SehnmUxfdn:  yjK^  vdhr  iv  iMm 

Hipparob  (13  BOcher).  —  Menelaos  (6  Bflcher).  —  Ptolemaios' 
«S^fNlmeisI,  cap.  10—11. — Theo  ns^nnmeNtor  (Baseleransgabe  p.  39—55). 

2.  Die  tjikärM'Wgtmm^kiachm  SÜtfMUge:  „9i(  a^ptu^aud  dsi^i$\ 

Hippareh.  —  Menelaos'  Sjßärik  TJL  —  Ptolemaios'  jS^mtoris 
I,  cap.  18.  —  Theons  Kommentar  (Baselerausgabe  p.  61—70). 

3.  Die  Stmnmäirkonstrukticnm:  ievuk^it^o^. 

Ptolemaios.  —  Diodoros. 

4.  Die  HanißfMrm: 

Hipparob  (?).  —  Ptolemaios. 

Welche  von  diesen  Methoden  ist  aber  die  llteste? 

Schon  im  Torans  kOnnen  wir  annehmoB,  dafs  die  Trigonometrie  der  Ebene 
nicht  die  llteste  gewesen  ist,  d.  h.,  dafo  die  Sehnentafeln  Yerbftltoismftfirig 
qpftt  berechnet  worden  sind.  Denn  so  wie  die  Griechen  nun  einmal  Ter- 
anlagt  waren,  kOnnen  wir  uns  kanm  denken,  daTs  solche  Tafeln  an  sich 
das  ZiA  gewesen  sein  kannten.  Sie  bildeten  fOr  die  Griedien  vielmehr 
lediglidi  ein  Ifittel  —  an  notwendiges  Übel  möchten  wir  fost  sagmi  — , 
das  SU  entwidceln  man  sidi  nur  in  Bflcksicht  auf  praktisch  astronomische 
Zwecke  ▼eranla&t  sah.  Die  Probleme  abw,  durch  die  man  sur  Tafelberech- 
nung  angeregt  wurde,  mflssen  wir  sun&chsfc  in  der  sphftrischen  Astronomie 
sudien;  denn  in  der  Ebene  wnAte  man  sich  schon  in  helfen,  wie  Archi- 
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m^dps'  Krpisnif-ssung  und  Arlst  arclis  Werk  bezeugen,  während  man  auf 
der  Kugel  in  der  Tbat,  sobald  es  sieb  um  Berechnungen  handelte,  ganz 
hültlos,  und  wie  Hypsikles  (oder  bosser  wie  der  Urheber  der  in  seinem 
avaipo()Hi6g  angewandten  Methode)  auf  Postulate  angewiesen  war. 

Was  die  Sonnenulirkonstrukt innen  bctrirtt,  so  sind  wir  mit  v.  Braun- 
raühl  geneigt,  die  dazu  angewandte  Methode  als  die  ülteste  zu  betrachten, 
aber  nur  als  eine  instrumentale,  die  dann  später  durch  den  (Jcbrauch  der 
indessen  berechneten  Sebnentafeln  vervollständigt  wurde.  Die  Gründe  für 
diese  Ansicht  ha])en  wir  oben  (Seite  8.') — 86)  entwickelt. 

Die  Plauisphüren  zielen  wie  die  Analemmata  zunächst  auf  die  Be- 
stimmung der  Zeit  ab.  W^ic  es  Tan  ner  v  hübsch  dargelegt*'^),  ist  die  Eiit- 
wickelung  der  planisphüriscbcn  Mptlioilc  ungefiihr  diosell)e,  die  wir  bti  den 
Analemmata  angenommen  haben.  Es  bestand  zuerst  eine  rein  instrumentale 
Methode  zur  Auftindung  der  Zeit  während  der  Nacht.  Diese  {»riniitive 
Methode  wurde  dann  später  mit  einer  konstruktiven  (der  stereographischen 
Projektion)  in  Verbindung  gebracht,  blieb  aber  dennoch  immerhin  eine  in- 
strumentale. Zuletzt  endlich  wurden  dann  die  Sehnentafeln  zur  Auflösung 
der  durch  die  Konstrukti«»!!  hervorgebi-aehten  ebenen  Dreiecke  angewandt, 
wodurch  in  der  That  eine  Berechnung  sphärischer  Probleme  erreicht  wurde. 
Dieser  Schritt  ist  aber  nach  Tannery  erst  von  Ptoleraaios  gethan. 

Wegen  snb^her  Erwiigungen  glauben  wir.  dafs  es  die  Erfindung  der 
öqptti^txftJ  d(it,eig  war,  die  eine  trigononit'trisi.'ht'  Talelberpclinung  notwendig 
machte,  und  dafs  die  in  Bezug  auf  die  zu  <ler  sphärischen  Astronomie  (den 
q>ttiv6^evu)  gehörenden  Figuren  vorgenommenen  N'ergleichungen  zwischen  Bogen- 
grt'W'sen  und  ( T  raden  als  die  ältesten  primitiven  trigonometrischen  Erscheinungen 
zu  betrachten  sind. 

Zur  Stütze  dieser  Annahme  können  wir  auch  mehrere  recht  trü'tige 
GrQnde  aniiihren: 

Die  uralte  sphärische  Astronomie,  so  wie  wir  sie  durch  die  q>uiv6uti'u 
des  Eudoxos,  Aratos  und  Euklid  kennen  geltirnt,  konnte  auf  die  Dauer 
die  Bedürfnisse  der  praktischen  Anwendungen  nicht  befriedigen,  aber  noch 
mehr,  es  gab  schon  in  der  corcullUlisclirn  S))Iiiink,  d.  h.  auch  in  den  ältesten 
qpati'öfif i'ö  ein  Problem,  das  <  )l)li(|nas<  t'iision.sproblem ,  dessen  Lösung  selbst 
nach  den  damaligen  primitiven  Forderungen  nicht  geometrisch  zu  bewältigen 
war.  Dazu  war  dieses  Problem  wegen  seiner  Anwendungen  in  der  Nautik, 
A.stronomie  u.  s.  w.  für  die  Griechen  von  einer  soleben  Wichtigkeit,  dafs 
man  sich  eifrig  bemühte,  eine  Lösung  zu  finden  (das  bestätigt  Puj»|)os' 
Bericht,  vgl.  Seite  70,  und  Hypsikles'  ava^po^Mtöf,  Tgl.  Seite  72  und  7t>). 


217)  Tannery,  Vastr.  am.  p.  60—66. 
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An&ogs  bat  man  natlfarlidi  ideht  an  eine  numeriMhe  annlhemngswaiae 
LBsnng  geduht,  sondern  an  dne  exakte  geometriaehe.  Das  Problon  war 
aber,  wie  oben-  dugekgt  <(TgL  Seite  78),  nicht  in  der  gewünschten  Weise 
tOabar.  Ibn  wurde  ein&ch  geatwangen,  neae  Bahnen  einanaddagen,  und 
fing  dann  an,  die  BogenTeibUtnisse  (awisdien  ekliptisdien  LSngen  aof  der 
einen,  Bektaacensionen  nnd  OUiqiiaacensionen  auf  der  anderen  Seite)  mit 
denen  gerader  Linien  an  Tcrgleiohen,  und  zwar  benutzte  man  dasn  das 
ZnnidistliegeiidA,  Münlioh  den  Kogel-  und  die  Farallelkreisdiirohmeflsw. 

Dia  Grllnde,  die  ims  sa  der  Annahme  gefOhrt  haben,  dab  die  Eni- 
wiekelnng  gerade  dieae  gewesen  ist,  sind  erstens  die  Sitae  III,  11 — 12  im 
Theodosioa  (vgL  Seite  79— -SO),  aweitens,  dafs  die  Kenntnis  des  ersten 
dieser  Sitae  wahradieinlieh-fmi  Henelaos,  aber  jedenfiüb  ?«n  den  Arabern 
dem  ApollonioB  angesohiieben  wird  (vg^.  Seite  117),  sdiliefUioh,  dab  wir 
ans  den  letatui  Sitaen  (m,  15*~^)  in  Menelaos'  Sphärik  sehliefiwn  dürfen, 
dab  die  Paralldkrdsdarchmesser  auch  toh  seinen  VorgSngem  als  primitiTe 
trigonometrische  Funktion  verwendet  worden. 

Da  es  deh  nun  seigte,  dab  die  Herstellong  von  Ungleidiheiten  zwischen 
Bogen-  and  DurohmessenreriilltniBsen  nicht  weiter  führte,  so  b^^ann  man 
bei  der  anadiaalichen  Betradklmig  der  sphBrischen  Figami,  die  sidi  dondi 
die  Probleme  selbst  darboten,  dieselben  mit  einem  Neta  von  Dordmiesswn 
mtd  8dmm  an  durchsiehen;  denn 
mit  den  Ihirdhmessem  allein  kam 
man  natllilieh  nicht  TorwSrts. 

Die  s^Arisoiie  Figur,  die  sidi 
in  Theodosios  m,  11  darbot, 
war  das  si^iftrisohe  Yieredc,  die 
Fignr  yon  Menelaos'  Sata  (Merir 
dian-Äqnator-EkUptik-Deklina-  ^ 
tionskrds),  und  nnu  war  der  Weg 
zun  Beweis  Ton  Menelaos'  Satz, 
wenn  die'  analoge  lignr  nnd  der 
analoge  Sata  in  der  Ebene  schon 
ans  den  BoriBmm  bekannt  waren,  nicht  weil  Figor  78,  die  Figur  von. 
Theodosios  XU,  11,  und  74,  die  FSgnr  vim  Menelaos'  Satz  (zum  Ver- 
gleieh  mit  Figor  78  spezialisiert)  zeigen  in  der  Thai,  wie  leicht  der  Über- 
gang von  ersterer  an  letstwer  gewesen  sein  mnfs. 

Ss  ist  jedoch  immerhin  <nne  Frage,  ob  man  direkt  von  Theodosios 
m,  11  zum  Satae  des  Menelaos  gelangt  ist.   Sowohl  v.  Brannmtthl'*^) 


ns)  Vgl.  V.  Brenn  mflbl,  CMI.  d.  Trig.  l,  p.  16. 
Abli.s.O«ck.S.Baili.vnflMii«ih.  XIV  9 
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als  namentlich  Zeuthen*^*)  trägt  Bedenken,  zu  glauben,  dafs  alle  Fälle 
der  Aaflösnng  qihftrischer  Dreiecke  durch  Spezialisiening  eines  allgemeinen 

Theorems  erledigt  worden  sind  (wie  es  in  der 
Syntaaäs  mit  Menelaos'  Satz  der  Fall  ist),  ohne 
dafs  erst  die  für  jeden  Einzelfall  nötigen  Sätze 
entwickelt  waren.  Zeuthen"^)  ist  deswegen  der 
Ansicht,  dafs  wenigstens  ein  Teil  der  in  der  Syn- 
taxis  behandelten  Probleme  der  sphärischen  Astro- 
nomie auf  eine  mehr  direkte  Weise  gelöst  worden 
ist,  ehe  alle  die  Lösungen  auf  die  Anwendung  von 
Menelaos'  Satz  zurückgeführt  wurden. 

Obwohl  man  zugeben  mufs,  dafs  Zeuthens 
Erwägungen  schwer  wiegen,  so  kann  ich  es  doch 
nicht  für  durchaus  undenkbar  halten,  dafs  man  in 
diesem  Fall,  wo  es  sich  um  eine  l  bertragung  eines 
schon  lange  wohlbekannten  Sat/es  aus  der  Ebene 
handelt,  gleich  auf  eben  diesen  Satz,  der  sich  als 
der  ergiebigste  erwies,  gekommen  ist. 

Wir  können  uns  aber  auch  vorstellen,  dafs 
man   mit   der    Figur   in   Theodosios   III,  11 
(Figui"  73 j  als  Ausgangspunkt  zuerst  auf  mehr  spe- 
zielle Methoden  zur  Lösung  der  einfachsten  Probleme, 
d.  h.  zunächst  des  Bektasoensious-  und  Deklinationsproblems,  gekommen  ist. 
21»)  Vgl.  Zeuthen,  Bibl.  math.  1900,  p.  20. 

220)  Zeuthen  sagt  (I.  c.  p.  20  -21):  „splon  moi  tm  tel  commencemevi  sirait 
vunte  inoui  datis  l'hiatoirc  de^  muthematiquoi,  oü  l'on  connuH  ordinairement  les 
Solutions  particulieres  des  principales  questions  resolues  plus  tard  par  une  mähode 
fMniU  ofooHiik  de  comimin  eette  mähoäe,  H  €$t  done  ä  n^ppoaer  qWw  aü  rM» 
^ume  manihn  phu  dinete  Ut  guettüm  de  tHgonemärie  tpMriqm  doNl  «'oeeMpe 
Ptolimie,  ou  du  moins  une  partie  de  ces  questions,  avant  d'en  riduire  toutee  let 
Solutions  a  Va})plicalion  du  the'iwcme  de  Moielaos."  —  Wenn  Zeuthen  nun  im 
Folgenden  vermutet,  dufa  Menelaos  derjenige  ist,  der  alle  Fälle  der  Aul'iüsuug 
Bpbärischcr  Dreiecke  auf  die  Anwendung  von  Menelaos'  Satz  zurflckfalute,  so 
widedogt  imeere  Untennelnuig  von  Menelaos'  dritton  Bach  dieee  Yennutoiig. 
Die  ganae  von  Zeuthen  angenommene  Entwickeiiing  liegt  jedenfallH  vor  Mene- 
laos, wahrscheinlich  vor  Hipparch.  Menelaos  baut  allerdings  seine  sphärisch- 
trigonometrifli  hon  Sätze  fast  aussah liefslich  auf  dem  Satz  des  Menelaos  auf;  bei 
den  lierechuuugen  aber  müssen  wir  zimächst  annehmen,  dals  er  den  entgegen- 
gesetzten Weg  einschlug,  und  die  von  ihm  selbst  erfundenen  Sätze  titatt  des  Satzes 
des  Menelaos  auwandte,  sobald  dieselben  ihm  dieBeiechnnog  erleichtern  konnten 
(vgl.  die  Seiten  98,  116—116  und  Note  t06*).  Die  allgemeine  ZurflckfDhnmg  zum 
Satze  des  Menelaos  ist  dann  entweder  vor  Menelaos  erledigt  und  von  Ptole- 
maios  naobgeahmt,  oder  erat  von  Ftolemaios  unternommen. 
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Überr«ate  solcher  Methoden  haben  wir  aUerdings  nidit  in  der  SpkäHk 
des  MenelsoB  gefanden,  ^  gras  auf  dem  Sats  des  Menelaos  gebaut  ist, 
and  die  ErleichterungMi  in  den  Berech- 
nongen,  die  wir  dem  Menelaos  sasn- 
sobreiben  geneigt  waren  (vgl.  die  Seiten  98, 
116—116  and  Note  205*),  gehOren  ohne 
Zweifel  ihm  selbst  and  berahen  alle  aaf 
der  Kenntnis  des  Saties  des  Menelaos. 
Aach  nicht  die  uderen  Icogelgeonietri- 
sdien  Sfttie,  denn  wir  bei  den 

GriechMi  TOT  Menelaos  Tovanasetsten, 
komm«!  hier  in  Frage,  erstens  weil  sie 
nicht  sar  Bereobnong  geeignet  sind, 
xweitens  weil  sie  die  Übertragung  yon 
Menelaos'  Sats  Toraaflsetsen. 

Dagegen  kann  man,  von  der  Figur 
in  Tbeodosios  m,  11  (Figur  78)  aus- 
gehend, ohne  viel  sn  dieser  hinsozu- 
ftgen,  auf  sdur  einfache  Weise  sum 
Beweis  von  zwei  BpenalfUlen  des  all- 
gemeinen Satses  m,  15^  im  Mene- 
laos gelragen,  und  mit  Hfllfe  dieser 
SpesialfUle  lassen  sieh  mehrere  der  Pro- 
bleme in  der  SjßntawiB  lOsen. 

Rrojisieren  wir  nftmlich  in  Tbeo- 
dosios' Figur  (73)  die  Punkte  and(7| 
senkrecht  auf  die  Ebene  OÄP,  so  bekom- 
men wir  die  Punkte  und  ö*.  Die  Ge- 
raden AfOi  und  Ä'C  treifen  sich  dann 
in  einem  Punkte  Q  auf  der  Verlagerung 
▼on  OP,  und  wir  bekommen  (Figur  75): 

A,0  r 

f=in  •}  -l,  ^  r  ,  , 

sin  C(  \        r, ' 

\  cnl  2AJi_0A'         <JÄ'    CT  _  OA^  08 

i  erd.  2  C,  B  ~  0&  ~  C  T    OC  ~  t\  T  '  C  ü 


d.h. 


2) 


Vlgw  TA. 


Q 
r 


d.b. 


iinAili   (f 

rin  C^B  ~  Vi 


(2) 
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(1)  und  (2)  bilden  offenbar  zwei  SpeiialftUe  Ton  Henelaos  HI,  15^ 
(vgl.  Seite  114—115),  welcher  Bats  sagt: 

an  CiCg       r,  •  r, ' 

Lnplieite  stehen  die  Gleiehungen  (1)  und  (2)  in  Henelaos'  Sphärik, 
wo  ^  gefunden  worden  sind  (Fig.  76)  durch  Anwendung  von  III,  2  bnw. 
auf  die  Dieieeke  P(7G^  und  PAA^  und  auf  BOiA^  und  FCiCJ*^) 

Wenn  die  DeUumtionen  d«r  Ekliptikpunkte  bestimmt  sind,  giebt  (l) 
die  Bektascensionen  derselben.  Für  den  Funkt  der  Ekliptik  {BC)  mit 
der  LSnge  BCi  l)  und  der  DeUiaation  C^A^  d)  giebt  (1)  nSmlieh 
snr  Bestinunnng  der  Bdctasoensionen  BA^  a): 

^"1 ^ '  (Gnmdformel  III) 

welche  Qleiehung  ebenso  brauchbar  ist  wie  die  von  Ptolemaios  benntste*"): 

Bin  »  am  ^       im  90* '     ^  ^ 

wo  s  die  Neigung  der  Ekliptik  ist. 

(2)  giebt  und  ist  also  weniger  brauchbar. 

Um  durcli  Figur  75  die  Deklinationon  /u  beküiiiiiifii ,  müssen  wir  die 
l'unkte  C  und  C'  senkrecht  anf  AO  projizieren;  dadurch  erhalten  wir  die 
Punkte  X  und  1',  und  die  ähnlichen  Dreiecke  OCX  und  OC'  1'  geben  dann: 

(r  Y  _  CO 
CK  ~  » 

d.  h. 

|crd.  2C7,  ^ crd.  Q  B 

^oxd.%CA  r  » 

also: 

sin  C.  A.      sin  0.  B  /«v 

"sin-är"— T—  w 

In  diesem  Falle  giebt  {3)  zur  Berechnung  von  d: 

bin  &       siu  il 
Bin  «         1  * 

Es  ist  dies  die  Grundlonnel  I  für  Dreieck  ACjA^j  dieselbe  findet  sich 


221)  (1)  finden  wir  in  III,  15'  (vgl.  Uleichuug  (2)  Seite  llH),  (2)  in  III,  16» 
(vgl.  Gleichung  (2)  Seite  116).  —  (1)  kommt  der  Grundformel  III:  cos  a  cos  e 
OOS  b  (▼gl.  Seite  88)  gleich  und  swar  ftlr  Dreieek  SA^  <7i  (Tgl.  Note  206*).  — 

COS  äin  c 

(2)  konunt  der  Formel  dea  Ibn-Junoa:   — =  -i —  sloich  (vgl.  Seite  118). 

cos  6      am  a  "       ^  °  ' 

S88)  Vgl.  Ptolemaios,  S^ntaxi»  I,  cap.  16,  ed.  Heiberg  l,  p.  88—88. 
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impticite  im  Henelsos  III,  13  (Tgl.  Seite  108  und  Note  186*),  wo  sie  durah 

SU,  2  bewiesen  wird.   PtolemEios***)  erhSlt  durch  Menelaos'  Sats: 

Bin  90«        sin  90"     ain  l 

«in  «        nn  ^  '  ein  90* ' 

Diese  ErOrtenmg  »eigt,  wie  man  dnndi  die  an  Theodosios  ID,  11 
sidi  eng  ansidilielsende  Figur  76  eine  Berechnimg  der  Sonnendeklinationen 
und  Sonnenrektasoensionen  und  einer  DeUinations-  und  Bdiasoensionstafel, 
wie  die  in  der  ^ffnUunSf  leicht  erledigen  kann.  Die  Obliquasoensionen 
dagegen,  deren  Berechnung  auf  Gnmdfdnrmel  II  (vgl.  Seite  78  und  82), 
d.  h.  tg  e  »  sin  &  •  tg  (7,  beruht,  ergeben  sieh  sehweilich  durch  Figur  76. 

Methoden  wie  die  hier  in  Besng  auf  Figur  76  dargelegten  kSnnen  wir 
bei  den  Griechen  vor  Hipparch  oder  möglicherweise  noch  bei  Hippareh 
selbst  Toraussetien.  Sie  würden  mit  den  Ergebmssen  unserer  ühtersndhnngen 
▼on  Theodosios'  und  Menelaos'  Sphärica  flbereinstimmea,  denn  sie 
schlielhen  sich  eng  an  die  Figur  im  Theodosios  an  und  kommen  in  einer 
allgemeinen  Gestalt  im  Menelaos  Tor.  Aulhttdem  bildet  Figur  76  ein  natür- 
liches Zwischenglied  swischen  73  und  74,  d.  h.  swisohen  dem  dem  Apol- 
lonios  zugeschriebenen  Sata  und  dem  Sats  des  Menelaos. 

Wirkliche  Spuren  soldier  Zwisdienglieder  haben  wir  aber  durchaus 
nicht  gefiinden;  wir  kflnnen  deswegen  nur  sagen:  Wenn  die  Griechen  nidit 
direkt  anf  Menelaos'  Satz  gekommen  nnd  and  denselben  nicht  gleidi  vom  , 
An&ng  ab  benutzt  haben,  so  kOnnen  wir  uns  wohl  denken,  daft  die  yor  der 
Übertragung  dieses  Satses  angewandten  Methoden  der  oben  erwihnten  Art 
gewesen  sind. 

Nur  die  Frage  ist  noch  ftbrig,  warn  die  Tersofaiedenen  Fortschritte  in 
der  Erfindung  nnd  Entwickelung  der  fitesten  Tiigononietrie  geschehen  sind, 
nnd  wem  wir  sie  zuschreiben  k6nnen. 

Mit  Sicherheit  Iftfiit  sidi  nur  eine  obere  und  untere  Grenze  feststellen: 

Zur  Zeit  des  Aristaroh  Ton  Samos  (c.  276  Chr.)  existierte  keine 
berechnende  Trigonometrie^  zur  Zeit  des  Hipparch  (c.  160  t.  Ohr.)  waren 
aller  Wahrscheinlichkmt  nach  simtliohe  in  Ptolemaios'  SytUama  gebrauchte 
Methoden  yollkcmimen  entwickeli 

Zur  Zeit  des  Menelaos-  endlieh  erreichte  die  Trigonometrie  sicherlich 
die  höchste  Entwickelungsstafe,  zu  der  sie  sich  ttbexbanpt  bei  den  Griechen 
emporschwang;  denn  aus  unserer  Untersuchung  geht  es  deatlidi  hervor, 
dab  Menelaos  zuerst  die  Definition  des  sphftrischen  Dreiecks  aufteilte, 
und  dafo  die  Sfttze  HE,  2—10  seiner  Sphärikf  die  eben  auf  dieser  Neuerung 
beruhen,  Ton  ihm  selbst  erfunden  sind.***) 

SS8)  Vgl.  Ptolemaios,  Syntaxis  I,  cap.  U,  ed.  Heiberg  I,  p.  75^77. 
SM)  Audi  die  Sfttze  m,  11—14  gehören  wohl  haaptellchlieh  dem  Menelaos 
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Wieviel  von  dor  Tri^'ononiclrit!  schon  vor  Hipparck  t>rfundea  war, 
ist  dagegen  nicht  leicht  zu  entscheiden. 

Dafs  Hipparch  die  Trigonometrie  ohne  VorgSnger  erfan<l  und  so  weit 
entwickelte,  darf  man  kaum  annehmen.  Wir  hahen  al)er  nur  eine  ciii/,isj:e 
Nachricht  gefunden,  <lie  uns  auf  die  Zeit  vor  Hipparch  hinweist,  und  zwar 
eine,  deren  Authontizität  nicht  festgestellt  und  deren  Bedeutung  nicht  leicht 
zu  beurteilen  ist. 

Diese  Nachricht  redet  von  Apollonios  (e.  250  —  200  v.  Chr.)  und 
bezieht  sich  oflfenhar  auf  das  Ohlifiuasconsions-  und  Rektascensionspnililem. 
Wir  vermuten  deswegen  aurh,  «lafs  Apollonios  in  der  Thiit  die  ersten 
Schritte  zur  berechnenden  sphärischen  Geometrie  gethan.  Was  er  in  dieser 
Beziehung  geleistet  hat ,  kann  viel ,  aber  auch  sehr  wenig  sein.  Wir 
wissen  es  nicht  un<l  stofsen  aufserdem  auf  Schwierigkeiten,  in  dieser  Frage 
irgend  etwas  zu  entscheiden.  Die  l'])ert ragung  der  Siltze  aus  den  Pofistnm 
auf  die  Kugel  sind  wir  ja  zuniichst  geneigt,  bei  einem  grofsen  (Jeometer 
wie  dem  Apollonios  zu  suchen,  um  so  mehr,  weil  derselbe  eben  mit  den 
betreflenden  Sätzen  (hirchnus  vei-traut  war,  was  seine  Kegelschnittlehre  be- 
weist. Die  eigentliclio  IJerechnung  von  Sehnentafeln  dagegen  kchinen  wir 
zunächst  von  einem  aus-schliefslieh  praktischen  Astronomen  wie  Hipparch 
erwarten,  und  infolge  Theons  lieriiht  sind  wir  in  der  That  berechtigt  zu 
»    glauben,  dals  Hipparchs  Tafel  die  erste  war. 

Die  Annahme  aber,  dafs  Apollonios  die  geometrischen  Hülfsmittel, 
Hipparch  die  praktischen  entwickelt  habe,  fiihri  uns  zur  Konsequenz,  dafs 
Meuelaos'  Satz  bis  auf  Menelaos,  ganz  wie  später  von  Ptolemaios  ab 
bis  zu  den  Indern  und  Arabern,  das  einzige  sphärisch- trigonometrische 
Mittel  zur  Auflösung  sphärischer  Dreiecke  gewesen  ist.  Nach  dem  über- 
lieferten ^laterial  ist  dies  allerdings  das  zunächst  Wahrscheinliche,  nach 
den  natürlichen  Regeln  für  die  Entwickelung  der  Mathematik  dagegen 
ni<  lit.  Wir  geraten  deswegen  in  ein  Dilt  iiinia,  zu  dessen  Lösung  uns  die 
notwendigen  Kriterien  nicht  zur  Verliigung  stehen. 

Müssen  wir  al>ir  darauf  verzichten,  die  frühesten  Vorgänge  bei  der 
Erfindung  der  Trigonometrie  klar  zu  legen,  so  k<innen  wir  uns  damit  trösten, 
dafs  mit  Hülfe  von  Menelaos'  Sj'härik  weniL'stens  ziemlich  genau  festzu- 
stellen ist,  wie  in  grofsen  Zügen  der  Oang  der  Entwickelung  gewesen  ist, 
durch  welche  Probleme  die  antreilx-nden  Kräfte  erzeugt  wurden,  wie  richtig 
die  Vermutungen,  die  man  in  Bezug  auf  Hipparchs  ThäÜgkeit  gehabt  hat, 

selbst;  denn  sie  setsen  ja  die  S&tce  ans  seinem  eigenen  Werk  fiber  die  ebene 
Trigonometrie  voraus.  —  m,  16  >— 4  schreibt  Menelaos  gana  deutlich  sich  selbst 
zu.  Von  Menelaos'  drittem  Ruch  dürften  also  nur  111,1  (Menelaos*  Sat>)  und 
möglicherweise  Iii,  16'  seinen  Vorgängern  bekannt  gewesen  sein. 


Digitized  by  Google 


HenelMM*  drittM  Bodi  und  die  tphftruohe  Trigonometrie. 


136 


gewesen  sind,  und  endlich,  wieviel  Verdienste  sichMeneiao»  um  die  sphäiiscbe 
Trigonometrie  erworhen  hat. 

Er  ist  insofern  der  eigentliche  Urheber  der  sphärischen  Trigonometrie 
geworden,  als  es  ihm  mit  der  Definition  des  sphilrischen  Dreiecks  sogleich 
auch  gelang,  die  ersten  primitiven  Elemente  der  sphärisch-trigonometrischen 
Dreieckslehre  zu  erschaffen.  Wahrscheinlich  hat  er  damit  auch  für  die  Be- 
rechnungen Erleichterungen  eingeführt ,  die  jedoch  nicht  die  erwünschten 
Früchte  trugen,  weil  die  Nachfolger  und  in  erster  Linie  Ptolemaios  nicht 
die  Fähigkeit  hatten,  seine  Methoden  weiter  zu  entwickeln.  Seine  sphärisch- 
trigonometrischen Hauptsiltze  aber,  die  glücklicherweise  nicht  von  den  Ptole- 
maiischen  Kompilationsarbeiten  unterdrückt  wurden,  gingen  in  die  Hände 
der  Araber  über,  die  die  eigentlichen  Erben  des  in  der  (ieschichte  der  grie- 
chischen Geometrie  ziemlich  allein  dastehenden  Menelaos  wurden. 


V 
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^4  ach  trag. 


1. 

Über  die  lateiniRchen  VenelaoHhnndschrifteii  (vgl.  Seite  11—12). 

In  Italien  habe  ich  nachträglich  Gelogenlicit  gehabt,  die  Seite  12  genaniit*"n 
unter  den  Nummern  6 — 9  und  13 — 15  aufgeführten  Ilandschriften  zu  unter- 
suchen oder  wenigstens  einzusehen;  auiserdem  fand  ich  in  der  Vatikanisdien 
Bibliofltek  nodi  «ine  Menelaoshandscbrifti  nlmlich  den  Cod.  Vatie.  lai  3380. 
Mit  dem  so  ge.sammelten  Material  bin  idi  im  Stande^  eine  YorlAnüge  Klassi- 
fizierung der  bis  jetzt  untersuchten  Hss.  zu  untemebmen.  Ea  ergiebt  sich, 
dafs  die  lateinischen  Menelaoshss.  sich  in  zwei  Klassen  teilen,  von  denen 
erstere  (nennen  wir  sie  A)  die  reine  Ühcrstt/ung  von  Gerhard  von 
Cremona,  letztere  {B)  dieselbe  mit  einem  Kommentar  des  13.  Jahrb.  entb&lt, 
dessen  üibeber  der  bekannte  EnUidkommentator  Johannes  Gampanns 
▼on  Novara  ist 

A. 

Es  gehören  zu  dieser  Klasse  folgende  Handschriften: 

1. 

Cod.  Parisinus  lat.  9335,  mcmbr.  XIV  saec. 

Eine  Beschreibung  und  ein  Inhaltsverzeichnis  dieser  beriihmten  Iis.  gab 
ich  in  der  Bibl.  math.  1901,  p.  G3 — Tö.  In  Anschluis  an  diese  Beschreibung 
kann  ich  Folgendes  mitteilen: 

Fol  134'  ist  »Johannem  Fontana«  (nicht  Pontana)  za  lesen.  Es 
geht  dies  ans  dem  Cod.  Barberinus  lat.  X,  168  hervor.  Diese  Hs.  besteht 
ans  mehreren  Heften  aus  dem  14.  und  dem  Anlluig  des  15.  Jahrb.  teils 
von  Pergament  und  teils  von  Papier.  Tlier  einem  anonymen,  scheinbar 
a.stronomischen  Text,  welcher  in  einem  Pei-;,'anii'ntbet't  ditst  !-  Hs.  enthalten 
ist,  und  der  im  14.  Jahrb.  geschrieben  ist,  hat  eine  dorn  Antaug  des  15. 
angehörige  Hand  folgende  Worte  notiert:  LümUus  de  speeulo  m^eeri  nuh 
gistri  Johannis  Font  an  a  Veneiiis  No,  Villi.  Diese  Überschrift  gehört 
kaum  zn  dem  Texte,  über  dem  sie  angebracht  ist;  vielmehr  gi-brirt  sie  zu 
einem  weggefallenen  lieft;  denn  es  sind  ganz  deutUcli  mehrere  Hefte  aus  d'-ni 
Einband  herausgetailun,  und  die  Numerierung  <K'r  Helte  ist  ganz  otlVnbar 
unkorrekt.  Die  Überschrift  stimmt  aber  mit  dem  überein,  was  wir  aus  der 
Subskription  im  Pariser  Godex  schliefiwn  dflrfen,  idbnlich  dab  ein  Johannes 
Fontana  aus  Venedig  in  der  ersten  Hälfte  des  15.  Jahih.  mit  Unter- 
suchungen über  den  Brennspiegel  beschäftigt  war.  Weitere  Aufsdilüsse 
über  die  Person  dieses  Fontana,  der  mit  dem  um  das  Jahr  1600  lebenden 
nicht  zu  verwechseln  ist,  habe  ich  nicht  finden  können. 

Der  Anhang  zum  Menelaostexte  fol.  54''' — 5.3':  Volo  osknderc,  quod 
omnkm  irkm  Umanm . . welcher  auch  im  Cod.  Arsenalis  10d5|  fol.  lOi 
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und  im  Cod.  Re^nensis  1268,  fol.  238  Cvpl.  unt^n)  als  Anhang  7,um  Mene- 
laost(^xto  vorkommt,  findet  sirh  als  selbständiger  Text  mit  der  Überschrift: 
Propositiotirs  de  pro}>ortiotie  im  Cod.  S.  Marco  Venet.  332  ( VulcHtinrl/i  XI,  6) 
fol.  292''- — 293*,  XIll  saec.  —  Dieser  Text  besteht  aus  nichts  anderem  als 
den  leisten  8ätzen  (Buch  4,  Satz  26 — 28)  ans  Jordan ns  Nemorarins' 
de  irianguiU». 

Cod.  ParisiniiB  Arsenalia  lat  1085,  membr.  XT  saec. 

Was  den  Inlialt  dieeer  Hs.,  deren  Menelaostext  (fol.  81'— 104*)  aus 

dem  vorigen  Codex  abgeschrieben  ist,  betrifft,  genügen  die  Angaben  in 
Martins  Katalog  (vgL  Seite  11,  Note  40). 

s. 

Cod.  Reginensis  lat.  1268,  membr.  XTV  saec.  25,6X18,5  om. 

Dieser  Codex  besteht  ans  einem  leeren  Vorsatzblatt  nnd  288  nnme- 

lierten  Folien.  Die  Schriftflllcbe  (keine  Kolumnen)  sowio  die  Zeilenzahl 
(35—50)  variiert.  Die  Schrift,  von  mehreren  Händen  derselben  Zeit,  weist 
auf  (bis  zweite  Drittel  des  14.  .lahrh.  hin.  Datierung,  Subskiiptionen  oder 
Inhaltsverzeichnis  sind  nicht  autV.uHnden.  Textkorrekturon  von  der  ersten 
oder  von  einer  zweiten  gleichzeitigen  Hand  kommen  öfters  vor.  Bandnoten 
von  einer  dem  Schlnfs  des  14.  oder  Anfang  des  15.  Jahrh.  angehörigen 
Hand  finden  sich  namentlich  im  Anaritinstexte.*)  Initialen,  die  nur  im 
letzten  Drittel  der  Hs.  ausgeführt  sind,  sowie  die  raathematischen  Figuren 
(teilweise  mit  roter  und  blauer  Tinte)  sind  mittelmiifsiger  Arbeit. 

Eine  Untersuchung  der  (]uateruiiuien  zeigt,  dafs  der  Codex  aus  5  ur- 
sprftn^öh  von  einander  getrennten  Teilen  bestand.*)  Der  Inhalt  ist  folgender: 

Erster  Teil,  foL  1 — 71,  besteht  ans  9  Quatemionen  ans  je  4  Lagen. 
In  der  letzten  Qnatemion  ist  das  letite  Blatt,  welches  wafaneheinlich  un- 
beschrieben war,  weggeschnitten. 

1.  Euklids  Elcmmie  I— XV  (fol.  1'— 69'). 

Überschrift:  fehlt.») 

Anfang:  Pwndus  est  cui  nun  tti  pars*  —  JDinea  es^  lov^Mido  sine  laMr 
Utdine  .  .  . 

SohluÜB  (Bnch  XV,  Satz  6):  ...  constabti  quia  equidiskd  sUbstrato,  gvi 
toius  est  in  unn  superficie.    Idem  iniellufütitr  de  aViis. 

Anhang:  Euklidscholien*)  ffol.  »iO' — 71'):  Cowtnunis  et  consuetus 
rä  um  cursus  utriusque  ardinis  naturalis  raro  .  .  .  ordmato  numero  per 

1)  Tber'seliriftfn  von  einer  viel  späteren  Zeit,  die  an  mehreren  Stellen  vor- 
kommen, erwähne  ich  nur,  wenn  sie  von  wirklichem  Wert  aind. 

t)  Es  ist  notwendige,  diese  6  Teüe,  die  scheinbar  in  ehuuider  fibeinehen, 
auseinander  zu  ls:i]fr>n.  wenn  nuin  nnt  Hilfe  dieser  Ol.  die  Überlieferungsgeflchidite 
von  Euklids  Elementen  untersuchen  wilL 

8)  Man  bemerke  jedoch  die  Schlnfiworte  des  9.  Bnehes:  perfectu»  est  Uber 
arismrticr  Euci idis.  Krplicuit  VJTJI"*.  —  Diese  Thersetzung  stimmt  zunächst 
mit  der  von  Atelhart  von  Bath  in  den  Codd.  Ampi.  Q.  28  und  368  überein;  sie 
liegt  jedoch  der  Campanischen  Recenrion  nlher  als  die  in  den  Eiinrter  Hss.; 
die  Beweise  lii'-tehen  lediglich  in  kxirzen  T{*'sumes 

4)  Diese  Scholien  haben  keine  Figuren;  sie  gehören  zu  den  arithmetischeu 
Btfcheni. 
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diffinnUaa  tuok  a  prima  inchoahimus,  qu€  tti  mMwm  in  ai  ftterü 
mtments  inpar  quantum  (?)  Mus  est  mpar, 

Fol.  IV  ist  loor. 

Zweiter  Teil,  fol.  72 — 91,  besteht  aus  3  Quateruionen,  von  denen  die 
zwei  ersten  4,  die  letzte  nur  2  Lagen  enthält. 

8.  Euklids  Ekmmte  V—VI  mit  Kommmitar^)  (fol.  72'— 91^. 
Überschrift  (der  Seite  73'):  IneipU  quintm  Uber. 

Anfang  (Einleitung  des  Kommentators):  ExectUus  Euclidis  in  sup(r^i- 
rihus  lihrLs  quasdam  liuntrxm  rt  (infjxlarixm  circulnrhinviuv  figinarum  na- 
turus;  de  angulis  eiiam  plrraquc  udvrserrns  ad  eorundem  prapridaies  per- 
iradandas  paulatim  ascendetido  compäenter  accedU  .  .  . 

fol.  81^:  Überachrift  (der  Seite):  Ine^  sextua  Uber. 

Text:  Mensuranm  (die  turnt  in  adu  aUe  sine  inklleciu;  metisurarum 
vero,  qtte  sunt  in  adu,  iria  genera  sunt,  scüicet  aliimäria,  planimdria  et  cos- 
mimetrin;  cttiHS  gennis  sunt  il/r.  tfnihiiM  ngrxmensore.<^  rt  arcfiiterti  xfioiinr  .  .  . 

SchluTs:  .  .  .  eti<tm  aitgulns  ü  ad  ungut itni  d  accedd.  Maiiifii>tuin  est 
ergo,  quotnam  (sie!)  i«  circulis  equaUbus  qua  proportione  arcus  iungantur, 
eadem  cmnes  eorum  angtUos  referri.    Quod  presens  signat  desaripüo. 

Dritter  Teil,  fol.  92 — 148,  besteht  aus  7  Qnatendonen,  TOn  doien  die 
6  ersten  4,  die  letzte  nur  2  Lagen  enthält. 

8.  Euklids  Elemente  X— XY  (fol.  92'— 142'').') 

1)  Pieaor  Enklidtext  und  dor  dazu  gehfiri^e  Koiiunentiir  sind  nieinos  Wissens 
treder  ediert  noch  genau  untersucht.  Jedes  der  zwei  Hücher  (V  und  VI)  wird 
mit  einem  Kommentar  eingeleitet,  welcher  bezw.  die  Seiten  tot.  TS*— TO*  und 
fol.  81*— SS'  oinnimnit  Nacli  tlit  ser  Eiideitung  folgeu  tlT^iersetztinjjen  von  don 
Elementen  mit  am  liande  aufgezählten  Sätzen,  im  5.  Buch  26  (wie  allgemein^,  im 
6.  Buch  88,  wie  in  dem  griechiachen  Text,  gegen  82  bei  Atelhart  und  Cfam> 
panns.  Zitiert  werden  in  den  Einln'tuii>,'('n  Alfaraitin«,  Aristoteles,  Pcri- 
patheticuB  (aicl).  Dafs  die  Einleitungen  in  letzter  Instanz  auu  einer  grie- 
cbiflchen  Qnelle  herrOhren,  beweist  z.  B.  folgender  Pasens,  den  ich  als  cba> 
raktorisitiHch  ht'nnsurc^riffen  lialie:  3fnfpvnn  ifaque  tiiiiiis  in  (tiffhiitinnis  nutitia 
friictHni  poUicetur;  tarnen  oredictarum  in  media  ponit  primordia  metisurarum.  In 
ea  siguidem  tondit  Euelidea  inUS^edMcHum,  aefucrKum .  lofjicanm ,  alogarum,  di- 
menaioiium  sprrics,  quam  pturen,  qiiah.s  sunt  dpoiliiiici'  unint's  nrc  nan  ertinsticr. 
InueniutUur  enim  in  hoc  sexto  lihro  septan  a-gasticunnn  genera  liguraruw,  que  sunt 
tietieum^  idmematteum  anagrafum,  engrafum,  perigrafum,  pert^tehtm,  proseureti- 
eum,  quornm  (mnlum  hms  propriis,  qurmadmothm  a6  Euelide  dugwilita  eunt, 
ethymologiam  descriptionemque  annotabimus. 

9)  Ks  Kegt  hier  nicht  ein  Kommentar  vor,  was  man  nach  der  von  dser  ganz 
jnngen  Hand  ninzugefngton  ülicrschrift  annelinien  niiifste.  Wir  haV)en  vielmehr 
mit  einer  Übersetzung  zu  thun,  die  weder  mit  der  von  Campanus  kommentierten, 
noch  mit  der  voranstehenden  (von  Atelhart?)  (ibereinstimmt.  Die  Propositionen 
weichen  in  dem  Wortlaut  mitunter  von  den  zwei  anderen  Ül»erBetzun«7en  nicht 
wenig  ab;  die  Beweise  haben  nicht  die  Form  eines  Kdsumös,  fallen  aber  keiues- 
wegs  mit  denen  in  der  von  Campanns  edierten  Übersetzi^ng  zusammen.  Die 
Satzanzahl  der  Bücher  X  — XTV  ist  he/w  105  i'-f  2  Extrasätze^,  41.  15,  18,  10. 
Buch  XV  hat  nur  ö  aufeezählto  8ätze.  Da  die  Verdrehung  Assicolaus  (statt 
Hypsikles)  bezeugt,  dals  diese  Übersetemig  vom  Arabischen  herrfihrt,  so  haben 
wir  in  der  That  hier  zwei  von  einander  und  von  der  Campani neben  abweichende 
Rezensionen^  die  beide  vom  Arabischen  herkommen.  Ich  vermute  deswegen,  dafs 
eine  genaue  üntersachong  des  Cod.  Ee^nensis  1868  Aber  die  noch  offene  Frage 
von  Atelharts  und  (n  rliard  v  Crenionas  Euklidübersetzungen  Licht  verbreif. 'ü 
würde.  Terminologie  und  Sprache  der  gegenwixtigen  Dbersetzung  der  Bücher 
X— XT  erinnern  rielfEU^h  «n  Gerhard  r.  GniBOiuk 
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Anfang:  QvanHtaies,  «nm^  Urne  akte  iwperfieies  akie  eorpara,  guiftus 
fuerU  UHü  qntmlüaa  eommmii  tat  numertmt  arnmes,  dUmiur  eommumi^ 

CQ^^i^S  •  •  • 

fol.  112^  f  Srlilufs  des  X.  Buchest  .  .  .  suh  altnius  in-mino  possibUe 
est  incidere.  Endem  quoque  ratio,  cum  mulie  sunt  innUionaies  linee,  per 
infimUa  Ued,  ad  eundem  finem  perdueH, 

foL  118'  (Anftag  des  XL  Baohes):  Corpu$  est,  quod  UmgiMinm  d 
laUtudmem  JuM  d  älHhidinm  htUfd»  euku  tamim  mperfides  .  .  . 

fol.  121'':  ...  ergo  duo  serratilia  ahgdcz  et  htklmn  sunt  e<]ualia, 
verum  iliud  r.  q.  d.  r.    TAhri  elementornm  Furlidis  pars  XT  explirit. 

fol.  12"J'':  Tmijtit  pars  riusdim  duodrnmn.  Omninw  diianitn  sn)>rrfirir- 
ruyn  poligotiiarium  simiUum  in  duobtts  circulis  cxistetitium  nnim  ad  alicram 
pi  oporüo  ed  deui  ...    _ 

fol.  128*:  ,  .  .  ed  propartio  hd  ad  gt  iHfUeata,  verum  ülud  e,q.d.v, 
Expleta  e.<it  XTT  libri  Euclidis. 

IneipU  pars  eiiiftdcm  (rrnn  (h'cima.  Sic  lim-d  diuidatur  secutuhim 
propotiiom  »1  Imhenicm  medium  et  exirema  et  maiori  etttö  sectumi  in  Umgi- 
tudine  aildatur  .  .  . 

fbL  185':  . .  .  quod  UOu»  MenMf  XX  ham  ed  UmgiuB  totere  haibeiais 
duodeeim  baaes,  quod  iüud  e.  q.  d.  v.  Pars  ttrlüa  deema  Ubri  Euelidis 
expleta  ed. 

Pfir.t  quariddevima,  quam  edidit  AssiroJ nu s .  qur  ronrrnif  Jihro  Krrlidis. 
Cum  Tlicsilidrs^)  S i r K s  prrrexissft  Ahxandridin.  hiurnd  ibi  patnni  mciim, 
aput  quem  per  mdiorvm  partem  iemporus,  tpto  ibi  muratus  est,  mamit  .  .  . 

fol.  141':  ..  .  lutea  igüur  äg  est  latus  decagoni  eiusdem  circuU,  verum 
d  koe  ed  q.  d.  V. 

IncipU  pars  qumta  X  ab  Assieolao  edUa  libro  Evelidis  ufilis.  Intra 
datum  cubum  corpus  quatuor  bases  trkmgulas  equales  d  equüaieras  habeus 

Signare  .  .  . 

t'ol.  142''  (Schlufs:)  .  .  .  ent  ftabeHS  XII  ba^s  pcntiigmtües  equihUcras 
equaUum  angulorum,  quod  ülud  ed  q.  d.  v.  Ejrpletus  est  Uber  Evclidis 
dmul  eum  duabus  parHbus  ab  Assieolao  ediHs,  euius  partes  sunt  quindeeim. 

Anhang:  Euklidscholien  ffol.  112'— 143'). 

a)  In  cnpiftdifi,  que  tnnisddit  Isaac.  hoc  quod  eonsequiinr  hvicnitur 
post  fvjlirdm  nicesimdw  pritmim  libri  Fnrlidis.  in  q'id  pntnndur  Idtird 
quinque  figitrarum  et  proportionet  cur  um:  rrperi  hec:  J)ico,  quod  non  cM 
figura  corporea  contitiens  superficies  equUatcras  et  artogonas  ad  inuicem  preter 
eas,  fuas  nommmii.   ^rebatio  eius  ...  (1  Seite) 

b)  Quidam,  qui  uoeabatur  lohannes,  hoc  quod  sequUur,  inuetiit:  Dieo, 
qiind  non  contingit,  ut  spera  figurn  corporea  continens  superficies  eqiidlium 
angulorum  et  fafcrxm  drsrrihdfur  praviir  has  quin>pte  .  .  .      (21  Zeilen) 

c)  In  fine  cuiu^dam  libri  fuit  rvpvrium  hoc,  scUicet  quod  he  quinque 
corporea  quatuor  eUmentis  referuntur  equatibus  ...  (6  Zeilen) 

d)  Quod  in  tercia  X  figura  XII  partis  prdbetur,  quod  et  sit  equir 


1)  Man  vecgleidie  diese  Vorrede  des  Hypaikles  mit  dem  ürtezt,  Bnolidis 

Elementa,  ed.  Heibprtr  V,  4  fF.  —  Dipbc  Vorrede  fehlt  sonst  immer  in  den  vom 
ArabiBchen  geÜosueueu  Euklidübersetzungeu. 
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dittmu  eh,  äUter  quam  IM  eonüneiur  dmonstraUtr,  hoc  modo  scäieet: 
Quoniam  ...  (18  Zeilen) 

e)  Continet  totus  istc  Uber  CCCLXV  propositn  et  propnsUiottrs  d  XI 
corroUaria  prvier  auxbimata  shiffuli^  librL'^  premissa,  ßTOposÜa  autent  inf  *  •  (?), 
propositunies  ueto  indicafUis  explicans  (sie!). 

f)  Ä  dato  pmmeh  m  quoKbd  taUium  assignaU  trigotU  lineam  in  oppo- 
titmn  latus  dueert,  que  atsignaiium  tngomm^  in  dm  «quaUa  Heed,  Ferdi 
gratia.    Esto  .  .  .  Seite) 

Vierter  Teil,  toi.  144—211,  besteht  aus  9  Quatemionen  aus  je  4  Lagen. 
Die  4  hinteren  Blätter  der  letzten  (^uaternioQ  sind  nach  der  Einbindung 
weggesclinitten  worden. 

4.  Al-!Narizis  Kommentar  zu  Euklids  Elctnenten  I — X  (fol.  144' 
—207'). 

Überschrifk:  fehlt.*) 

Anfang:  Dlxit  EucHdea:  Pundum  est  quod  partem  non  habeL  Supra 

hoc  Sambelichius  .  .  . 

f^cliluTs:  .  .  .  sed        est  equalis  nmneria  istis,  ergo  ipse  est  perfectus 

et  Uiud. 

6.  Scholien  zu  Werken,  die  der  Öphärik  und  Trigonometrie  augehöreu 
(foL  207'— 2ir): 

a)  SofaoUen  sa  Theodosios*  ßphärtk. 

Anfang:  ITee  prohationea  9UMt  necesM/rie  in  theoremate  vndedmo  eecundi 
Ubri  Iheodosii  de  speris  .  .  . 

h  )  Scholien,  die  durch  folgende  Worte  cbarakt  i  risiert  werden  (fol.  208^' j*): 
inte  probationes  sunt  tiecessarie  in  ultimo  theoremate  libi  i  30  figurai  um  .  .  . 

0)  Scholien  zu  Gebers  Astronomie  (?)  (210',ö— 211%4). 
Anfimg:  Keta  in  figura  tereia  dedma  primi  Ubri  Geher  .  .  . 

d)  Scholien  zu  einem  Werke  Uber  die  figura  sectoris  (211%5 — 21)'). 
Anfang:  Illud  autem  punelum  Orbis  signorum,  apud  quod  est  maior 
diucrsitas,  inuenitur  .sie  .  .  . 

äcblufs:  .  .  .  hec  probatio  est  necessaria  in  figura  sectoris. 

1)  Übneehrifl  mit  Al-K»risifl  Namen  findet  sieh  nur  (Iber  Bneh  8;  Ex- 

posiit'i  sfcimdum  Annri.fsi  proloffi  trrtie  partis  P^uclidis  Die  Anordnung 
der  Textteüe  ist  eine  andere  als  in  dem  von  Curtze  zu  seiner  Auagabe  (Leipzig 
1899)  benutstra  Cod.  Oraoor.  669.  Im  Cod.  Be^.  1168  kommt  nftmlich  zoerat 
Curtze,  p.  1—199,  dann  p.  204,  1.')— 207,20,  femer  p.  211—386  ntatt  386,  16  liat 
Cod.  Reg.  1268  die  Worte:  Expletns  est  liber);  zuletzt  folgen  endlich  die  p.  200 
— S04,  Ii  und  p.  S07,  91 — 910  entsprechenden  Textteüe.  Die  Stelle,  wo  der 
wahrscheinlich  unechte  Tri)  des  Textes  (Hiebe  Curtzes  AuHf,'al>c  p.  252  und  Bibl. 
math.  1901,  p.  866  und  1902,  p.  71—72)  anfängt,  ist  im  Cod.  Kegin.  1268  nicht  be- 
Bonden  herforgehoben. 

21  Die  unter  b — d  auft^oführten  Scholion  ]>eziehcn  sich  alle  auf  das,  waa  wir 
die  Trigonometrie  des  Geqebenen  nennen  möchten,  d.  h.  auf  golche  trigonometrische 
Beetimmunffni,  wo  nur  oie  MOgUehkeit  einer  Beraehnung  angegeben  wird.  IMese 
Art  und  Weise,  unsere  Formeln  du  zu  ersetzen,  wo  eine  AuHrorlimmg  nicht  er- 
heischt war,  die  schon  im  Menelaos  angewandt  wurde  (vgl.  ISeite  83,  119—120 
und  1S6),  bükt  auch  in  ^[Ateren  Zeiten  eme  grofte  Rolle  gespielt  und  Iftfst  rieh 
bis  auf  Jobs.  Werner  naclnv«  ti. 

8)  Diese«  Scholion  bezieht  sich  auf  das  in  Menelaos  III,  15*  erörterte  l'ro- 
blem  (vgL  Seite  119). 
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Fttnfter  Teil,  fol.  212—238,  besteht  aus  3  Quaternionen  aus  je  8 
und  1  aus  3  Lagen.  Die  3  hmteron,  wahrscheinlich  Iccron  Blätter  dar 
letzten  Quatüraion  sind  nacli  der  Einbindung  weggeschuitton  worden. 

6.  Menelaos'  Sphärik  I—III  (fol.  212'— 238';. 

Überschrift  (der  Seite):  Liber  Myleii  de  spericis  figuris  primus  (später 
hinsugefügt  mit  grauer  Tüiie  Ton  einer  noch  sehr  altoi  Hand). 

An&ng:  Ikdarairt  «ofo  qvuiUUr  faekm  .  .  . 

Sehlnls:  ,  ,  .  et  ^uidistat  arcui  •  bg '  et  iUud  e,  q,  d.  v. 
Anhang  (fol.  238' — Volo  ostmdere,  qnnd  omnium  trinm  lineanm... 
(d.  h.  Jordanns  Nemorarias'  de  iriangtUis  Buch  4  Satz  26 — 28;  vgL  oben). 

4. 

Cud.  S.  Marco  Venetiarum  lat.  329,  chartac.  XY  saec.  (in  Vaienti- 
nellis  Katalog:  XT,  5). 

Was  die  Beschreibung  dieser  teilweise  vom  Kardinal  Bessarion  ge- 
schriebenen He.  betrifft,  yerweise  ich  auf  Valentinellis  Katalog. 

Der  Inhalt  ist  folgender: 
fol.  A'  (Vorsatzblatt  aus  Pergament):  leer. 

fol.  A*:  „KpUouKi  AhfKtfjrsti  optima"  (sowohl  in  lat.  als  priech.  Buchstaben). 
—  „Caräinalis  Tusculanus"  [in  lat.  Buchstaben^.  —  ,pKarditwl  Bessa- 
rion" (in  griech.  Buchstaben). 

foL  1':  V4  Seite  griechische  Notizen. 

foL  l'~10^  leer. 

fol.  11' — 12'':  Griechisch  -  lat.  Lexikon  über  math.  Fachwörter. 

foL  13'— 34':  fl  )(>rs('tzun|j'  der  Propositionon  der  Euklidischen  üetncnte 

(nach  Valtiutiuülli  Authograf  von  Bessarion). 
foL  34^  —  38^:  leer. 

foL  39'~213':  Georg  y.  Pearbachs  und  Begiomontanns'  EpUome  AI' 
magesU  I—XIII  (die  6  ersten  Sitw  fehlen). 

fol.  213'— 218'':  leer. 

fol.  219'— 282^:  Menelaos'  SphäriJc  T~III. 

fol.  282^—283':    Sclidlion    zu   Menelaos'  Sphärik    mit    .l.r  ClMTsrhrift 
„Extra".    Anlaug:  Omnis  trianguli,  arcuOua  circiUorum  magnurum  .  .  . 
fol.  283'— '291^:  leer. 

fol.  292'— 296':  Die  Ea^telflbezsehiiftM  aus  Ptolemaios'  SgniaanB,  sowohl 
in  der  Ursprache  als  in  latdnisoher  Übersetsung. 

fol,  -üm;^-  '209^:  leer. 

fol.  'M)Kf- — H.'U^:  Los  hingeworfene  Notizen  und  Berechnungen  (auf  grie- 
chisch), diü  au  i'tüiemaios'  6gfU<uis  und  Theons  Komntentar  an- 
knttpfen. 

Vaa  besonderem  Literesse  sind  die  Bandnoten  des  Kardinals  Bessarion. 

Wo  im  Texte  „Abrachis"  steht,  ist  am  Rande  „Ipparehus"  hinzugefügt 
(z.  B.  fol.  Gf,  74',  75'  TU  s.  w.l  In  derselh.n  Weise  wird  „Taion"  in 
„öftar^'  koniu'iirt.  Uns  inl-nssiert  in  erster  litihc  di«'  Korrektur  „Mfrf- 
kuos  6  yfwfWT^ die  lol.  132*^ — 133'  viermal  vorkommt,  wo  der  Text 
„Ifilens"  hat.  Li  Übereinstimmung  hiermit  treffsn  wir  audi  in  dieser 
Hg.  in  den  Überschriften  des  Ifenelaostoxtes  immer  den  Kamen  „Mene- 
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laos"  statt  der  von  Gerhard  v.  Cremona  eingeführten  Verdrehung  „Milnus" 
und  ihrer  Variant^m.  Hossurions  Noton  bezeugen  seine  genaue  Bekannt- 
schaft mit  Ptolemaios'  und  Theous  griechischen  Texten. 

6. 

Coil  S.  ^farco  Venetianun  lat  328,  membr.  XY  saec.  (in  Valenti- 
nen is  Katalog:  XL,  iVi). 

Waü  die  Beschreibung  dieser  prachtvollen  Hs.  betrifft,  verweisu  ich 
wieder  auf  Yalentinelli 

Der  Inhalt  ist  folgender: 

L  Georg  v.  Peurbachs  und  Begiomontanus'  EpUome  JimagesU 

I—XIII  (toi.  1—117). 

Cberschrift '):  Miigistri  lohafttiis  de  KiiuUfspcry  prohnnium  in  fpi- 
totnam  vUinagesii  sine  magne  canstruciionia  l'tulcinaei,  factum  partim  per 
mm,  jjßortim  per  imyistrum  Beorgium  de  Peurbaeh  ei  dedieaUm  L.  ifone* 
rendiseimo  domkio  eardmali  Nicaeno  (d.  h.  Bessarion). 

a.  Menelaos'  Sphärik  I—III  (fol.  120—167«). 

Ü1)»'rsc}iriff :  Mi'ttfhius  de  sphacrieis. 

Unti^rsclmlt :  Finit  Mcnelans  de  spheralihus  fi(/uri,s. 

Anhatig  ^fol.  157' — ÖchoUou  zu  Meueiau^i'  bphütik  mit  der 
Übersdirift  „EoBtref*^)*,  0mm  triangvU  mpcuXum  eireidenm  magnorum  .  .  . 

Zu  bemerken  ist  noch  die  Subskription  auf  dem  Vorsatxblatt:  EpUoma 
per  ntOffistrum  Georgiuw  de  Peurbaeh  ei  eins  diseifiidum  mayistrum  Jo- 
hannem  de  Kunigsperg  et  Menelai  de  sp/ieriei.s  lihtr  b.  Cardinalis  Tue- 
culani  und  gleich  danach  dieselbe  Subskription  auf  gneuhisch. 

6. 

Cod.  Vaticanus  lat  3380,  chartac.  XVI  saec.  28,7X21  cm. 

Dieser  von  mehreren 'Htlndeii  <_'Pschriebt3ne  Sammelband  hat  })ald  Ko- 
lumnen, bald  keine,  eine  sehr  vanitrcnde  SchriftHächf  und  ZfiU-u/.ahl.  Im 
ganzen  enthült  der  Codex  zwei  Vorsatzblätter  und         uuuierierte  Textt'olicu. 

Das  erste  Yorsatiblatt  fahrt  die  Inskription:  Libro  di  matkemaUea, 
eerltto  di  memo  di  Pomponio  Cegio  Cardinale,*)    Der  Inhalt  ist  folgender: 

L  Thoodosios'  Spliärik  I—III  (defekt)  (foL  1'— 24'). 

rbcrschrift:  Tli rodosius  de  speris. 

Anfang:  Sjnrn  est  figiira  Corporea  tum  <ptulein  siiper/icie  eitntetdd,  inira 
quam  unum  pundorum  ....  Im  SchiuTs  ist  der  Text  nicht  tV-rtig  ge- 
schrieben, indem  nur  die  Propositifmeii  abgeschrieben  nnd,  und  Platz  f&r  die 
Beweise  offen  gelassen.^) 

1 )  Da  der  Text  otfeubar  von  einem  professionellen  Schöuscbreiber  geackrieben 
i^t,  dinHo  Ll'erschrift  aber  von  einer  anderen  Hand,  so  vermute  ich,  dab  diese 
Überschrift  eine  Dedikation  an  Hesgarion  von  K cg iomontanus  ist. 

2)  Dieses  Scholiou  ist  mit  dem  im  vorigen  Codex  i^fol.  282* — 283')  identisch. 

3)  Pomponio  Cesio  oder  Cecio  wurde  im  Jahre  1612  Kardinal,  war  als 
I'a])vt  doHi<,'nicrt,  Htarb  aber  in  demsellx  ti  Jahre.  Er  war  sehr  gelehrt  und  be- 
Hchättigte  sich  mit  l'biloHophie  und  Mathematik. 

4)  Der  Theodosiostext  ffingt  hier  mit  dem  von  der  kürzeren  Theodosios- 
rezension  bekannten  WortUiut  an  (vgl.  Bibl.  math  1902,  p  67);  Bjiätcr  aber,  wenig- 
stens von  batz  9  des  ersten  Buches  an,  stimmt  der  gegenwärtige  Text  ganz  mit 
dem  der  Ifatgesen  Theodosionesensiini  und  enthUt  auch  Campaaus*  Kommentar. 
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fol.  24^—2»;'  sind  Iper. 

fol.  27'  enthält  ein  Fragment  von  15  Zeilen, 
fol.  27^—70'  sind  leer. 

S.  Levi  ben  Oersons  Astronomie^)  I—IU  (foL  71'— 230'). 
Überschrift:  fehlt. 

Anfang:  Hee  aU  Leo  de  halneolis  habiiator  amayte  (?)*):  'Premissis 
Ms,  gue  ad  intrntionem  notbrom  neeeaearia  uideboHiiur,  et  quorum  seieiUia 
omiäi  tum  potuU  .  .  . 

SchluTs:  .  .  .  tn  ea  est  linea  bf  16'  19",  et  hoc  est,  quod  voluimus 
dedware. 

fol.  281'— 280^  smd  leer. 

3.  Menelaos'  Sphärik  I—III')  (foL  281»— 316'). 

Überschrift :  fehlt. 

Anfan^,':  Declarare  uolo  tpuUifrr  faeinm  .  .  . 

Sthlufs:  ...('/  eqnidistat  arcui  gb  d  illud  est  q.  d.  v. 

4.  Campauus,  de  piopotiiotie  et  proportionaliiate  (Überschrift)  fol.  315^ 
—319'. 

AnÜBiig:  Rrqportio  est  duanm  qwmtUaiitm  entsdem  generis  uMhu  ad 

aUeram  .  .  . 

Scblufs:  .  .  .  erit  ista  data  secundam  maffnUudmem  quare  et  reüqua 
Uli  equali^.*) 

fol.  320'— 322'  sind  leer. 

7. 

Cod.  S.  Marco  Florout.  184  (Bibliotbeca  Laurcnziana)  membr.  XV  saec 
28,5  X  20,3  cm. 

Diese  Hs.  habe  ich  yorlKufig  nur  oberflSchlich  einsehen  können.  Der 

Menelacstext  (ohne  Figuren),  und  zwar  der  reine  erh ardsche  Text  steht 
da.sel1ist  fol.  17'' — 79''.  Der  Text  ist  al)er  defekt,  da  ti  Blüttt;r  .schon  vor 
der  l'u^'inierunt^  \veirt(<"^''linitteu  sind,  und  /war  2  zwischen  fol.  .')7  und  öH, 
1  zwischen  63  und  64,  1  zwischen  66  und  67,  1  zwi.schen  76  und  77 
vmä  1  swisehem  79  und  80.  Audi  In  andwen  Beriehungen  ist  diese  Kl 
als  minderwertig  zu  bezeichnen. 

8. 

Cod.  S.  Marco  Florent.  213  (Biblioteca  nazionale),  mit  der  nenea 
Signatur  „Convenü  soppresi  J,  V,  80**,  memhr.  XIV  (?)  saec  29,5  X  28,8  cm. 

Die  Sätze  sind  nicht  am  Rande  aufgezählt,  und  meine  Aufzählung  halte  ich  nicht 
fOr  sicher,  aufser  was  das  er^^tt*.  Huch  betrifft,  welches  82  Sätze  hat. 

1)  Dieses  Werk  i.st  in  drei  Büclifr  mit  hezw.  186,  9  und  14  Kapiteln  geteilt. 
Ans  einer  iianduote  (^fol.  168*)  geht  hervor,  dal's  das  Werk  vor  dem  Jahre  1336 
beendet  war.  Das  Werk  findet  sich  aaeh  im  Cod.  Vatic.  8098,  charliae.  XY  saec. 
fol.  r— 108'. 

2)  (Jod  Vat  WJS  hat  aisraijce;  Levi  ben  Gerson  wohnte  in  Avignon. 

3)  In  den  geschrielienen  Katalogen  der  Vaticauischen  Bibliothek  wird  der 
MenelaoHtcxt  dieser  Iis.,  der  durch  keine  Übenohrift  kenntlich  ist,  dem  Levi 
ben  Gerson  beigelegt. 

4)  Ich  kann  nicht  dafür  einitdien,  dafs  Campanus'  Tezt  nicht  achon  frfiher 
(fol.  317''  Mittel  Bchliefpt  und  zwar  an  der  Stelle-  .  .  de  propoftitü  quoqnf  ftufficit, 
quod  dicitnm.  Ex  »mmbm  istia  eticitur  una  noUtbilis  propositio  .  .  .  Au  der  ent- 
tpredieiiden  Stelle  achliefit  Gampanua*  Text  venigateni  in  der  folgenden  Hs. 
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Anch  dieM  Hfl.  habe  ich  nur  oberflächlich  untersucht.    Der  Menelaos- 
text,  und  zwar  die  roino  Gerhardsche  Übersetzung  steht   fol.  45' — 
die  droi  Bücher  bezw.  nüt  den  Überschriften:   Incipit  libnr  prhnus  Millei 
Umnani  de  figurUi  spericis.  —  Indpü  Uber  secundm  Millei  dt  speris.  — 
Mp»  Ubtr  tertiuB  MiiUi  Smairi  de  flgims  aperieii, 

B. 

Diese  Klasse «  die  den  von  Gamp&niis  kommentierfceii  Menelaostezt 

enthält,  fUIlt  in  zwei  Abteilungen  (nennen  wur  sie  I  und  II);  in  I  steht 
der  Kommentar  nnrh  am  Rande,  in  II  ist  er  in  den  ursprünglichen,  von 
Gerhard  von  Creniona  gegelieuen  Text  eingefügt,  so  dafs  der  Urtext  in 
den  meisten  Fällen  äuTüerlich  vom  Kommentar  nicht  zu  onterscheideu  ist 
Es  gehdren  sa  Abteilung 

L 
9. 

Cod.  Palatinos  lai  1851,  membr.  XIV  saec.  (ca.  1800— 1325^ 

23,3  X  16,7  cm. 

Dieser  Codex  besteht  aus  287  numerierten  Toxtfolien  und  1  unnume- 
rierten  (zwischen  fol.  133  und  131).  In  der  ersten  Quaterniou  (fol.  1 — ö) 
fehlen  zwei  der  äufseren  Lagen,  so  dafs  die  Handschrift  im  Anfang  defekt 
ist  und  nadi  foL  8  eine  Llldra  tou  %wm  Folien  anfvreisi  Der  ganse  Text 
ist  mit  einer  Hand  (sehr  deutlich)  geschrieben,  die  Schriftfliicbc  13,5  X  8,5  (an, 
die  Zeilenzahl  bis  auf  fol.  233  ist  33,  darnach  27;  keine  Kolumnen;  im 
Rande  der  Folien  234' — 287"  (Menelaos'  Sphärik)  findet  sich  ein  Kom- 
mentar, welcher  mit  derselben  Hand  wie  der  Text  geschrieben  ist.  Dagegen 
sind  einzelne  Notizen,  sowie  mehrere  Textüberschriften  von  H&nden  hinzu- 
gefügt, die  dem  16.  Jabrh.  gehören.  Die  am  meistern  Torkommende  bt 
jünger  als  1558;  denn  fol.  201'  als  Note  zu  Theodosios'  Sphärik  I,  21 
schreibt  sie:  Ilaec  est  23  Maurolicj ,  iind  Maurolycus'  Theodosiosausgabe 
sowie  seine  eigene  Sphärik  erschien  im  Jahre  1558  (vgL  Seite  19). 

Der  Inhalt  ist  folgender: 

L  Euklids  JElmmk  I—XV)  (fol.  1'— 195^),  defekt.  Der  Text 
ftngt  mit  dem  Sehlufii  des  Beweises  I,  8  an:  exemt  a  cmUro  eiusdem  eiraUi 
ad  circumferentiam  ...    (Es  fehlen  die  Sfttse  I,  89 — 44,  der  SchluCs  Ton 

I,  88  und  der  Anfang  von  T,  45.) 

Schlufs:  .  .  .  qtiare  (issiffnato  oorpori  constat  no8  speram,  guemadmodum 
propositwn  erat,  inscripsL^ite. 

2.  Theodosios'  Sphärik  1— lU*)  (foL  196'— 233'). 

1)  Dieser  EnUidlext  ist  der  vm  Campannt*  Ausgabe  ber  bekannte.  Gam» 

panus'  Kommentar  ist  in  den  Text  eingefügt. 

2)  Dieser  Theodosiostezt  hat,  wie  der  in  den  folgenden  Hss.  ^r.  11  und  laji, 
S  Bfidier  mit  besw.  99,  81  und  10  S&tsen,  fUlt  banptiSchlich  mit  dem  in  Venedig 
1518  gedruckten  mit  iuv.w  .33,  81  und  Irj  Sätzen  zusaminon,  ist  ilaijegen  nirht 
mit  dem  in  den  Codd.  Pahü.  9386  ,  8.  Marco  Veuet.  '6'62  und  8.  Marco  Flor.  2U6 
(Gonfenti  foppreesi  J,  1,88)  befindlichen  mit  beav.  28,  88  und  18  Sftlaen  m  ver- 
wcchHcIn.    Der  gegonwiirtit^e  T)>xt  «mthBlt  Campanns*  Kommentar  eingefttgt. 

AMiMdL  B.  OMCh.  d.  mMh.  WiiMtucb.  XIV.  10 
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Anfang:  Spera  est  fuiiivd  stilithi  nun  fdnfxw  snperfwir  conienta  .  .  . 
Schlufs:  .  .  .  sicut  jiroa'ssimus  in  dtiuoHstratiimc  unteprctnisse  quartum. 
8.  Menelaos"  6phank  I— UI (^tol.  234'— 287^). 
Anfang:  Dedarairt  uolo  qjMXiiUr  faeiam  .  .  . 

Schlnfs:  .  .  .  et  equediskü  arem  ,hg.  d  iOmd  eti,  quod  dedmwre  moAm- 
mus,  Explrtus  est  tmdatus  terüus  Ubri  Mile$  de  aperieis,  et  cum  due  ex- 
pietione  eompletm  est  Mus  Uber  «im. 

10. 

Cod.  Vindobonensis  lai.  5277,  chartac.  ca.  1525  (vgl.  den  üandschriften- 
katalog). 

Diese  yidbenutEte  Hs.  enÜiftlt  den  Menelaostext,  einen  Teil  (fol  171' 
—  185')  in  Abschrift  von  Jobs.  Vögolin.  I  n  Rest  (foL  861'— 378^)  in 

Abschrift  von  piner  mir  unbekannten  Haiul,  alicr  von  Vöpelin  korrigiert. 
DicstT  It't/.tv  Teil  ist  t'ine  Abschrift  nach  der  vont'fn  Hs  (('od.  Palat.  185  0. 
Campauus'  Komiuentai*  bat  Vögeiin  teils  am  liande,  teils  binten  (fol.  381^' 
—385'')  hinzugefügt 

U. 

In  folgenden  3  Hss.  ist  Campanus'  Kommentar  in  den  Menelaostezt 

eingefügt: 

11. 

Cod  Reginensis  lat  1261,  membr.  XIV  saec.  (ca.  1350  — 1375), 
24,9  X  17,5  cm. 

l)ieser  Codex  besteht  aus  einem  Voreatzblatt  mit  altfin  Inhaltsverzeich- 
aiü  und  21>6  numerierten  Textfoiien;  zuletzt  tiudet  sich  ein  leeres  Blatt. 
Die  24  Qnatemionen  bestehen  ans  je  6  Lagen.  Die  letzte  Qaatemion  ist 
nur  teilweise  beschrieben  gewesen,  deswegen  ist  audi  ihr  9.  Blatt  leer,  und 
die  drei  It'tzten  Blätter  (10 — 12)  in  deiv  Einband  aufgenommen.  Der 
Codex  ist  also  voÜstilndip.  t>er  panze  Text  ist  von  einer  Hand  <,'es(  hrieben; 
Kandnoten  von  finer  zweiten  gleirli/fitigt-n  kommen  sehr  hiiulit,'  vor.  I>ie 
öcbrift  ist  sehr  deutlich,  die  Scbrilitiücbe  17,2X10  cm,  die  Zeüeuzabl  40, 
keine  Kolumnen.  Die  Erhaltung  ist  ausgezeichnet  Treffliche  mathematische 
Figuren  und  rot -blaue  Initialen  zieren  den  ganzen  wertvollen  Codex.  Der 
Inhalt  ist  folgender: 

L  Gebers  sog.  AkiMgtstxm  umnor  i—VI*)  (foL  1'— 49'). 

AstroQomitehe  Ausle^omgen  mehrerer  der  SStce  Im  8.  Buch  hat  die  erste  Hand  am 

l{and(>  hinzugefügt.    Die  CberHclirit't»  n  der  A  Bücher  (l>e/.w.  „Thco<lositu^%  „Theo- 

dosij  sphaericorum  lih^r  ?"  und  .JllEODOSII  SPKUICOBÜH  Uber  III*')  und 
von  ä  verschiedenen  Händen  «le«  16.  .lahrli.  hinzugefügt. 

1)  Die  Überschriften  der  drei  Bücher:  „Jlf««eJoi**  de  sfhaericUi  ex  Ärnbiea 
trnnshitione  latitir  itersus,  rt  sclmlijs  iitiHfius  (iiKiuiif'  und  „Librr  primus  Milei  de 
üpericis"  über  Buch  1 ,  ,,Stcitn<hi.s  Uber  tncipil"  über  Buch  2  und  „Tertim  Uber' 
fiber  Buch  3  sind  von  versr)iit  ilt>nen  jiln^eren  Iflbiden  geschrieben. 

2)  Di*'  r.  Büchrr  luihen  I><</.nv  17.  Hn.  •>.->.  10.  2S  iin<l  25  aufgezählte  Sätze. 
Von  den  rberschriften  iHt  nur  die  über  Buch  4  benierkennwert.  Sie  heifsi:  JCx- 
ptieit  Ii  her  tereius,  eoneinen»  umearMtm  de  molw  eoli»  doefrmam,  /netpwf  über  4*^ 
de  motu  lune. 
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rhf>rsc}inf"t :  Tvnpit  Uber  primits  nlwnrjrsd  minor ts. 

Anfang:  Ommum  rede  phUosophancium  unn  sn/mii  nerisimiiiljujü  et  rrrdi- 
biiibus  argumctUis,  sed  et  firmissimis  rniionibu.'i  diprcheiisum  est,  forinam 
Ceti  »peHeam  este  moiumque  ipsha  orHouhrem  .  .  . 

Sehlnb;  .  .  .  guod  non  est  drevlus  iranHew  svper  duo  loca  soUs  d 
lune.  Nam  uisus  locus  lune,  hm  ipse  locus  soüs  et  ktelmationes  qmdem 
ienebrorum  »ic  sc  habent. 

Anhang  (\'o\.  49'):  2  grofs«*  Figuren  zu  den  Planetenl)fweguiigeii  und 
dazu  ein  kleiner  Text:  Notu:  ■  p  •  est  centrttm  terre,  -o  -  ccntrum  ecentrici 
defercHÜs  .  .  .  a  finmo  argumento  ad  hoc  qwtd  dHackmu, 

5.  Jordaniis  Kemorarins'  de  ponderiims^)  (fol.  50' — 55''). 
Übenclirift:  Ineijgü  pars  prima  libri  Jordan*  de  nemore  de  raHone 

pondemm. 

Anfiing:  Omnis  pmderosi  motim  esH  ad  medium,  uireuUmqae  ipsius 
esse  poteniKim  nd  inferiora  .  .  . 

Schlufs:  .  .  .  et  idto  plus  impdidur  •  a  quia  motum  plus  impcdU, 
toioque  eonat»  mpuisim  kabebU  trakere  •  6  • .  ExplkU  pars  4*,  et  am  ea 
finUmr  über  Jordanis  (ricl)  de  raHone  ponderis. 

Anhänge  (fol.  55^—58'): 

1.  Si  fuerÜ  aliquod  corpus  ex  duobus  mixtum  eofporibus  notis,  et  ndi- 
mus  scire,  qunnhnn  in  cn  sit  dr  utroifUf  fpsoruni  ...  (7  Zeilen) 

2.  Si  fuerit  caftonium  simnidrum  nuiffnUadine  d  substuntir  rinsdnn  .  .  . 
 -  {-21  Zeilen) 

1)  Das  Buch  mit  dem  Titel  de  ponderibtu^  de  ratione  ponderum,  de  pomkrosn 
et  lemi  oder  de  ponderosUate  lie|{t  in  mehzwen  Vermoneii  vor  (6  sind  mir  bin  jetzt 
begegnet)  und  geht  teUa  nntw  Euklids,  teib  unter  Jordanns*  Nanken.  Ich 
unterscheide: 

1.  einen  Text  mit  18  S&txen,  die  mit  langen  Beweisen  versehen  sind  (Cod. 

Vatic  2'.»75,  M.  \GV~llVi 

8.  .einen  Text  mit  denselben  13  8ätzeu,  wo  jeder  deraelben  nur  mit  einem 
kurzen  Oomentwn  (Erkl&rong)  versehen  ist  (Cod.  Palat.  1S77,  fol.  19'— 80*). 

8.  einen  Text  mit  47  Sritzt'ii,  voi,  dcifti  die  ••rsteii  13  ganz  mit  denen  in 
Text  1  übereinstimmen  (Cod.  \  atic.  älü2,  fol.  2d'— Sö';; 

4.  einen  Text  mit  45  oder  (durch  Vereinigung  der  8  letston)  48  8&tsen,  ent- 
weder wie  hier  im  Cod.  Ucgin  1261  in  4  jxirtr^  mit  bezw  10,  12,  0  und 
17  Sätzen  geteilt,  oder  ein  Buch  mit  tortlaul'euden  Satzniunmem  aus- 
machend wie  in  dem  Drucke:  Jordani  o})tiscülum  de  ponderibus  Nicolai 
TttrtaJcm'  studio  cnmctntu  ...  Veiietiis  a|c,i(l  'rrniaiium  ("urtiuui  1565. 
Die  6  ersten  Sätze  dieser  Version  fallen  mit  den  6  ersten  der  vorigen  zu- 
sammen, 6 — 7  mit  8—9  der  vorigen,  8—48  entqireohen  weeentUch  14—47 
der  vorigi'u,  und  dt  ti  Sätzen  10 — 18  der  vorigen  entsprechen  die  Anhilngc 
2~&  im  Cod.  Eegiu.  1261. 

6.  einen  Text  mit  9  Bfttsen,  den  idi  in  den  Godd.  S.  Marco  Flor.  906  und  818 
(Conventi  soiij>ressi  .T,  I,  ;Vj  \mil  .T,  V,  30)  traf,  Diese  9  Sätze  faüen  mit 
den  9  ersten  der  ersten  Version  zusammen.  Einen  Text,  wieder  mit  d  Pro- 
positionen, den  ich  im  Cod.  S.  Marco  Venet.  882  <  Vnlentinelli  XI,  8), 
XIII  saeo  fol  L'.')?'  2.')9'  an>,'i  ti offcu  habe,  und  der  in  di-n  Schlufsworten 
von  dem  ebengeuaunteu  Text  abweicht,  habe  ich  mit  den  übrigen  4  Ver- 
sionen nicht  vergleichen  kOnnen.  Doch  vermute  ich,  dafs  auch  die  9  SJltxe 
diesofl  Texten  init  den  'J  fr>it<'ii  in  den  oLengt'nannt«  !!  Texten  1  3  idt'iitiKch 
sind;  im  Venetianer  Codex  fol.  2&U'^— 260'  folgt  nämlich  ein  liber  de  cuuonio 
mit  4  SAtsen,  die  mit  den  Sfttacen  10—18  der  obit^en  Texte  1—8,  d.  h.  mit 
den  Anhangen  8—5  des  Textes  4  der  gegenwärtigen  Hs.  nisammenfallen. 

10* 
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3.  Si  fttcrit  proportio  ponderLs  in  termino  niitm  is  porfimiis  ...  (13  Zeilen) 
i.  Estque  ex  hoc  mantfesUim,  quoniam  ^sic!)  si  fuerü  canotiium  sim- 

(1  Seite) 

5.  8i  fMvÜ  emmmm  dakm  UmgUitdkte,  spissUuäim  d  f/rmMe  .  .  . 

(1  Seite) 

6.  Oume  panäus  am  guoUiM  pondeHbm  ab  eo  ooHtimte  sumptis  .  .  . 

(7  Zeilen) 

7.  Si  IriunguH  tria  laier a  coaceruentur  medkiutisque  cmnposiU  ad  amgula 
latera  differentie^)  .  .  .  (Beweis:)  Regula  hec  m  arabico  eonsenfia  dtcHur 
.  .  .  •  klm '  dtieaktr  it^  •$',  radix  produeH  &rU  area  kimguU.  JBgpUeiL 

8.  Anonym,  de  naktra  oometamm  (foL  58'— 59'). 

Anfang:  Occusianc  comctc,  qnc  nuprr  appdruit,  upplicui  animxm  ad 
cogitandum  di'  nddirii  rnmvtnrum,  >■(  (ju<h{  nii/ii  indogatUi  de  eis  intwtuit  ad 
communvm  utiliiatcm  in  luccm  proferrc  curaui  .  .  . 

SeUuft:  .  .  .  et  ex  simUitudine  affectionis,  quam  imprimU  In  mmUbtt» 
uSdeneium,  poiesi  cotmiei  qualUaB  rei  fistmre,  cuku  ett  tignwm.  ExplioiL 

4.  Anonym,  Nativitätsberechnung*)  (fol.  59'— OO'  ). 

Anfang:  In  notninc  patris  et  filii  et  spiriii  sam-ti  uolo  supponere,  (juod 
natiuifds  ntra  fiterif  sab  ascrndentc  idrffini^  pust  mcdifun  tioctnn,  ipw  scquHitr 
dieiH  satidi  dyonisii,  et  quod  dic.s  crastittu  fuerU  dies  mtrcurii.  tlx  hoc 
arffw»  natMMm  fkiim  amiis  dommi  •  ISOO  •  mmtibus  a  marUo  *T*  d 
diebus  •  9  •  perfBcHa  .  .  . 

Schlnfs:  .  .  .  <f  eodem  atmo  perfeeü  enuU  onnt  td^ptoquoäeu  (sie!)  eiMt 
OM^ento  fere. 

5.  Euklids  Elemetde  7— XF')  (fol.  (U'— 197^). 

Überschrift  der  Seite:  •  1  •  Uber  gcometrie  ^so  auch  in  den  folgenden). 

Anfang:  Fvmttus  est,  emi  pars  non  est.  —  Linea  est  kngUado  sime 
tatdtidittet      •  •  • 

Sddnb:  .  .  .  qmre  assignato  corpori  constat  nos  speram,  guemadmodam 
propositum  erat,  inscripsisse.  Explidt. 

6.  Thcodosios"  Sphärik  T—IIT  (fol.  l'.)7^  -222^). 

f'lu'rsihnft  der  St^tt-n  im  1.  Hueli :  •  1  •  Itbrr  7'hcodos ii  de  speri.^.  et 
didtur  ■  10  ■  gcometrie,  im  2.  Buch:  •  2  ■  Thcodosii  de  speris,  qui  dicitur 
•  17 '  geomtMe,  im  $.  Bnch:  •  $  •  Theodosii  de  eperis,  qui  dieitur  •  18  • 
gemetrie. 

Aiif.ui>::  Spera  est  fiifwra  sbUda,  ma  tamltim  mperficie  eonteiUa  .  .  . 
Schliü's:  .  .  .  sieut  processmus  w»  demonstratUme  asU^^remsse  per 
quart(t»i.    Kjjdieit  Theodosi us. 

7.  Menelaos'  Spfuirik  I—IJI  (fol.  223'  — 257'). 

Übenduift  der  Seite:  •  1  •  täfsr  Milei  de  figuris  sperieis  (so  auch  in 
den  folgenden). 


1)  Am  Rande  steht:  fuc  rs(  jxir^^  ph}/lutti(fni  et  debet  ei  isubiungi. 

2j  DiüHer  Text  ist  am  Kunde  von  der  zweiten  liand  atark  kommentiert.  Ans  dem 
Inhalt  des  Textea  und  den  vielen  Hinweieonffen  auf  bekannte  Werke,  die  die  Baod- 
QOten  enthalten,  wiire  vifll.'ii  lit  eine  genaue  ZeitbeBtimniung  dieser  Iis  zu  t,'e\rinnen. 

8)  Der  Text  ist  der  von  CuinpanuR  kommentierte.  Her  Kuniiueutar  ist  in 
den  Text  eingefügt,  wird  aber  oft  dureh  die  Worte:  ,/uidiciona!"  oder  „itUro- 
ponW*  hervoigeholaen.  Dasselbe  gilt  auch  Text  6  md  7;  vgl.  Seite  146  ^ote  8. 
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Anfing:  JkeUmim  uoh  qwäikr  faeüam  .  .  . 

Sohhift:  .  .  .  d  eqttiäistat  arcui  'bg  •  et  iüud  est  quod  demonslrare 

uolnimus.  Erpletus  est  tradatus  lyrimi  •  2  •  tertii  libri  Milei  de  figwris 
spericis,  et  cum  eius  erpletione  completus  est  totm  Uber  eius. 

8.  Jordanus  Neniorarius'  Plamsphnerimn^)  (fol.  257^ — 261*). 
Überschrift  der  Seite  (mit  erster  Hand):  IHufiisperium. 
Überschrift  des  Textes  (mit  jüngerer  Hand):  „Planispherivm**. 
Anfiuig:  Spenm  m  pUmo  degcritre^  est  aimffida  pmda  tim  m  pUmo 

quolU>ä  ordinäre  secundum  simÜitudinem  tÜM  ,  ,  . 

Satz  1:  Spera  in  quoUhet  polorum  planum  cmiingente,  in  cuius  .  .  . 

Schlufs:  .  .  .  rf']>resen((ibit  putwfu^  •  f  -  in  piano  polum  CWiüUi  dediuis, 
et  hec  est  inicniio  nxdoris  dr  nouo  nppotiituiu.  Erplicit. 

9.  Anonym,  de  specuiis  cotnburentibus^)  {(ol.  262' — 265'). 
Überschrift  (mit  jfingerer  Handj:  „De  specvUs  combvrentib". 
Anfituig:  De  eiMkmori  quod  geometre  adimeiterutU,  ä  in  quo  antiqui 

eoBiciti  fttenmt  .  .  . 

Schlufs:  .  .  .  Et  sunt  fortioris  combustionis  otnnibus  speculis,  gttoniam 
radii  conuertuntur  ex  tota  euperficie  eorum  ad  punctum  unum,    Ejq^UeU  de 

speculis  comburentibus. 

10.  Apollonios   sug.  de  pyrainulibus^)  (fol.  265'" — 266'). 
Überschrift:  Ista  sunt,  que  sequuntur,  in  principio  libri  Äpollonii  de 

puranddibus,  d  sunt  tmxiiomata  (sie!),  que  premiüutUur  in  Ubro  itto. 

Anfang:  Cum  eonUmiatur  inter  punetum  aliquod  .  .  . 

Schlufs:  .  .  .  et  mminafur  tinrn  ererta  linea,  super  quam  poeiie  sunt 
Iktee  protrnctf  <id  diametrum  secundum  ordincm. 

U.  Gerhards  (v.  Cremon^?)  Mgorismus  J—U^)  (foL  266*— 2ö9'). 


1)  Dem  gegenwärtigen  von  Campanns  (vgl.  unten)  überarbeiteten  Ptani" 
»phaerium  bin  ich  in  den  Codd.  Basil.  F,  II.  33  und  S.  Marco  Venet.  YHI,  82  (Va- 
Icntinelli  XI,  90;  Tgl.  unten)  begegnet.  Der  reine,  mit  Satz  1  anfangende  Text: 
„Spera  in  quolibet  punctonim  (oder  polorum)  .  .  .  in  communi  ergo  sectionc  ipaius 
et  eirculi  -jioijh  est  in  o  sicut  iUitu  jmncti,  quod  proponthatar'  findet  !^ich  im 
Cod.  Vatic.  8096  fol.  140'— 143'  (membr.  XIV  saec.)  mit  dem  Titel  „Flanisperium 
Jordani"  tmd  stimmt  mit  dem  Texte  in  dem  Drucke:  Sphaerae  atque  astrorttm 
eadestium  ratio  natura  et  motus  etc.  .  .  .  Valderus  1686  ii berein. 

2)  Über  der  Zeile  hat  zweite  Hand  hier  geschrieben:  See  est  di/finitio plani- 
sperii;  vgl.  vorige  Note. 

3)  Zu  meinen  Notizen  über  diese  und  die  folgende  Schrift  (vgl.  Bibl.  niath. 
1903,  p.  71)  ist  noch  hinzuzufügen:  Diese  zwei  Texte  finden  sich  im  Cod.  Re^. 
1S68  (XlY  saec),  und  zwar  de  puramidibus  fol.  68' — fiH',  de  spectdis  comburentibus 
fol.  68' — 69',  letzterer  mit  dem  Titel  liber  de  arte  specnlorum  combun  n/iuin ,  glei*  h 
danach  folgt  im  Cod.  Reg.  1268  die  aus  dem  Cod.  Paris.  9336  (vgl.  Bibl.  math. 
1902,  p.  68)  bekannte  Aufrechnung  der  mittleren  Bücher  ,^€cundum  Johannüium** . 
Im  Cod.  Palat.  1877  bildet  der  Text  Tideus:  de  specuii«  mit  dem  Titel:  Uber 
Tadei  de  speculis  (fol  11* — 14'")  einen  Text  mit  dem  Texte  de  speculis  combu- 
rentibus  (fol.  14'— 18');  hier  fehlt  aber  der  im  Cod.  Paris.  9886  zwischen  die  beiden 
eingeschaltete  Text  de  pgramidibus.  Ein  innerer  Zosammenluuig  dar  8  Texte 
dflrfte  kaum  stattfinden. 

4)  Ediert  in  Heiberg k  ApoUoniosausgabe,  Prolegomena,  p  LXXVff. 

6)  Im  Cod.  Digby  61  heifst  das  Werk:  Alqori.wim  mayistri  G(  nardi  in  in- 
tegris  et  minutüs,  Tgl.  Cat.  Codd.  M»s.  Bibl.  BodH.  IX  confecit  Macraj,  Oxonii 
1888,  p.  68—64  and  Boncompagni,  Deila  vUa  e  delle  opere  di  Oherardo  CrS' 
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Übersclirift:  Tractatua  magiski  Gernardi  (sicl)  äe  algormno, 

Anfang:  Digitus  est  omnis  nunuTHS  minor  dccem.  —  Articulus  est  omnis 
numerus,  qui  digiium  (h'cuplat,  ant  digiti  dccuplum,  auf  dccupli  drcuplum  .  .  . 

Satz  I,  1:  Ejc  nuuimo  et  minimo  cmmlibet  Umitis  numcro  constai 
primus  numents  limitis  proxitno  loco  auperioris.    Verbi  graüa  sint  .  .  . 

Schlnfe:  .  .  .  et  quanto  aepim  muMpKeatierl»,  tanfo  pnpiinquioirem  rar 
dicem  imieniea  sicut  cx  premissis  paterc  potest.  Hee  9mt,  que  de  mimums 
seienda  et  ideo  coUigendn  pHtani,  d  cid  (?)  finit. 

12.  Notiz  über  Astrolabien  (tV.l.  letzto  Hilll^). 

Anfang:  Cuiuslibet  artis  Studium  ad  astronomiam  spectai,  uiddicet  a 
qua  habet  oriffinem  .  .  . 

Schlufs:  .  .  .  «90  que  «fl  primi  ad  Mcmdum,  ea  ^  seemdi  ad  3^; 
ergo  (^rcidi  proportionales,  et  hoc  est  propositnm. 

13.  J  Oha  II  n  CS  (de  Monte  Pessaluno?)  QuadroM  vetus^)  (fol.  289'— 292*). 
Überschrift:  Prurticu  gcmnefrir. 

Aniang:  Geometrie  due  sunt  partes  principaies,  thwrim  et  practica. 
Theorica  est  quando  .  .  . 

SchluA:  .  .  .  9IC  de  ^miäiSbua  eorporibua  aiue  aint  ktterate  eoUm^pm 
sine  laterale  piramidrs  siue  eoniee,  spere  ud  quamodoUb^  dUter  ae  habenda 

ainUlia  corporn.  Kxplicit. 

14.  Bu<  h  ühfr  praktische  Geometrie  in  4  partes*)  (fol.  292'— 296'). 

Überschrift:  fehlt. 

Anfang:  ArUa  cuiusUbet  consummatio  in  duobus  consistU  in  thorice  (sie!) 
tt  praäkoa  ...  (es  folgt  eine  Lobrede  Uber  die  praktisdie  Geometrie  und 
dann  kommt:)  FoWs  igitur  suprr  gcomrfrii  prndicam  ioeundum  iradatum  d 

fritctn  minorem  insfruimns ,  nidvlirrt  »luod  dr  mar/isfri  nosfri  fönte  duldus 
htiusiwKS,  sicientiius  propinotiits  i  i^'u  l).  Ojius  nufem  unsintm  in  •  /  ■  disfi)if}>ny)i>(s 
partes.  In  prima  planimelriam  imtruimus  superficiennn  quuntitatts  imnali- 
gando.  In  aeemda  capeuHtates  corporum  et  arassiiudines  inumire  doccmus, 
Jn  terüa  geomeiHeaa  et  aatr&nomieaa  mkmeiaa  ad  predieta  neeeaaariaa  doeere 
promittimiis.  In  4  "  altimdrium  tnenaware  alta  docchimus,  ila  tU  prmdpedUer 
geomefrie  secfndario  iisfroHowir  hoc  opus  desemiat.    Theorice  igitur  exordktmm. 

(Satz  l)  Linee  rede  quuntituicn  imdisninri.    Ksto  .  .  . 

Schlufs:  .  .  .  cor  um  ingenio  eucrcitundo  ex  industria  non  tynorancia 
präenMmm,  et  kea  de  craaametria  sufßciant, 

12. 

Cod.Yatio.  lat  4571,  membr.  XIV  saee.  (ca.  1350—1375)  32,5x34,0  cm. 

Dieser  Codox  besteht  aus  21  numerierten  Textfolien  und  einem  leeren 
Schlulsblatt    Die  Folien  1 — 18  bilden  3  Quatemionen  aus  je  3  Lagen; 

moniae,  Koma  1851,  p.  ö7.  Daa  Werk  hat  iiu  Cod.  itegin.  1261  2  Bücher  mit  beiw. 
48  nnd  49  Sätzen ;  von  diesen  fehlen  im  Cod.  Digby  61  die  Stttee  II,  9—49,  wenn 
HacrayK  ATigalifn  richtig  sind 

1)  über  dicHon  in  zahlreichen  Uaa.  vorkommenden  Text  vgl.  z.  B.  Stein- 
Bcbneider,  Hebrftische  Übers,  p.  611 — 61S. 

Tt'xt ,  der  mir  sonst  niclit  l)ogegnpt  ist,  kann  ich  kniiu'  Auf- 
schlüsse gehen.  Die  ganz  kurzen  Sätze  sind  nicht  aufgezählt.  Der  gegenwärtige 
Text  dflifke  flbrigena  nicht  voUstlndig  sein. 
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jedes  der  letzten  3  Folien  ist  fDr  aioh  hinzugefügt  Die  Schriftfläche  ist 
23,5  X  17,0  om;  die  Bchrifb  steht  in  2  Kolumnen,  deren  jede  28,5  X  7,8  cm 
milst  Die  Zeilenzahl  variiert  awischen  52  und  55.  Der  Text  mit  An»- 
nahme  von  toi.  21  ist  von  einer  Hand  goschriebon.  Datierungen  oder 
Snbekriptioneu  konnnen  nicht  vor.    Der  Inhalt  ist  folgender; 

L  Menelaos  ^Sjpiuirik  I—III  (t'ol  1'— 20^). 

Oberschrift:  JMma  Uber  Millei  in  (iguris  sperid». 

<An£uig:  Jkdaram  voto  qualUer  faeiam  ...  

Schluls  (fol.  18^):  .  .  .  et  equidisUU  arcui  hg  •  et  Ulud  est  quod  de- 
dararc  voluimm.  Kxpletm  est  tractattts  primi  •  2  '  3  •  libri  Milei  de  ßguris 
spcrms,  ft  cum  eins  completione  complctxs  est  fofiis  lihrr  eins.  Die  Firtmon 
zum  Meuelaostexte  folgen  fol.  19' — 2t/;  die  Figiu-  zu  Iii,  ö  ist  veritciehnet. 

a.  Teztfragment  (foL  21),  dessen  Inhalt  weder  mit  der  Mathematik 
noch  mit  den  NatorwissenschMften  zu  thnn  bat 

18. 

Cod.  S.  Mar.  o  Venetianun  Ut  Vm,  82,  membr.  XIV  saeo.  (in  Valen- 

tinellis  Katalog  XI,  OO). 

Wa.s  die  Besclireibung  «lipser  Hs.  betrifft,  verweise  ich  auf  Valen- 
tiuelli.    Der  Inhalt  ist  folgender: 

1.  Theodosios  S^länk  I—UI^)  (fol.  1'— 35'). 
Überschrift:  Incipit  1^  liber  Theodosii  de  eperi». 

Anfalls,'.  Sper<i  est  figura  solidn,  iina  tantnm  superfieie  confenta  .  .  . 
Sclilnfs:  .  .  .  sieitt  proeessimus  in  drmnnsirntioue  antepretnisse  per  »piOT' 
tarn.    Explicit  liber  Theodosii  de  sjieris  cum  commctüo  Capani  (siel). 

2.  Menelaos'  üphärik  I—III  \^fol.  6b'— bV). 
Übenohrift:  Ine^  i"*  Uber  Milei  de  areubus. 
Anfang:  Dedarare  uolo  queMter  faeiam  .  ,  . 

Schlufs:  .  .  .  et  etpicdi.'itdf  orrui  •  hg  ■  et  Ulud  est  quod  demonsfnire 
Holuimus.  Expleius  est  tructatu.s  primi,  JJ'  ei  tereii  libri  Milei  de  figuris 
spwicis,  et  cum  eins  erpletione  cowj>h'tus  esf  fofiis  Uber  eius. 

8.  Jordanus  Ncniorarius   l'lanisphmrium  {io\.  Si" — ÜO"). 

Oberschrift:  Incipii  plamspemm, 

An&ng:  fijperom  in  pimno  desertiere  est  eUtgtUa  pmäa  du$  m  pkmo 

quolihei  ordinäre  seeundum  similifudinem  sifus  ,  .  . 

Sehliifs:  .  .  .  representabit  pu»ctuii>  ■  f  in  piano  polum  drculi  decliuis, 
et  hec  est  intcnfin  ituctoris  de  noun  itppositum.  KxplieH. 

4.  Anonym,  de  specuiis  cumbureniibus^)  (fol.  90' — 94^'). 

Oberschrift:  IndpU  Uber  de  speeitUt  eomburenUbm. 

Anfang:  De  euiflimiori  quod  geometri  (?)  adinuetteruni,  et  in  quo  antiqui 
soUicUi  fueruni  .  .  . 

Schliifs:  .  .  .  Ei  sunt  forfinris  eomhusdonis  omnihus  spreulis,  quontam 
radii  conuertunlur  ex  tota  superficie  eorum  ad  punctum  unum.  Explicit  de 
epecuiis  cwnbureiüibus. 

1)  Die  Texte  1 — S  haben  alle  den  Kommentar  des  ('ampanus  in  den  Text 
eingefügt.    Vpl.  oben  feite  145  Note  1  und  Seito  149  Note  1. 

2)  Über  die  Texte  4— ö  vgl.  üben  Seite  14'J  is'ote  d. 
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5.  Apollonios'  sog.  de  p^nmUdibM^)  (foL  96'). 

Überschrift:  Isla  sunt,  fjuc  sequuntur,  in  primo  (?)  lihro  ÄpollonÜ  de 
piramidibus,  d  sunt  anxiomata  (si«  !),  qnc  piemiüioitur  in  libro  iiio, 

Anfang:  Cum  conlmualur  inter  punctum  aliquod  .  .  . 

Sdilulk:  .  .  .  e<  mmimitiir  Uma  reda  Uitea,  super  quam  posite  emt 
linee  protrade  ad  diametnm  aeetmätm  crdmem. 

Von  den  bis  jetzt  ermittelten  lateinischen  Menelaoehand$chriften  harren 
noch  folgende  einer  Untersuchung  (vgl.  Seite  12): 

14.  Cod.  liheno-Trajectoriae  72ö  (Utrecht), 

15.  Cod.  ParinnDfl  7251, 

16.  Cod.  Bodldaniu  6556  .  9  (yenoholkii?), 

17.  Cod.  Digby  168  (Oxford),  nur  Fragmente,  und 

18.  Cod.  Digby  178  (Oxford),  nur  Fragmente. 

Don  Leser  Bind  wir  noch  den  Nachweis  schuldig,  dafe  der  Kommentar, 

dem  wir  in  den  zur  Klasse  B  gehörenden  Menelaoshss.  begegneten,  in  der 
That  Canipanus  zuzuschreiben  ist.  Dieser  Nachweis  ist  unserer  Ansicht 
nach  nicht  unwichtigj  denn  die  Würdigung  des  Campanus  ist  bis  jetzt 
sehr  unsicher  gewesen;  der  Nachweis  abw,  da&  er  derjenige  ist,  der  Hene- 
laos'  S^härjät  kommentiert  hat,  entschleiert  zugleich,  wie  wir  sehen  werden, 
eine  umfangreiche  Thätigkeit,  die  Campanus  als  Kommentator  ent&ltet 
hat,  und  von  der  wir  bisher  nur  teilweise  unterrichtet  waren. 

In  den  Codd.  S.  Marco  Venet.  VIII,  32  (d.  h.  Valentine  Iii  XI,  90), 
UegiutiUäis  1261  und  Palatinus  1351  (vgl.  oben)  findet  sich  Theodosios' 
SpMrik  mit  einem  KommMitar,  welcher  in  der  erstgenannten  dieser  Hss. 
dem  Campanus  beigelegt  wird  (vgl.  oben  Seite  151  und  Bibl.  math.  1902, 
p.  67).  01t  i(  h  auf  den  Theodosiost»  xt  folgt  in  allen  drei  Hss.  der  kom- 
mentiorle  Meuelaostext.  Deswogon  i.'^t  natürlich  noch  kein  zwingender  Grund 
vorhanden,  auch  Cann)anu.s  den  Menelaoskomnientar  beizulegen. 

Eine  genauere  Unteisuchung  der  beiden  Kommentare  macht  es  aber 
unsweifelhafl,  dafs  sie  denselben  Üxheber  haben.  Der  Kommentar  sn  Theo« 
dosios  n,  15  (entspricht  II,  12  des  griechischen  Twtes)  hat  nfimlidi  diesen 
Passus:  De  Hneis  auiem  inequalibus  dko,  quod  maior  resecabU  maiorem 
nrcitm  ei  minor  minorem;  qnc  autem  malorcm  rrsccat  arcmn,  Ula  est  tnaior, 
que  autem  minorem,  Ula  e^t  minor.  Quod  hie  proponitur  de  facili  proba- 
bUur  eodem  argumentationis  getiere,  quo  aucior  probat  principalc  propositum; 
et  uald  isfud  ad  '  8*  Milei,  ubi  dieUur  «m  eommenH  fine  «Bitts  8*:  ^ 
erit  linea  egrediens  ex  •  «  •  ad  '  d  -  etc.**  —  In  den  fttnf  nur  bekannten  Hss., 
die  den  kommentierten  Menelaostext  enthalten,  begegnen  ^vir  in  der  That 
auch  im  Beweise  des  Satzes  I,  8  den  Worten:  ei  erit  linea  egrediens  ex 
'  g  '  ad  •  d  • ,  und  als  Kommentar  dazu  (in  den  Codd.  Palat.  1301  und 
Vindob.  5277  also  am  Rande)  den  Worten:  hoc  paici  per  hoc,  quod  ego 
apposui  ad  15  eeemdi  Tkeodosil, 


1}  Dieser  Text  ist  Yalentiaelli  entgangen. 
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Wenn  also  der  TheodoeiMkommentar,  wie  es  in  der  Venetianer  Hs.  an- 

pepchen  wird,  von  Campanus  liprrührt,  so  ist  dasselbe  mit  dem  Mcnelaos- 
kominentar  der  Fall.  Dafs  die  Angabe  der  Venetianer  Ha.  richtig  ist,  lilfst 
sich  aber  nicht  bezweitoln  Die  Kommentare  müssen  nämlich  im  13.  Jahrb. 
ver&Jkfc  sein;  denn  sie  finden  rieh  in  Abeohiift  in  Hes.,  die  nodi  im  eciten 
Drittel  dee  14.  Jalurfa.  geedurMMu  sind,  wie  Cod.  Pelat  1851,  und  in  dem 
Kommentar  IB  Menelaos  ITT,  1  wird  Jordanns  Nemorarias  litiert  mit 
den  Worti»n:  srntudum  qttod  drfinif  Jordnnus  in  romwento  ort  nunc  proposi- 
thnis  nani  libri  nrismetire  sue:  tVriu  i-  kommen  in  den  Kommentaren  zu  den 
zwei  sphärischen  Werken  mehr  als  ein  Mäl  üinweisungen  auf  den  wohl- 
bekannten Eolüdkommentar  des  Gampanus  tw.  An  der  Autoreohaft 
Campanus'  zweifelte  anch  der  Eazdinal  Pomponne  Ce^io  niehi;  IBgt  er 
doch  in  seiner  Abschrift  von  Theodosios'  ßphänk,  d.  h.  Cod.  Vatic.  3380 
(vgl.  oben)  fol.  L'l'  bei  den  Toxtworten:  hoc  enim  necessr  est,  qucmadnwdum 
demonstrauiniHs  in  prinui  dccimi  am  lUuide  hinzu:  nota,  qnod  hinc  constai 
hatte  esse  exposUmian  Campani. 

Nonmehr  nimmt  es  Irain  Wnnder,  dab  im  Cod.  Begin.  1261  die  drei 
Bficher  der  Sphärik  des  TheodosioB  als  Buöh  16 — 18  der  Ekmmte  auf- 
gezählt werden  (vgl.  Seite  148).  Campanus  hat  eben  die  Elemente  des 
Euklid  und  die  Sphänk  des  Theodosio.s  als  Fundament  der  Geometrie 
betrachtet  und  liat  die  beiden  Werke,  denen  meistens  auch  Menelaos' 
Sphärik  hinzugefügt  wurde,  mit  weitlüutigen  Kommentaren  und  einem  ganzen 
Nets  TOD  gegenseitigen  und  swar  sehr  nfttslioben  ffinweisongen  vendiai. 

Ich  Tenmite  mm,  dafs  Gampanus'  Herausgeberthfttigkeit  (denn  so 
mAssen  wir  sie  nennen)  mit  diesen  drei  Kommentaren  noch  lange  nicht 
erschöpft  ist.  Ein  Werk  wenigstens  kommt  hinzu,  nämlich  Jordanus' 
P(anisphanium ,  von  welchem  ein  kürzerer,  reiner  imd  ein  längerer  mit 
Kommentar  versehener  Text  vorliegt,  und  dieser  Kommentar  ist  wahrschein- 
lich aneh  dem  Campanas  znzusdireiben.  Im  Cod.  Begin.  1261  (vgl.  oben) 
folgt  das  kommentierte  Itani^phaerium  gleich  nach  den  drei  ▼on  Oampanus 
kommentierten  Werken,  und  in  dem  Kommentar  kommen  Hinweisnngen  auf 
alle  drei  Werke  mehrmals  vor.  Wie  viele  aber  von  den  Texten,  die  eben 
in  den  Hss.  des  14.  Jahrb.  in  zwei  Rezensionen  vorliegen,  Campanus 
überarbeitet  hat,  mufs  ich  dahingestellt  sein  lassen.  Obwohl  die  Ent- 
widcelungsgesduehte  der  Mathema^  bis  anf  Newton  nur  Idar  m  legen 
ist  durch  die  Feststellung  und  Idmtafikation  der  in  den  lateinischen  mittel- 
alterlichen Hss.  befindlichen  Texte,  so  ist  in  dieser  Beaiebung  noch  TCr- 
bältnisraäfsig  sehr  wenig  gethan,  und  Campanus  ist  nur  einer  unter  vielen, 
deren  wissenschaftliche  Thätigkeit  und  Bedeutung  für  die  Nachwelt  noch 
nicht  festgestellt  ist. 

Ich  darf  hier  nidtt  su  nennen  ▼errtumen,  daCs  Campauns  mSgliehei^ 
weise  der  Urheber  ist  eines  seinerseit  von  Steinschneider  öfters  em^hnten 
und  dem  Täbit  ihn  Korrah  beigelegten  kleinen  Textes  mit  dem  Titd: 
De  fiffura  sectore,  welcher  in  den  zwei  Drucken:  Sphaera  mnndi,  Venedig 
1518  steht.  Im  Cod.  Vatic.  lat.  3098,  chartac.  XIV— XV  saec.  hat  dieser 
Tert  (fol.  109' — nämlich  die  Üborschrilt:  ExposUw  maffistri  Campani 
iM  figira  sedore,  und  im  Cod.  8.  Maxoo  Flor.  184,  wo  seine  letste  HSlfte 
gende  hinter  dem  reinen  HeneUostezte  folgt  (an  der  Übeigangsstolle  ist 
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eben  ein  Blatt  weggeschnitten),  steht  im  alten  Inhaltsverzeichnis  vonie  in 
der  Hs  :  'Irarfattis  Milei  et  Campani.  Tül)if  s  WVrk  mit  demselben 
Tit«'l,  welches  ich  nach  Cod.  Arsenalis  1(>3'>  nntrvsiK  ht  halte,  und  divs  ich 
kürzlich  in  dem  bisher  unbekannten  Cod.  Neapolit.  Vlii,  E,  33  fand,  ist 
jeden&Us  viel  grOber  als  der  gedmoikte  Text  und  nicht  einmal  teilweiee 
mit  diesem  identisch.  Übrigens  ist  T&bits  Wexk  eine  recht  bedeutungs- 
lose IiMstung  und  der  dem  Campanns  beigelsgte  gedruckte  Text  durdi- 
aus  wertlos. 

8.   (Vgl.  Seite  8.) 

In  einem  AuüsatK  in  der  Bibl.  math.  1901  habe  ich  Seite  204  die  Un- 

brauchbarkeit  der  lateinisdimi  Ausgaben  (Nilmborg  1537  und  Bologna  1645) 
von  Al-H:ittanis  Asfrommi''  festt^estellt.  Ob  der  T'hersetzer,  Plato  von 
Tivoli,  oder  vielmehr  der  Heiansgeber  ilie  SchiiM  daran  hat,  konnto  ich 
aber  damals  nicbt  entscheiden.  Ich  habe  nun  Cielegeuheit  gehabt,  die  Über- 
setzung handschrifüich  su  untersndien,  und  kann  konstatieren,  dafo  Piatos 
Übersetsung,  so  wie  sie  in  den  Handschriften  Torliegt,  mit  dem  arabisdiMi 
Texte  sehr  gut  übereinstimmt.  Der  Heransgeber  bat  somit  entweder  seine 
Vorlage,  namenlHcli  was  die  Zahlen  betrifft,  konsequent  milsverstanden,  oder 
er  hat  eine  sehr  sehleihle  ilaiulschrit't  benntzt  In  der  Sohiitzung  von  Plato 
von  Tivoli  als  Cbei'setzer  scliliefse  ich  mich  deswegen  voUstiiudig  Curt/e 
an  (vgl.  Der  Ltber  Embadmm  des  Savasorda  m  der  Ühenägung  des 
Plato  wm  HvoHf  ed.  Gurtze,  Einleitung  p.  6).  —  Die  von  mir  benutzten 
lateinischen  Al-Battanihss.  sind  Cod.  S  Man  o  Venet.  VIII,  14  (Valentineiii 
XI,  60),  membr.  XIV  saec.  und  Cod.  Yatic  3098,  chartac  XlV— XV  saeo. 


(Vgl.  Seite  13  Note  50.) 

Dafs  es  mir  nicht  gelnngen  ist,  in  Deutschland  lateinische  Menelaushss. 
aufzutiuden,  ist  recht  sonderbar,  da  Hegiomontanus  sicher  solche  aus 
Italien  nadi  Nürnberg  mitgebracht  hat  (vgl.  Seite  19,  Note  65  und 
Seite  98).  Eine  Bestätigung  meiner  Annahme,  dafs  man  in  Nfimberg  um 
das  Jahr  1500  den  Menelaostext  besafs,  fand  ich  kürzlich  in  einem  Werke 
eines  der  Nachfolger  Rogiomontanus",  dem  Uber  de  trUinffulis  sphaericis 
v«»n  Johannes  Werner.  In  diesem  steht  nändich  (Buch  2,  Satz  lO):  Hatic 
<^prüpositionem^  Menclaus  iuxiu  codiccm,  qui  in  fuit  poicstüte  mca  detuoH- 
straoU  in  propasiMone  secmda  Ubri  tertU,  Die  uBhere  Untersuchung  dieses 
und  anderer  Wernerschen  Zitate  bestätigt,  dafs  der  Nürnberger  Stadt- 
pfarrer die  Gerhardsche  Übersetsung.  von  Menelaos'  S]Mrik  benutste, 
und  zwar  sehr  ergiebig. 

Nfthere  Aufschlüsse  über  Werners  Werk,  das  man  als  verschollen 
betrachtet  hat  (vgl.  Cautor  Jl,  p.  417  und  v.  Brauumühl,  Gesch.  d.  Trig.  1, 
p.  133),  das  ich  aber  in  einer  Hs.  der  Yatikanischen  Bibliothek  gefimden 
habe,  wird  man  in  der  BibL  math.  1903,  Heft  2  und  ff.  finden  kennen. 
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Nachträge  nnd  BericlitignDgen  zu  „Die  Mathematiker 
nnd  ABtronomen  der  Araber  und  ihre  Werkel 

Es  ist  kaom  sa  Termeiden,  dafs  bei  der  AbfiMsnng  «mee  Werkes  Ton 
▼orhenMhend  bibliographiecher  Natnr,  wie  meine  Arbeit:  Die  Mafhe' 
moHker  und  Astronomen  der  Araber  und  ihre  Werke  (AbbandL  snr 
Oescb.  d.  matbem.  Wiesensch.  10,  1900),  wo  man  ao  Tide  Quellen  zu. 
Rate  SU  ziehen  hal^  wo  man  hauptsächlich  nrnfimgreiciie  Kataloge  durch- 
gehen muls,  die  eine  oder  andere  Quelle  unberücksichtigt  gelassen,  hier 
und  da  eine  Katalogstelle  übersehen  werden  kann.  £■  sind  mir  in  neuester 
Zeit  noch  einige  Werke  über  arabische  Mathematiker  und  Astronomen 
Sur  Kenntnis  gekommen,  die  mir  leider  bis  jetzt  unerreichbar  waren,  und 
die  ich  für  die  folgenden  Notiaen  benützt  habe,  so  z.  B.:  Steinscbnbideb, 
Die  hebräischen  Üheraämu^en  des  MiUdaUers  (Berlin  1893)');  (Bobles), 
Catdloffo  de  los  manuaorUos  drabes  exiateiUes  en  la  bibü  nacional  de  Madrid 
(1889) ");  G.  A.  Nallino,  /  manoscritH  arabif  persiani,  siriaci  e  ktrchi 
ddla  bibiL  nanonale  e  deüa  R  accad.  deße  eeienge  di  Torino  (1900)*); 
CoUecHons  scientifiques  de  l'lnsHiut  des  langues  orienkdes  de  St.  Petershourff, 
t.  I  (Ms8.  arabes  d^rits  par  le  Baron  V.  RosEsr),  St  P^tersb.  1877*), 
et  t.  III.  (Mss.  persans  decrits  par  le  mSme),  ibid.  1886^);  Cataloghi  dei 
oodiei  orientali  di  alcune  bibliotei^  (Tltalia  (Firenze  1878  u.  flg.)-')  Sodann 
hat  mich  Hr.  Prof.  C.  A  Nalldto  in  Neapel  durch  jmyate  Mitteilungen 
auf  eine  Beihe  Ton  Verbesserungen  aufinerksam  gemacht;  ich  spreche 


1)  Wird  zitiert  mit  „STsnisoHnnm,  Hdtr.  ÜhersJ* 

%)  Wird  7.itiert  mit  „Madrid  " 

8)  Wird  zitiert  mit  „Turin"'  and  bezieht  sich  nur  auf  die  Mss.  der  Bibl.  uazio- 
nale  in  Turin. 

4)  Wild  iltieKt  mit       Päenfb.  M.  A.** 

5)  Wild  litiert  mit  J».  POerab.  hut,  P.*" 

^)  Wird  zitiert  mit  „Cot.  d'IUüia^^;  der  Inhalt  von  4),  5)  un<l  (>  wiirdo  mir,  bo- 
weit  CB  die  Mathematik  and  Ajtnmfflnie  betrifit,  von  Hm.  C.  A.  Naiximo  in  Neapel 
gütigst  mitgeteilt. 
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diesem  ausjjezoichneton  (ielehrten,  dessen  Kenntnisse  auf  dem  Gebiete  der 
mathematischen,  astronomischen  und  geographischen  Litteratur  der  Araber 
wohl  von  \veni«fen  ( )rit'ntHlisteu  der  Gegenwart  erreicht  werden  mögen, 
hier  öti'entlich  meinen  ergebensten  Dank  für  seine  gütige  Hille  aus. 

Zu  Art.  2,  7,  27  u.  2S:  Nach  Nalf^ino  ist  ,^aubaCHT^  (pers.  — •  neues 
Glfick)  die  richtige  Lesart^  nicht  ,^übacht/' 

Zu  Art  7  XL  11:  Da  ist  Tielleicht  der  unter  den  Übersetsimgen 
Gbbards  Ton  Grbmona  genannte  Uber  cHfadhol  i.  est  aräb  de  hadii  (?)  ein 
Werk  dieses  Fa^l  b.  Naubacht  (s.  Art  7)  oder  dann  des  Fapl  b.  Sahl 

BL-SARACHSt  (s.  Art.  11). 

Zu  Art  8:  Für  lat  und  hebr.  ÜbersetKongen  ron  Schriften  IHSIllAhs 
Terweise  ich  aof  Stbimschnetoeb,  Hebr.  Übers,  p.  599 — 603,  und  auf 
HouzBAüy  BibUogr,  gMr.  de  Vasbren.  I,  p.  700 — 702. 

Zu  Art.  IS:  Das  Bach  der  Fragen  (ma8ä*ü)  Ton  'Omar  b.  bl-Fab- 
ruchAk  el-Tabab!  (oder  ron  seinem  Sohne  Müh.  b.  'Omar,  s.  Art  34) 
befindet  sich  aaoh  in  Beirüt  (Biblioth.  der  kathoL  üniTers.  St  Joseph). 
(Nalliko.) 

Zu  Art.  14:  Wie  mir  Hr.  Nalmno  mitteilt,  sind  die  im  Escurial 
(1>22,  jetzt  i>27)  noch  vorhandenen  Tafebi  wirkbcli  diejenigen  des  .Iah.fä 
I».  Ani  Manstk,  genannt  die  „erprobten  Miiniunischen"  Tufelu.  mit  Ein- 
schiebuuguu  aus  den  Tafeln  des  JvL«JAit,  hm  el-A'lam  und  Aüi:  l.- 
Wefä. 

Zu  Art.  li>  u.  Anmerkg.  ;')*:  Zur  Zeit,  da  ich  diese  Artikel  schrieb, 
war  mir  die  ausgezeichnete  Ahhandbing  Nali.iNO."<:  Ai-CncwARi/ni  c  il 
!iu<)  rifdcimmto  dcllu  (fcoffrafid  ili  Tihomko  (in  den  Atti  della  11.  accad. 
dei  Tiincei,  2-  :  1 ,  1<S*>4)  uocli  nicht  bekannt,  worin  (b»r  Verfasser  nach- 
weist, diii's  die  von  Spitta  I^kv  aufgefundene,  jetzt  in  Strafsburg  (L.  arab. 
Cod.  Spitta  IS)  befimiliche  Schrift  des  Mull.  B.  MTsa.  betitelt  sArrd 
el-iird  (Figur  der  Erde),  eine  nach  dem  Stande  der  geographischen  Kennt- 
nisse (k-r  Araber  zur  Zeit  EL-MÄMrNS  gemaciite  ITmarbeitung  der  (Jeo- 
grapiiie  des  l'ioLEMÄrs  sei.  Muil.  H.  Mf'sA  verfafste  ferner  für  EL-MA.MrN 
ein  Kompendium  des  grofsen  S'nuJJiind ,  den  MuH.  u.  IhrAhim  kl  Fa/ArI 
aus  dem  indischen  Siddhdufn  ühersetzt,  oder  nach  (U^mseibeu  bearlinti't 
hatte;  der  7*V/<;-?,s7  identiliziert  dieses  Komjjendium  des  Simlhnid  mit  (U-u 
astronomisclien  Tafehi  des  Min.  h.  Mi  sA.  Vax  diesen  Tafeln  sdirieb  ein 
gewisi^er  Mi  ii.  (od.  Ahmki))  lt.  MctaxnA  (od.  Mi  tAnA")  1».  'Ahdklkkki.m, 
über  den  wir  nichts  weiteres  wissen,  eiiuMi  Kommentar,  d<'r  in  Form  von 
Frage  und  Antwort  ahgefafst  und  für  einen  Mm.  I5.  'Ali  n.  Ism.Vil  ge- 
schrieben warj  dieser  Kommentar  existiert  nur  noch  in  einer  hebräischen 
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Übersetzung  des  Abraham  r.  Esha  in  der  Bodl.  (Mich.  835)  und  in 
Panna  fde  Rosai  212),  betitelt  Tn' am^  lucitdtAhhfm  drczniU^i ründ^ 
des  Chowarezmt.)  (Verpl.  SrEixsfHNKiDKR,  in  Zeitsclir.  d.  deatschen 
morgenläiid.  öesellsch.  24, 1870,  p.  339—391,  und  Hebr.  Übers,  p.  572.) 
—  Hr.  Nai.i  ,iN'o  giebt  in  der  fzonanntoii  Abhandlung  eine  Stelle  aus  den 
Annalen  BL-T^ar!s  (Ser.  III.  T.  II.  p.  13(53)  wieder,  aus  welcher  der 
SohlnlB  gezogen  wird,  dafs  el-ChowArezmI,  welcher  dort  noch  die  Bei- 
namen el-Maöüsi  EL-QoTROBBOLf  ("=  der  Magier  aus  Qolrobbol  (am 
Euphrat)]  haty  i.  J.  232  (840/47)  beim  Tode  des  Chalifen  kl  Wätiq  noch 
am  Leben  war.  Ich  habe  sein  Todesjahr  zwischen  220  und  230  angoset/t, 
was  nun  also  vielleicht  in  230 — ^240  sa  verbessern  ist,  doch  mufs  ich 
hierüber  noch  folgendes  beifQgen:  Muh.  b.  Müsi  el-ChowIrezmi  und 
Müh.  b.  MfsA  u.  SAKIB  sind  jedenfalls  öfters  von  den  spatem  Schrift- 
stellern der  Araber  verwechselt  worden  (vergl.  auch  Anmerkg.  6  meines 
Buches).  So  glaube  ich,  dafs  der  von  dem  Chalifen  el-Watiq  zn  dem 
oströmischen  Kaiser  behufs  Besiohtigimg  der  llrdile  der  SiebeuschUUor  ge- 
sandte Müh.  b.  Müsä  el-MuitaÖÖim  (der  Astrolog  oder  Astronom,  so 
heilst  er  bei  Ibn  Chokdäpbeh,  kitäb  el-mmdlik  uel-manwiik:  Biblioth. 
geograph.  arabic.  P.  VI,  p.  106)  der  i.  J.  259  (873)  gestorbene  Muh. 
B.  MOSA  H.  SAkik  sei,  denn  von  diesem  wird  berichtet,  dafs  er  nach  den 
oströmischen  Ländern  gereist  sei,  um  wissenschaftliche  Werke  daselbst  zu 
erwerben;  Ibn  ChobdAdbbh  berichtet  (1.  c),  dal's  ihm  Muh.  b.  MCsä  der 
Astronom  selbst  von  dieser  Reise  erzälüt  habe,  das  hätte  wohl  um  das 
Jahr  250  (864),  um  welche  Zeit  höchst  wahrscheinlich  Ibn  GnoRDAi^BEn 
das  genannte  Buch  geschrieben  hat,  Mmi.  b.  MüsI  el-Chow  ArezmI  nicht 
mehr  thnn  können.  ei.-MoqaddesI  schrieb  L  J.  378  (988/89)  in  seinem 
kitäb  alisan  el-taqäsim  (Biblioth.  geograph.  arabic.  P.  III,  p.  3tl2) 
nach  Ibn  ChordAdbeh  über  eine  Gesandtschafisreise,  die  Muh.  b.  M(>sa 
EL-Chowarezm!  bl-Muna6öim  im  Aultrage  ei.-Watiq.s  zu  Tarchäm,  dem 
König  der  Ghazären  gemacht  habe,  ich  glaube,  dals  dies  wiederum  MuH. 
B.  MüsA  B.  Sakih  ist,  und  dafs  EL-MoQADDESi  ihn  mit  dem  altem  MuH. 
B.  MüsA  verwechselt,  und  deshalb  „el-ChowArezm!"  noch  von  sich  aus 
hinzugeiiigt  hat.  Ibn  Eosteh  erwähnt  in  seinem  k'itdb  rl  a'ldq  el-nafise 
(Biblioth.  geograph.  arabic.  P.  YII,  p.  261))  einen  Auftrag  des  Chalifen 
BL-MüTAWAKKiL  (232—247,  S47— 61)  an  Muh.  b.  Müsa  EL-MuNAÖöi»f 
zur  Auswahl  eines  Bauplatzes  für  eine  zu  gründende  Stadt^  audb  dies  ist 
wohl  Muh.  B.  MüSÄ  b.  SAkjh.  Zur  Bestätigung  der  oben  ausgesprochenen 
Vermutung  iil)er  den  Träger  der  Sendung  nach  der  Höhle  der  Sieben- 
schläfer erwähne  ich  noch|  daÜB  MA.s'fnt  in  seinem  kifdf>  rl-tmiitih  wf/l" 
üräf  (Biblioth.  geograph.  arabic  P.  VIII,  p.  134)  diesen  Gesandten 
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geradezu  MüH.  B.  MüsA  B.  Säkir  el-Munaööim  nennt*)  An  andem 
Stellen  dieses  Buches  (p.  186,  199  und  222)  wird  Muii.  b.  MfsÄ  ei.- 
GhowArezmi,  besw.  bloDi  bl-OhowAr?:zm!,  mit  seinen  Tafeln  erwähnt, 
oline  den  Beinamen  el-MunaöÖim.  Man  ersieht  aus  allem  diesem,  dafs 
das  strenge  Auseinanderhalten  beider  Autoren  schwierig  ist,  und  deshalb 
ist  auch  die  Möglichkeit  nicht  ausgeschlossen,  dafs  kl-Tabaki  in  der  oben 
atierten  Stelle  den  Muh.  b.  Mükä  b.  Säkir,  der  gewöhnlich  EL-MuNAÖöiif 
genannt  wird,  mit  dem  ältem  Muh.  b.  Müsä  verwechselt  hat,  und  also 
Yon  sich  aus,  wie  dies  el-Moqaddesi  gethan  haben  magi  j^l-GhowA- 
REZMt"  hinzugefügt  hat;  ich  will  allerdings  nicht  verschweigen,  dafs  der 
Beiname  el-MaöüsI,  der  aber  nur  bei  el-TababI  vorkommt,  eher  für  die 
andere  Ansicht  spricht,  die  Hr.  Nallino  in  der  genannten  Abhandlang  \ 
Terthtt  Um  schliefslich  das  Material  zu  dieser  Frage  zu  yenroUständigen, 
soweit  wir  es  imstande  sind,  sei  noch  erwähnt,  dais  einige  arabische 
Quellen*)  noch  einen  dritten  MüH,  B.  MüsÄ  erwähnen,  der  den  Beinamen 
Er. CalIs  (der  Gesellschafter,  Genosse)  hatte,  und  ebenfalls  Astrolc^  und 
Zeitgenosse  von  Jahjä  r.  Ab!  MANsf-n  und  noch  von  Abü  Ma'Sar  war. 

Zu  Art.  24:  Nach  Nallino  ist  „Ssned^^  (oder  Samad)  die  richtige 
Lesart^  nicht  „Sind". 

Zu  Art.  26:  Das  Buch  „über  die  Urteile  aus  den  Gestirnen"  (kifdb 
ahhim  cl-mi^uin)  des  Sahl  b.  Bi^u  befindet  sich  andk  in  Beirüt  (Biblioth. 
der  kathol.  Univers.  St.  Joseph).  (Nallino.) 

Zu  Art.  29:  Jah.iä  b.  EL-BATKiQ  übersetzte  noch  aus  dem  Griechischen 
ins  Arabische  die  Meteorologie  des  Aristoteles,  die  arabisch  in  hebräischer 
Schrift  vorhanden  ist  im  Vatikan  (^Hebr.  Nr.  37H ),  nach  Steinschneideb, 
Sekreten  d.  Araber  in  Mtr.  Hatidschr.,  in  Zeitschr.  d.-  deutschen 
morgen!.  Gesellsch.  47,  1H93,  p.  342. 

Zu  Art.  31:  Nach  Nallino  wurde  das  hier  genannte  astrologische 
Werk  des  Ihn  Hibinta  nach  330  (941/42)  verfai'st;  die  von  mir  gemaohte 
Angabe  214  beiludet  sich  im  Münchener  Katalog  von  AüMXB. 

Zu  Art.  39:  el*Far6anis  „Elemente  der  Astronomie"  existieren  in 
der  hebr.  Übersetzung  des  Jakob  Anatoli  noch  in  Berlin  (Cat.  v.  Stein- 
schneider 116),  München  (Cat.  v.  Steinscuneidek  46),  Wien  (17(5), 
Vatican  (385),  Oxford  (BodL  Hunt.  414,  Mich.  48,  49,  83Ö),  etc.,  nach 
Steinschneider,  Htl^r.  Vhcrs.  p.  .^54— 5.'>. 

Zu  Art.  43:  (p.  21,  Note  b):  Die  Lesart  des  Textes  „über  die  erste 
Bewegong  der  Sphäre^'  ist  nach  Nallino  die  richtige;  es  ist  dies  die  tag- 

1)  Im  InhaltSYeneicluoii  dieses  Bandei  der  Bibl.  geograph.  ist  aber  dieser 
Autor  mit  Muh.  a.  Mvsi  ■L-Orowlsinil  KL-Munkü^ni  idüntifizicrt. 

2)  Aadtf  AB.  p.  848,  Üben.  161,  und  las  Bb-Qnm,  MOnchener  Mb.  440,  fol.  108*. 
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liehe  scheinbare  Bewegung  <1ps  gjinzcn  Ilimnielsgewölbes  von  Ost  nach 
^V  e8t,  welche  die  arabiHcheu  Astroiionien  „die  Bewegung  des  Universums'', 
oder  „die  erste  Boweguiig'*  iieuuen.  —  Ich  habe  ji.  21,  Z.  7  v.  o.  das 
arabische  bi-tariq  tu  Uuii  mit  „durch  Vemunl'tgrüiide"  übersetzt, 
Hr.  Nalmno  zieht  vor  zu  ül)ersetzen  ,,uuf  matheraatischeiu  Wege";  ich 
weifs  wohl,  dafs  ialimi  sehr  häutig  die  Bedeutung  „mathenuitiscli"  hat, 
aber  was  soll  dann  das  folgende  ,,auf  geonietrisclieni  Wege"  noch  be- 
deutenV  —  In  St.  Petersb.  Inst.  A,  (Nr.  15*1,  H")  befindet  sicli  ein  astro- 
logisches Werk,  das  den  Srdiiien  MCsAs  zugeschrieben  wird,  es  beiist 
kitt'th  cl-ddnujät  (d^.s  Buch  der  Grade),  über  die  Natur  (das  Wesen  )  der 
Grade,  übersetzt  aus  den  Büchern  und  Gelehrten  Indiens.  Kosen  teilt  ein 
gröfseres  Stück  aus  der  X'orrede  mit,  woraus  sich  ergiebt,  dals  das  Buch 
eine  verbesserte  lledaktiou  von  drei  wahrscheinlich  aus  dem  Indischen  ins 
Arabische  übersetzten  Werken  ist.  Ks  beginnt  nach  der  VoiTcdc  mit  den 
Worten:  „Das  ist  der  Anfang  dessen,  was  wir  ans  dem  Buebe  übersetzt 
haben.  Es  sagt  der  Autor  des  Buches:  Die  Spbiire  (d.  h.  der  Zodiacus) 
wird  in  3Ji<^>  Teile  geteilt,  und  jeder  dieser  Teile  wird  (Jrad  genannt." 
Das  Buch  haiulelt  also  über  die  astrologische  Natur  jedes  der  H60  (rrmle 
des  Zodiacus.  (NAM.iNt).;  Ist  dieses  Werk  vielleicht  identisch  mit  dem 
„Buch  der  drei"  von  Mcth.  (p.  21,  Z.  4  v.  o.),  aus  dem  mau  bis  jetzt  nichts 
macheu  konnte,  oder  mit  dem  „Buch  ül)er  den  Teil"  (p.  21,  Z.  5  v.  o.), 
von  dem  das  gleiche  gilt?  —  „Die  Mechauiik"  beiindet  sich  auch  in 
Gotha  (1349)  und  in  Berlin  (öö(i2) 

Zu  Art.  45,  p.  25  u.  Art.  95,  Note  e):  Das  Instrument  liät  <i-s<i  Jutta  'ni 
ist  nach  Nallino  das  Or(/awm  jxinilUdiil.tm  des  Ptolkmäus,  oder  die 
parallaktischen  Lineale  ^^auch  triquctnini).  —  Das  „daivdrad  lntmznif* 
konnte  ich,  wie  auch  Fli'(;el  (Ausgabe  des  Fihrist,  I.  Bd.  p.  21  )  nicht 
erklären;  nun  tinde  ich  nat  liträglich  in  der  Arbeit  HoKNS:  ,,Ah,-<  itidirniscUen 
Bibliotheken*^  (Zeitschr.  d.  deutschen  morgenl.  Gesellsch.  51,  1897, 
p.  15)  als  Titel  eines  persischen  Ms.  des  Vaticans  (Nr.  <)S):  dntnluJili 
bury-i  falak  d-ajli'il:  ulie  zwölf  Häuser  des  Tliierkreises  t;  es  ist  also  wohl 
unzweifelliaft,  dals  statt  dmcntuul  haima^i  zu  lesen  ist  dtucihdih  hur;)  (die 
zwölf  Häuser),  was  in  arabischer  Schrift  leicht  in  das  erstere  übergelien 
kann.  —  Von  el-Kind!  existieren  hebräisclie  I"l)ersetzungeu  von  folgen- 
den Abhandlungen;  „Ü])er  die  Nativitäten",  in  .München  (304),  i'aris  (1()2'S, 
1055,  Wbi)),  Vatican  (477);  „über  deu  liegen,"  in  Paris  (1055);  „über 
die  den  h<")hern  Wesen  beigelegten  Ursachen,  welche  die  Entstehung  des 
Jlegeus  bedingen",  in  München  'MU,  35»')),  Paris  (1028,  105.")^  Vaticau 
(477);  vielleicht  alle  drei  von  KalonvmOS  B.  KalüMIMOS  übersetzt  (vergL 
ÖTKINSCIINEIDEK,  Ifrhr.  rixrs.  p.  5Ü2 — 64). 

Abb.  s.  Qoacb.  d.  m*th.  WusouBch.  XIV.  11 
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Zu  Art.  ö.'J:  Für  weitere  lateinische  I  hi  rsetzungen  von  Werken  AbC 
Ma'äahs.  vergl.  HorzKAr.  Uihlio<fr.  (/nur.  de  l'asfrtiH.  I,  702—05. 

Zu  Art.  ()():  „Das  Huch  der  iistrouoiniSLheu  Beobachtungen"  ist  zu 
streichen;  \  \.\rA  Chai.fa  Iii,  470 erwähnt  blofs  die  lieobai  htuugen,  die  von  AhO 
Hamfa  gemacht  wonhu  sind,  aber  kein  Buch  über  dieselben.  (Xai.LINo.) 

Zu  Art.  «i^:  ,,i'ber  den  l'nilauf  der  Geburt.'^jalire"  ist  vielleicht  in 
einer  hiteiiiisciieii  l'bersetzung  des  Plato  VON  Tiv<»Li  noch  vorhanden  in 
Paris  (74.)i',  1"'):  Alka.sen  filii  Alkasit  (el-Ha.saxN  iv  kl-Ciia-sihV)  liJter 
de  nativHatuin  n  vnhitiunihus.  Im  Text  heilst  es  nach  BoNMOMPAGNl  (Delle 
rrrsioni  faftr  da  J*/.ATo.\h:  TiiaitTisiK  Estratto  p.  40)  allerdings:  Alka.skm 
FUJI  AcuA.sn  ii.  ( Vergl.  auch  Steinschnkidek  in  Zeitschr.  d.  deutschen 
morgenl.  (iesellsch.  24,  1S7(»,  p.  83(1.)  —  Sein  Liher  de  naiivitatUms 
existiert  aucii  in  hebräischer  Übersetzung  des  Lsaak  AnC'L-CvHAiit  B. 
Samuef.  (1498j  in  Paris  (^1033,  1091).  (Vergl.  ÖTEiKSCHNEiDEß,  Hehr. 
Liters,  ji.  i)4C).) 

Zu  Art.  tW>:  p.  35:  Das  Ms.  4104  (Hebr.)  des  Brit.  Mus.  enthält 
arabisch  aber  in  hel)räisclier  Schrift:  hitäb  tashil  el-meffisfi  (das  Buch  der 
Krleiehterung  des  Alnnigestes),  wahrscheinlich  unvollständig  (vei^l.  Stein- 
SCriNEiDEK,  ScJiriffcfi  der  Araber  In  hehr.  Hatidachr.,  Zeitschr.  d. 
deutschen  morgenl.  üesellscli.  47,  1>;'.)3,  p.  3()7);  es  ist  dies  ent- 
weder das  Werk,  dem  ich  p.  35,  Z.  5  v.  o.  den  Titel  „das  Buch  der  Aus- 
legung (Kommentar)  des  Alraagestes"  gegeben  habe,  oder  dann  das  un- 
mittelbar folgende;  in  <ler  Tbat  steht  bei  Ihn  Ab!  Usaibi'a  I,  21)^  bei  beiden 
Werken  das  Wort  tushil  (Erleichterung),  das  ich  etwas  freier  mit  „Er- 
Uärung''  bezw.  Auslegung''  übersetzt  habe.  —  p.  35  oben  und  p.  3(>  unten 
ist  statt  „Über  die  Reclmung  nach  den  Neumonden''  zu  lesen  „Über  die 
Berechnung  des  Erscheinens  der  Neumonde".  ( XAhi.iNo.)  —  p.  35,  Note  b): 
Das  Pariser  Ms.  2457,  13*^  handelt  nach  Nallino  nicht  über  die  Trepi- 
dation  der  Fixsterne,  sondern  über  die  Ungleichheiten  der  Bewegung  der 
Sonne,  von  den  Alten  mittelst  exzentri.schem  Kreis  und  Epicykel  erklärt. 
Über  die  Trepidation  handelt  ein  Brief  Tabit.s  an  Ishaq  b.  Honein,  der 
durch  Ibn  JOnis  uns  erhalten  geblieben  ist  (vergl.  Caussin,  Notices  et 
extr.  VII,  p.  114 — IIS).  Sehr  wahrscheinlich  handelte  darüber  auch  die 
arabisch  nicht  mehr  vorhandene  Schrift  „über  die  Bewegung  der  Himmels- 
sphäre" (p.  35,  Z.  10  V.  o.),  die  aber  wahrscheinlich  noch  in  lateinischer 
Üljersetzung  existiert  unter  dem  Titel:  de  motu  oeUivne  sjdiaerae,  in  Paris 
(7195,  14",  und  16211)^),  im  Vaticsm  (4275  und  4083,  in  verschiedener 
Übersetzung  (Nallino)),  oder  de  motu  accessionis  et  recessionis,  in  Paris 


1)  Vergl.  DiiisAiiHHKy  Hüiaireäe  i'u^trotmni^  du  moytn  ägi  i^i'am  Ibli*;,  p.  73 — 75. 
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(9835),  in  Floreiiz  (St  Maroo,  Amar.  4,  Nr.  27;  bei  Mowtfaucon, 
p.  428),  in  Oxford  (GM.  Mss.  Angl  I  Nr.  6567);  gednickt  maä»  dieselbe 
hinter  Sacbo  Boscos  S^phaera  und  Öbrards  Theonea  planetarum,  in 
Bologna  1480  nnd  Venedig  1518  (vergl.  STEiNSCHNSmEB,  in  Zeitechr. 
f Kr Mathenu  18, 1873,  p.  331 — 338).  Ferner  enriUmt  Steinsciineioer  (l  c.) 
noch  folgende  kteinieche  ObersetEungen  TAnir'echer  Schriflen:  de  qum'^ 
HiaHbus  stdUurtm,  Parie  (7215,  6<>);  de  proparHonUm,  Oxford  (Gai  Hsb. 
Angl  I.  Nr.  6567),  es  ist  dies  rielleicht  seine  Abhandlung  über  das  zu- 
sanuneugesetiBie  Verhältnis;  de  piojnidaübits  quarundam  steUarumf  Paris 
(7337,  22");  de  reeta  iinnymaHone'^)  sphaerae  eodesHs,  Paris  (7195,  12®), 
Oxford  (Gat.  Mss.  AngL  L  Nr.  6567).  —  p.  36:  „Über  die  befirenndeten 
Zahlen''  befindet  sich  auch  in  Konstant  (4830,  4®);  diese  Schrift  wurde 
Ton  WoEPCKB  im  Jonrn.  asiat  20,,  1852,  eingehend  besprochen.  — 
p.  87:  Die  Lesart  qarasßn  ist  die  richtige,  nicht  fa/rasiün,  vom  grieeh. 
XUQiötCav  (vergl.  anch  DozY,  Suppl.  aux  didioim.  arabeSf  t  U,  p.  327). 
(Nallino.)  —  Seine  Abhandlimg  ttber  „die  Transrersalenfigor^  wurde  tgr 
Kalokymos  b.  Ealontmos  (1813)  ins  HebrSische  fibersetst^  und  befindet 
sidi  in  Oxford  (BodL  Hunt  96  »  Neue.  2008).  (VergL  Steinschneider, 
Hdfr.  Übers,  p.  588—90.) 

Zu  Art  77:  p.  41:  „Über  die  Rechnung  d-talä^  auf  dem  Wege  der 
Algebra'';  hierzu  vergL  man:  Zu  Art  204.  —  „Über  den  Gebrauch  des 
Himmel^obus^  befindet  sich  auch  in  spanischer  Übersetzung  in  den 
Libros  dd  saher  de  astnmomia,  VoL  I,  p.  153 — 208:  labro  de  la  fay^on 
ddtespera  et  de  sus  f  Ujuras  et  de  sus  kudmts  di  Costa  d  sdbio  (Naluko); 
ebenso  in  hebrüscher  des  Jakob  b.  AIachir  in  München  (Gat  t.  Stein- 
schneideb  246,  249,  261),  Paris  (1030,  1031,  1053,  1065),  Oxford  (Bodl 
Mich.  835),  Brit  Mus.  (Alm.  213),  etc.,  nach  Steinschneider,  Hd)r, 
Übers,  p.  552.  In  lateinischer  Übersetzung  existiert  sie  auTser  in  Oxford 
noch  in  Wien  (5273,  7**).  (Gubtze).  —  Seine  Übersetzung  der  SphSrik  des 
Theodosiüs  ist  such  noch  arabisch  in  hebr&ischer  Schrift  in  Paris 
(Hebr.  1101)  yorhanden  (vergl.  Steinschneidbb,  Zeitschr.  d.  deutschen 
morgeuL  Gesellsch.  47,  1893,  p.  307);  diejenige  von  Hebons  Mechanik 
(fiber  das  Heben  der  Lasten)  befindet  sich  anch  im  Brit.  Mus.  (Add.  23394) 
und  in  Konstant  (2755);  sie  wurde  aoDser  von  Gabba  de  Vaux  noch  heraus- 
gegeben von  L.  Nix:  Hebonis  Alexandrmi  opera  quae  supersunt  ommoy  VoL 
n,  Pasc  I  (Leipzig  UHK)j. 

Zu  Art  78:  p.  43,  Z.  1  u.  4  o.:  Statt  Nr.  2  ist  zu  lesen  Nr.  3  und 
umgekehrt    Die  Übersetzung  des  Kommentan  zum  Centiloquium  des 


1)  DiLAioBs  (1.  c  p.  75)  hat  magnüudine  statt  imagimUem. 

11« 
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FroLBMius  habe  ich  nach  SrBiKSCiiinsroBR  dem  Plato  von  Tivoli  so- 
gewiesen  (i.  p.  48,  Note  c),  ob^^eieli,  wie  mioih  Nallino  danmf  aufineric- 
iam  macht,  Bonoompaomi  in  seiner  Schrift  DdU  versiam  faUe  da  Pmmmm 
TtamriHo  etc.''  (Atti  dell*  accad.  ponti£  de'  Nnovi  Lincei  1852  und 
Estratto,  Borna  1851)  dieee  ÜbenetKiiog  Platos  nicht  kemit;  es  ist 
dies  freflich  kein  zwingender  Beweis  gogen  die  Ansicht  SiBDrscHMBiDEBS, 
welcher  ans  der  Jahresangabe  (5S0  d.  H.)  auf  Plato  schliabt,  da  er 
nirgends  in  den  ÜbersetEungen  des  JoH.  Hispalbnsis  eine  Jahresangabe 
in  mnhammedanischer  Zeitrechnung  gefanden  habe. 

Zn  Art  81:  Von  Abü  EAiol  So61*  b.  Aslah  befinden  sich  wahr- 
scheinlich noch  drei  Abhandinngen  in  latein.  Übersetzong  in  Paris  (7377  A.): 
die  erste  beginnt  foL  93  nnd  ist  ein  Brochstflck  seiner  Algebra;  dann 
folgt  snb  Nr.  5:  Sduifmim  de  ntensuraHom  pmtagom  et  deoagmi,  mit  dem 
An&ng:  dvtU  Abu  Camd  Saagia  fil,  Ibrahim  (!)  aggregaior  isims  libri; 
endlich  snb  Nr.  6:  Anonymi  traäaius  de  artämeHea;  es  sind  dieees  seine 
in  Leiden  (1003)  arabisdi  vorhandenen  „nnbestimmten  Ani^ben''.  Alle 
drei  Abhandinngen  eodstieren  in  hebräischer  Überselnmg  von  Mobdbgrai 
Fdizi  (nm  1473),  in  Mfinchen  (225)  und  Paris  (1029).  (YergL  8tbik- 
sCHMBEDBRy  BäfT,  Übers,  p.  584—88.) 

Zn  Art  88:  Der  Kommentar  des  Anaritius  (BL-NAmtzl)  %a  den 
Elementen  des  Edklidbs  in  der  Übersetsung  des  Gbbabd  von  Cuekova 
befindet  sich  wahrscheinlich  auch  in  einer  spanischen  Bibliothek,  nSmlich 
in  deijenigen  des  Bischofis  GovzALO  Palomequb  in  Gnenca  (vergL 
R.  Beer,  ffandschriftenschäke  Spaniens,  Wien  1894,  p.  147). 

Zu  Art.  89:  Nach  Nallino  ist  die  Angabe  des  Fihrisi  richtig,  dals 
bl-BattAn1  auf  der  Feste  Gi^f  (JAqöt  liest  Ga9$)  bei  Sarr-fnan-m'a  (oder 
nach  JAqüt  besser  Surra-man-rd'a)  und  nicht  auf  der  Feste  Hadr,  wie 
Ibn  Challikän  berichtet,  gestorben  sei.  —  Nach  demselben  Gelehrten  hat 
das  Ms.  des  Escurial  der  Astronomie  des  BattänI  244,  nicht  229  Blatter; 
ebenso  hält  er  die  Angabe,  dafs  dieses  Werk  in  zwei  Ausgaben  erschienen 
sei,  für  unrichtig;  es  wäre  also  das  Jahr  299  für  die  örter  der  Fixsterne 
an  korrigieren  in  207  (■^^O/Sl)^  und  meine  Anmerkung  20"  fiele  dahin. 
Derselbe  hält  auch  die  Abhandlungen  CeMoguhwi,  de  horis  jpianetarttm, 
de  ort»  irijdiciüUum ,  die  eim  in  Bethen  zugeschrieben  werden,  nicht  für 
solche  el-Battänis,  jedenfalls  hüben  sie  nichts  mit  dem  Boche  „fiber  die 
Kenntnis  der  Aufgänge  der  Häuser"  zu  tbun. 

Zu  Art.  96:  Ich  glaube,  dafs  für  diesen  Arzt  und  Geometer  der  rich- 
tige Name  el-MAwardi  sei:  der  Philosoph  Abü  JaiijA  el-Merwaz!  hatte 
nach  MAs*i>Di  (l-itdh  d-tOMbih  weTisräf:  Biblioth.  geograph.  arab. 
P.  VUI,  p.  122)  den  Namen  iBRlHtM. 
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Zu  Art.  1*9:  Z'kj  el-fdilimn  (oder  besser  rl-pail<isd)i)\  nach  Nallino 
soll  es  sich  um  eine  kleine  Tabelle  zur  Berechnung  des  Ta<;ebogens  der 
Sonne  und  der  Aquinoktialzeiteu  liaiuleln;  der  Name  ^diUisdn  soll  von  der 
Form  der  Tafeln  (Rechteck  mit  Dia<^onale)  hemiliren,  jedes  der  dadurch 
entstehenden  Dreiecke  heifst  taihisän.  —  In  Leiden  (1107)  befindet  sich 
ein  astrolog.  Werk,  betitelt:  Das  Buch  der  Gesamtheit  der  Urteile  aus 
den  beiden  Finsternissen  und  der  Konjunktion  der  beiden  Planeten  Saturn 
und  Jupiter  etc.,  gesammelt  und  vertalHt  von  AiuVl-Qasim  b.  Mägük  aus 
den  Schriften  Ihn  K.ahiks  (V),  el-Kindis,  Ihn  f  Aid)  el-ChasIbs,  Saiil  n. 
BiSHS  nnd  ÜKKMKs':  darin  wird  alh  rdings  eine  Konjunktion  luis  dem  Jahre 
tiUli  d.  Ii.  erwähnt,  was  entweder  ein  Fehler  ist,  oder  das  Werk  ist  nicht 
Yon  Ihn  Amaöür. 

Zu  Art.  llß:  Jühanna  b.  Hailän,  der  Lehrer  el-FäräbIs  in  Philo- 
sophie, wird  von  MA.s'rDi  im  kitdh  cl-tanhih  ue'l-ib'df\  l.  c,  p.  122  erwähnt, 
und  sein  Tod  in  die  Regierungszeit  des  Chalifen  el-Moqtadik  (21*;")  bis 
320,  908— !K32;  gesetzt.  ~  El-FAräbis  „Kommentar  zu  den  Schwierig- 
keiten der  Einleitungen  des  1.  und  5.  Buches  des  Euklides"  ist  noch  in 
hebräischer  Übersetzung  wahrscheinlich  von  Moses  b.  Tibbox  vorhanden 
in  München  (Cat.  v.  Steu^schneidee  36  und  290),  nach  Steinsciineideic, 
jHi*r.  übers,  p.  509. 

Zu  Art.  119:  „Über  die  Tagewählerei'^  eziatiert  in  lateinischer  Über- 
setzung {de  electionihus)  von  demselben  Übersetzer  (Abraham  Savasorda) 
auch  in  Paris  (16  208),  aber  mit  dem  Übersetzungsjahr  llSd.  (Nallino.) 

Zu  Art  124:  „Über  die  Neigung  (Schiefe)  der  partielleu  Neigungen^' 
icommt  TSjtbl  KALUHOy  wie  ftbrigens  audh  vaXf  uilflflr  T<nr,  der  errtere 
■cbllgt  Tor  xa  lern:  ß  maü  d^ßu  (über  die  Neigung  der  Teilej^  d.  h.  der 
einae^eii  Gnde  des  Zodiaeas). 

Zu  Art  182:  BL-QABt$!s  Einleitung  (ituidcJud)  befindet  sioh  auch 
arabisch  in  hebriUscher  Schrift  in  Oxford  (Hebr.  1, 453),  nach  Stbinschkbiobb 
(Zeitschr.  d.  deutschen  morgenL  Gesellsch.  47,  1803,  p.  351);  die 
erste  lateinisehe  Ausgabe  erschien  nicht  in  Venedig  1485,  sondern  in 
Bologna  1473,  darauf  folgen  diejenigen  Ton  Venedig  ans  den  Jahren  1481 
JL  82,  dann  erst  diejenige  ans  dem  Jahre  1486  (veigL  Hoüzbau,  BSiUogr. 
de  Vaskm.  I,  p.  705).  —  Die  Abhandlung  „über  die  Konjunktionen  der 
Planeten^  von  der  ich  nnr  eine  franaSsisehe  Übersetsnng  angegeben  habe^ 
ist  Ton  JoH.  HiSPALBNSis  ins  Lateinische  flberselEt  worden,  nnd  ist  im 
Dmok  herausgegeben,  in  Venedig  1486,  1511  n.  1521,  als  Anhang  su 
seinem  Uber  iiiintduektrius  oder  ysagogieus  nnter  dem  Titel:  TracUUus 
notabilia  Alchabitu  de  Cfn^uneHombus  pUmetanm  in  duodeeim  sigms  et 
earum  pronosÜcis  m  revdktHomlma  annorum.  —  Nach  seinen  eigenen  An- 
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gaben  im  Uber  intmhict.  verfaßte  BL-QABi^i  auch  ein  Buch  über  die 
numüddrät  (Horoskope),  und  ein  anderes  in  confhinaiione  niagisterii  iudi- 
donm  astronm  et  m  destmctione  qyistokie  HaissebenhaU  (^Lasan  b.  *ALi?) 

m  annulationc  nns  ex  ratiocinatione.  (NäLLINO.) 

Zu  Art.  188  u.  Anmerkg.  30:  „Das  Bach  dar  Fixstenie"  befindet  sich 
auch  in  St.  Petersb.  luBt  A.  (Nr.  1H5),  in  einem  vorzüglichen  Ms.,  das 
von  SCHJELLERUP  bei  seiner  Ausgabe  nicht  benützt  wonlen  ist.  (Nallino.) 
—  Die  „Abhandlung  über  das  Astrolabium  und  seinen  Gebrauch'^  ist  auch 
in  Si  Petersb.  Inst.  A.  (Nr.  190,  4")  vorhanden.  (Nallixo.)  —  Die 
jyAi^fftxa  über  die  Fixsterne"  ist  nicht  von  'Abderrahmän  EL-SCri,  son- 
don  Ton  seinem  Sohne  Abü  'AU  b.  ABfL-HosEix  (^H.vs.vn)  el  SCfI, 
worauf  ich  aueh  in  Anmerkung  30  hingedeutet  habe;  der  Anfang  des 
fJedichtes  nach  der  Anrufung  Gottes  heifat:  „Dies  sind  die  Wort»-  Auf* 
*ALis,  des  Spröfslings  (imjl)  AbC'l-Hasans  EL-8ÜFi,"  und  der  letzte  V'ei-s 
beginnt:  „es  erwähnt  sie  (die  Sterne)  mein  Vater  in  seinen  Büchern." 
Ein  Exeni]ilar  dieser  Artjnza  existiert  auch  in  Bologna  (Hosen,  Ias  mamtsc. 
orind.  de  la  coUedion  3Iarsi(jU  d  BtAofpw;  iioma|  Acoad.  dei  Lincei, 
Memorie  M,,  1.S84,  Nr.  422).  (Nallixo.) 

Zu  Art.  14s :  Über  Muii.  ii.  Lukka  tinde  ich  nachträglich  eine  St»41e 
im  hitdb  rl-aldq  vl-nafhc  vim  Ihn  KnsTEii  (Biblioth.  geograph.  arab. 
P.  VII,  p.  wo  es  im  Art.  ..die  Stadt  Ispahän"  heifst:  ,,Mlii.  h.  Ihk.mhm, 

bekannt  unter  dem  Namen  Mm.  h.  Li  i»i>a  uil.  Lukka)  kl  Ispaii Am",  der 
Geoun'b'r,  hat  sif  ausgemesseii ,  »t  suiit":  i  folgen  die  Angaben  über  ihre 
Gröfse,  Zabl  und  Namen  der  Thore  etc.  i  Da  lux  Rosteh  sein  Werk 
e.  2J)0  I  l)on  I  gesehrielien  hat,  so  muls  Muli.  B.  LuDDA  vor  oder  um  diese 
Zeit  gelebt  und  gfsi-brielicn  haben. 

Zu  Art  !")():  Dunli  die  Worte  HA<^i  Chalfas:  ,,dixit  duos  se  vi- 
disse  ete."  itjt  keineswegs  ])estinimt,  dafs  'OtAkid  nach  el-Battäxi  ge- 
lebt halte;  denn  FLi'(;KL  übersetzt  unrichtig;  vstatt  „prior — posterior**  sollte 
es  heiJseu:  „alter-- tiiter"  (^arab.  rl-idiad — d-ikliar).  (Nallino.) 

Zu  Art.  1<>7,  ]).  72  u.  Note  bj:  Nallino  hält  die  Tafeln  d-sämd  in 
Floreuz  (^l'al.  28!))  nicht  für  diejenigt  n  des  AlU'"L-^VEFA,  sondern  nur  für 
eine  Umarbeitung  (oder  Neuausgabi' i  derselben  durch  einen  .Anonymus; 
dieselben  befinden  sieh  auch  in  Paris  (252S  u.  29)  und  im  Brit.  Mus. 
(395,  3"),  (vergl.  Sutek,  dir  M«fh<  m.  u.  Asiron.  etc.,  p.  227:  Zu  Art.  3*54). 
Die  Vorrede  zu  denselben  beginnt  nach  dem  Pariser  Ms.  202?^  nacl»  Aw 
Anj-ufung  (iottes  mit  den  Worten:  „Ich  habe  iliese  Tafeln  /.i isain niengesteUt 
nacli  den  mittlem  Kesultaten,  die  von  Auü'l-W  uinl  seineu  Genossen 
durch  wiederludte  Heobachtungeu  nnd  Prüfungen  der  frühern  Mämüuischen 
Beobachtungen  sichergestellt  worden  sind."  Der  V  erfasser  fuhrt  dann  die 


Digidzca  by  Cjcjo^Ic 


SU  „Die  MafhematilEer  und  Askronomeii  der  Aiaber  und  ihn  Werke**.  107 


*Äla  ischen  Tafeln  au  (vergl.  auch  Uaö!  Gualfa  III,  567),  oliuo  ihran 
Verfasser  zu  nennen,  und  behauptet,  diese  seien  ein  Plagiat,  iudem  sie 
einfach  die  mittlem  .üesultate  Abü'l-WbfIs  wiedergeben,  während  der 
Yerfiuger  erkläre,  sie  spi'oq  nach  seinen  eigenen  Beobachtungen  mit  von 
ihm  selbst  erfundenen  Instrumenten  aufgestellt  worden.  Er  habp  nun  die 
Tafeln  Aur'h-WEFAs  aufgefunden,  die  seine  mittlem  Resultate  enthalten, 
und  diese  habe  er  nun  hier  veröflentUcht,  nachdem  er  sie  vorher  noch 
durch  Beobachtungen  von  Konjunktionen  etc.  geprüft  hatte.  —  Es  wäre 
ininierhin  möglich,  dal's  der  Vorfasser  dieser  Neuausgabe  der  Tafeln  des 
Abi"''l-Wkfä  Ahr  kd-din  hl-Ahauri  wäre  (vergl.  Art.  304  u.  p.  221:  Zu 
Art.  304):  dann  könnte  aber  der  Verfasser  der  'Alä'ischen  Tafeln  nicht 
wohl  Mu'.ni)  Ki)-i)iN  KL  'Onni  (s.  Art.  noch  weniger  Nizam  i:i--A'i{ag 

(s.  Art.  H'Jö )  sein,  weiciic  beide  von  ll  v(;i  ('ii.\i,fa  (1.  c.)  als  Verfasser  so 
benannter  Tafeln  erwähnt  werden;  er  nennt  aul'ser  diesen  beiden  auch  noch 
Kl.-Biurxi  (sehr  nnwalir.scheinlichl >  und  einen  'AlA  kd-din  EL-Nis.\iu''ld, 
üi»er  den  ich  keine  weiteren  Angaben  gefunden  babe;  vielleicht  sollte  es 
bei  CHALFA  statt  Mu'.lID  KD  ihn  KL-'OUDi  heifsen  Mu'.flD  KD-Di.\  KL- 

AIi'HANDIS  (8.  Art.  319),  der  astronomische  Tafeln  verfafst  hat;  eine  weitere 
Vernuitnug  wäre  auch  'AkA  kl  KikmAni  (s.  Art.  20;")),  und  eine  dritte,  und 
vielleicht  <lie  wahrscheinlichste,  lux  kl-SAtih,  der  auch  den  p]lirtiin;iiMeii 
*AliÄ  KD-Dix  hatte,  was  ich  im  Art.  41(!  zu  erwähnen  vergessen  hahe;  in 
diesem  Falle  könnte  dann  allerdings  Aiiu  KJ>-DiN  Kr.-AHAURi  nicht  der 
Verfasser  der  Neubearbeitung  der  Tatein  AHr'i/AVKFA.s  sein.  Zum  Schlüsse 
ist  noch  zu  bemerken,  dafs  die  '^AhVischen  Tafeln  nicht  notwendig  von 
einem  'Al>A  KD  dIx  vcrfafst  sein  müssen,  sie  könnten  auch  t  li  t  einen 
solchen  geschrieben  sein  und  daher  ihren  Namen  haben.  —  In  i'aris  (2030) 
befindet  sich  dann  noch  ein  Kommentar  zu  diesem  zirj  cl-sdniil.  betitelt 
el-hdmil  fi  iurli  <'l-z''<j  il-säniil  (das  Vollständige,  über  den  Kommentar  zu 
den  Tafeln  d-sümil)  veiiaist  i.  J.  ><22  ^,1419;  von  Öiüi  liASAN  B.  ÖiDi 

*ALi  EL-QC.MNÄTf  (?). 

Zn  Art.  174:  Die  „Einleitung  in  die  Astrologie"  betindet  sich  auch 
in  Öt.  Petersb.  Inst.  A.  (Nr.  I  MI).) 

Zu  Art.  17<>:  EL-MA('}Hi'n.s  Bearbeitung  des  rinnisphäriiims  des 
Ptolemäils  betindet  sich  auch  in  hebräischer  Übersetzimg  in  Oxford 
(Bodl.  2h><'I)  und  im  Brit.  Mus.  (Alm.  '.Ui,  II.)  Seine  Abhandlung  über 
das  AsfrohihiuHi  soll  nicht  von  HiTnOLF  v.  Bui  (;(iE  übersetzt  worden  sein, 
sondern  von  .Inn.  HisPALKNsis;  diese  Uliersetzung  betindet  sich  auch  in 
der  Amplon.  Sammlung  i  Qn.  3()3,  13"  i  und  in  Paris  (7292,  14**).  (Cüutzk.) 
^Vergl.  Stein.sciinkideh,  ilrlo-.  l'ht  rs.,  p.  r)34  u.  oS2.) 

Zu  Art.  17'S:  Ich  habe  p.  TS  bemerkt,  dafs  Cau.ssin  im  VII.  Bd.  der 
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Notiies  et  extr.  j).  !(> — 240  einige  Kapitel  uus  dem  Leydener  Ms.  der 
hrikiniitiseheii  Tafeln  veröfFentliclit  hat;  ich  lial)e  vergessen  hinzu/.ufügon, 
dal's  Dklamhkk  in  seiner  Ilistoirr  ilt  idsiron.  da  }Hvi/cit  thje  (Paris  1819), 
p.  125 — If)!)  einige  weitere  Kapitel  (im  Auszug)  aus  dem  rarifier  Ms. 24%,  1^ 
in  der  Ubersetzimg  Sedillots  wiedergegeben  hat. 

Zu  Art.  1^2:  El-UamAdi  kommt  nicht  von  der  Stadt  Ramäda  (rich- 
tiger iiammuda),  sondern  von  dem  arabischen  Worte  rii»/tU(  (=  Asche); 
JrSüF  B.  HäuiIn  EL-KiNDi  soll  nämlich  nach  Ibn  Ba.skuwäl  (Biblioth. 
arab.-hisp.  II,  p.  014,  Nr.  ISTTi)  ursprünglich  den  Beinamen  Abt  (JknIS 
(=  Vater  der  Asche,  von  dem  spanischen  „ceniza"  =  Asche)  geha))t  hal)eu, 
der  daim  später  durch  das  rein  arabische  EL-liAMÄüi  ersetzt  wordeu  ist 
^^Nallino.j 

Zu  Art.  li-iH:  Die  Abhandlung  „über  die  Auffindung  rechtwinkliger 
Ureiecke  mit  rationalen  Seiten''  befindet  sich  in  Paris  (2457,  20°  und  49'*). 
Als  weitere  Abhandlung  Mun.  B.  el-Hoskins  ist  anzuführen:  „Über  die 
AufHiiduug  zweier  mittlerer  Proportionalen  zwischen  zwei  Ueraden  auf  dem 
Woge  der  festen  Geometrie",  in  Paris  12407,  47*');  diese  Abhumlluiig  hat 
Cakua  de  Val'X  in  verkürzter  Fonu  in  französischer  Ubersetzung  ver- 
üiieutlicht  in  der  Biblioth.  Mathem.  12,  1898,  p.  3—4. 

Zu  Art.  187:  Die  Arbeit  des  Abü  Sa'd  el-'Alä  b.  Sahl,  die  sich 
in  Petersb.  Inst.  A.  (192,  12'^i^)  betiudet,  handelt  über  den  (»rad  der 
Durchsichtigkeit  (wörtlich  Heinheit)  des  Himmcl.s<jjew()ll)es  (E.  \Viki>e.mann 
ültersetzt  <i-fiihik  mit  Äther),  und  ist  einn-  Al)handlnug  (Kommentar) 
dieses  Autors  ül)er  «lie  Optik  des  PtoLEM.u.s  LMitnomnien. 

Zu  Art.  192:  „Abhandlung  über  die  Rechenkuust".  Das  hebr.  Ms. 
dieser  Schrift  KCS,tArs  befindet  sieh  in  der  Bodl.  Bibl.  zu  Oxford 
(Oppenh.  272  A.  Qu.  =  Neub.  302,  3»)  unter  dem  Titel:  'JjjxXn  Jia-'iqqor 
rim  =  „Betrachtung  der  Grundlehren  (der  Rechnung  der  Intlier)",  (vergL 
Steinschneider,  Ilitbr.  Übers,  p.  565—66  und  in  den  AbhandL  znr 
Gesch.  d.  Mathem.  3,  1880,  p.  109).  Der  Übersetzer  und  Kommentator 
heisst  SciiALOM  b.  Josef.  —  Ideler  (Handbuch  der  mathem.  u.  tectm. 
Chronologie,  T.  II,  p.  547  u.  624ff.)  giebt  einige  Stellen  aus  dem  1.  Bach 
der  „Tafelnf'  K^ftlABS  in  arabischem  Text  and  Übersetzung. 

Zu  Art  194:  In  den  lohn»  M  saher,  Vol.  III,  p.  241—271  befindet 
sieb  euie  Sdbnft  yon  Ibn  el-Sau^,  betitelt:  De  cuemo  paede  dl  ome  faeer 
um  Umina  a  eada  planeta  segund  qm  lo  mostro  d  sabio  Abtdcacm  Ah- 


1)  So  ist  in  Note  c>  statt  „192  Nr  132"  zu  lesen,  was  ich  ans  dem  Artikel 
£.  WiEOEMAMNu  iu  (Icr  Zeitduhr.  d.  Deutschen  Morgenl.  (iesellsch.  Bd. 
1884,  p.  146  entnommen  habe. 
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nofohm  (ABCt-Qisni  Ibn  bl-Sam^.)  Die  Apogeen  der  Planeten  sind 
darin  für  das  Jabr  416  (1025/26)  baraohnei  QSaujjso.)  Diese  Abband- 
Inng  ist  wabrsobeinlidi  semsn  artranonusehen  Tsfebi  entnommen. 

Zn  Art.  196,  p.  86  u.  225:  YieOflicbt  ist  hm  BL-SArvJUts  j^ompendinm 
astronomiseber  Tafehi"  nocb  Yorbandeu  aiabiscb  in  bebriUscber  Scbrift  in 
Paris  (Hebr.  1102).  (Yergl.  STBrasCHKBiDEB  in  Zeitsebr.  d.  dentscben 
morgenl.  Gesell scb.  47,  1893,  p.  363).  —  Sein  Bncb  |,«ber  den  Ge- 
braueb  des  Astrolabiums^  befindet  sieb  aneb  im  Escorial  (959);  in  bebr. 
Übersetzung  des  Jakob  b.  Machir  existiert  es  in  Oxford  (BodL  ÜRi  440, 
Micb.  49,  Reg.  46),  Mflnchen  (246,  249,  256,  261,  289,  388),  Paris  (1030, 
1045,  1052,  1065,  1095),  Yatican  (379,  384)  ete.  (Ver^  Stbinbcbmbidbb, 
Bßbr.  Übers,  p.  580—84.) 

Zn  Art  198,  p.  89:  Zu  den  Schriften  Ihn  StNAs  „über  die  scheinbaren 
Entfernungen  der  HinimelNkörper^,  Oxford  (980, 8^),  nnd^flbw  die  Bewegung 
der  Himmelskörper,"  Jlscurial  (700, 10**)  kommt  nocb  hinzu:  „über  das 
Wesen  (yauhar)  der  Himmelskörper^',  in  Konstant.  (4840,  IT)"  u.  4853,  15"). 
—  Zu  der  Abhandlung  „Uber  die  Abschaffung  (odw  Nichtigkeit)  der 
Sterndeuterei",  vergl.  auch  Meiiken,  Vttes  (fAvicEssK  mr  Tastrolwjic  (Le 
Mns^on  3,  Louvain  1884,  p.  383-~403);  ibid.  1,  p.  391—396  befindet 
sieb  auch  eine  Biographie  Avicennas.  (Nallino.) 

Zu  Art  204,  p.  93  \\.  04:  In  St  Petersb.  Inst  A.  befinden  sich  folgende 
der  hier  genannten  Abhandlungen  Ibn  elHaitams:  Über  den  Zirkel  der 
grolsen  Kreise  (102, 11");  über  das  Bild  der  Finsternisse  (102, 2®);  ausführliche 
Abhandlung  über  die  Mondliguren  fl02,  3");  über  die  Parallaxe  des  Mondes 
(102,  10»);  über  die  Auffindung  der  Qible  (102,  0*');  über  die  Bewegung 
des  Mondes  (192,  6®);  über  eine  geometrische  Aufgabe  (192,  8**);  aofserdem 
noch:  Über  die  Lösung  der  Schwierigkeiten  der  Bewegung  (besser  „Ver- 
änderung«) der  Schiefe  der  Ekliptik  {el-ütifdfY)  (102,  Pj;  über  die  Aus- 
messnxig  der  Kugel  (192,  4°);  über  die  Teilung  der  beiden  verschiedenen 
(ungleichen)  Gröfsen,  die  im  1.  Satze  des  10.  Buches  des  EüKLiDES  er- 
wähnt werden  (192,5");  über  die  Aufgaben  el-taläqi^)  (192,7»).  —  Zur 
Abhandlung  „über  die  änlsere  Erschdnnng  des  Weltgelmudes''  ist  zn  ver- 
gleichen: Steinschneider,  NitHce  8w  vn  w/vrage  astronomique  inedit  (Vilm 
Jlailham  (Bullett.  di  bibliogr.  d  sc.  matem.  14,  1881,  p.  721  ff.  und 
16,  1883,  p.  506-~513),  ebenso  Mehr,  Übers,  p.  560.  —  Znr  Abhandlung 

1)  WoKPCKK,  L'cUgibre  d'OttAR  AucHArrÄut^  p.  7ö,  übersetzt:  ,^dmoire  sur  la 
aolatioB  dsi  dontes  sv  le  auMrrooieiit  complexe^S 

t)  WOrtUch  „des  ZnniBmentreffiDng**;  Wovon  (1.  c.  p.  76)  fibenefart:  KAiioire 
rar  les  problöines  d'intcrseciion ;  vergl  aach  Art.  77  (Qokta  b.  Li;^);  es  wire  wn 
wflnKben,  dab  dieie  Abhandlmig  «inmal  genaaer  untersucht  wflrde. 
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„über  eine  arithmetische  Aufgabe"  vergl.  £.  Wiedemann  in  deu  Sitsungfl- 
berichten  d.  phys.  Soc.  in  Erlangen,  24,  1892,  p.  83.  —  Sein 
Kommentar  -am  <h^n  Postulaten  (allgemeiner:  Einleitungen  zu  den  Ter- 
flchiedenen  BüchtMu  )  dos  Eukudes"  ist  noch  in  hebräischer  Übersetzung, 
wahrscheinlich  des  Moses  u.  Tibbon,  vorhanden  in  München  (Cat.  Stein- 
schneider 3t)  u.  290),  nach  Steinschneider,  llebr.  Übers,  p.  609.  —  p.  9ö: 
Die  dem  Ihn  el-Haitam  nach  dem  Ms.  613,  12^  von  Algier  und  nach 
HaöI  Chalf a  IV,  540  zugeschriebene  Qnsfde  ist  nicht  von  ihm,  8ond«>m, 
wie  das  Berliner  Ms.  Ö745  aiigiebt,  von  EL-IlÄ.siMf,  denn  diesen  neimt  als 
Verfasser  ausdrücklich  der  mufid  rl -  niohtug  des  Sa^NÜM  EL-WAM;&AEiSi, 
Kairo  l.'U4  (1X00/97),  p.  3().  (Nallino.) 

Zu  Art.  213:  Nachdem  ich  den  Ali.  AnC  'Abdallah  Muh.  b.  Mu'ads 
in  Ste]ns(  iiNKinKRs  Hehr.  Ubers,  gelesen  habe,  halt«»  ich  nicht  mehr  an 
der  Identität  dieses  Autors  mit  dein  von  mir  in  Art.  213  behandelten 
Aar  'Abdallah  Mrii.  n.  .Ii  si  f  n.  Aiijifd  b.  Mo*ad  fest;  jener,  der  also 
wolil  ans  Jjien  stammte,  und  deshalb  den  Heinamen  EL-(fAUANi  trug,  wird 
also  der  \'erfasser  des  noch  in  Algier  (l  l-ll),  .3"*  befindlichen  Kommentars 
zum  r>.  Bucht'  <h^s  EuKi>HiKs  und  der  Schritt  .,ül)er  <lie  Auffindung  der 
Oberfläche  der  Kugelsecrinente"  sein,  die  noch  im  Escurial  (9r>r)i  vorhandeu 
ist.  Wiilirsrheinlieli  ist  er  aueli  der  Verfasser  der  Tafeln  „.Taben",  doch 
steht  dies  noch  iiit  lit  ganz  lest,  immerhin  ist  nieiiu»  Anmerknng  44.  j).  214 
dahin  zu  berichtigen.  Es  existieren  von  ihm  auch  zwei  .Vhhaudluugen  in 
hebr.  Tbersetzung  von  Sa.mckl  h.  Jehuda  aus  Marseiile,  die  eine  handelt 
ül»er  die  totale  Sonnenfinsternis  des  h'tzten  Tages  d.  .1.  471  (3.  .Tuli  lOT'.h, 
die  andere  über  die  Morgfiiriitlie;  hciih'  befinden  sich  in  Paris  ^lü3ti). 
(V'ergl.  Stkinschnkidkh,  Hd/r.  11»  rs.  j>.  .'>74    75.  i 

Zu  Ali.  21S:  Die  „Chronologie  orifutaliselu  r  V'fUker*''  v(»n  EL-BlRFNl  be- 
findet sieh  auch  in  Konstant,  i  29  17 ).  —  Der  ..Mes'iidisciie  Kanon"  ist  auch 
im  Hrit.  Mus.  (Su])|>l.  vorhiüiden.   iXam.ino.)  —  Leider  li«g  mir  ln'i  Be- 

handlung dieses  Artikels  die  Textausgahe  von  KL-BiuONis  Chronologie  duich 
E.  S  vciiAr  nicht  vor.  sondern  nur  die  englische  l'herset/ung;  Hr.  Nallino 
machte  mich  darauf  aufmerksam,  dafs  in  d»M-  Kinleitung  zu  jener  i  p.  XXX  VIll 
— XLVIll)  sieh  das  von  v.L  HiKTNi  seihst  verfafste  \'er/.eichnis  seiner  l»is 
zum  Ende  (h's  Ii.'».  Lehensjahres  1,427,  l()3<>j  gesehriehenen  Werke  ))efintlet 
(arab.  noch  voihanden  in  Leiden,  >^S9,  am  Schlüsse  seines  \'erzeichnisses 
der  Schriften  des  Mlii.  h.  Zakak'I.iä  EL-KAzii.  P]l  HiurNi  führt  hi«'r 
aufser  den  in  meinem  .\rtikel  geniinnten  15  Schriften,  von  welchen  aller- 
dings zwei  nicht  im  Verzeichnis  stellen,  also  wohl  nach  seinem  0.").  Lehens- 
jahre verfafst  wurden  sind  i  ..das  Buch  der  Zeugeuschaft  ülier  die  Nicht- 
übereiustimmuiig  iler  astrouom.  Boubuciituugeu"  und  „Auszug  aus  dem 
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Almageflt^),  noch  ca.  100  Abhandlimgeii  an,  die  er  bis  su  der  genamiten 
Zeit  Ter&lBt  liat;  diese  alle  hier  asn  nennen  wäre  unnütz,  idb  führe  nur 
diejenigen  an,  deren  Titel  mir  von  Interesse  für  die  Qes<diichte  der  mathe- 
matischen Wissenschaften  zu  sein  schienen: 

Ober  die  Fehler  der  Tafeln  dee  GhowArezmI.  Vervoilstandignng  der 
Tafeln  des  IIaha.^  und  die  Reinigimg  seiner  Sätze  (Operationen)  von  Irr- 
tünu-ru.  Ein  Buch  über  den  Sindhind,  betitelt:  die  Gesamtheit  der  Ideen 
(Methoden i^)  der  Indier  über  das  astronomische  (astrologische)  Kechnen. 
Verbessenmg  der  Tafeln  rl-urkmid^)  durch  bessere  sprachliche  Wie<ler- 
gabe,  da  die  vorhandene  Übersetzung  unverständlich  war,  indem  sie  sich 
7.U  w(">rtlic}i  an  die  Sprache  do8  Originals  anschlofs.  Ein  Buch  über  die 
beiden  vereinigten  (konzentrisclien?^  und  gleidien  Umläufe,  betitelt:  über 
die  Vorstelluntr  von  den  beiden  ij'insternissen  liei  den  ln<liern;  es  ist  dies 
eine  bekannte  Idee  bei  ihnen,  von  der  keine  ihrer  Tafeln  frei  ist,  von  der 
man  aber  bei  ims  nichts  weüs.  I{ichti<j^stellung  der  Element«  der  Astro- 
nomie des  Fak^anI,  verfalst  für  Aiu  'i. -Hasan  Musäfir.  Über  die  Be- 
stimmung der  Gröfse  der  Erde  durch  die  Beobachtong  der  Depression 
{iuhiUii)  des  Horizontes  von  den  Gipfeln  der  Berge  aus.  Notiz  über  das 
Rechnen  und  die  Zahlen  mit  den  Zahlzeichen  der  Indier  (wörtlich  „von 
Sind  und  von  Hind"\  Abhandlung  über  die  Auffindung  der  Knluk  imd 
höheren  Wurzeln.  Abhandlung  darüber,  dai's  die  Ansicht  der  Aralter  über 
die  Ordnungen  der  Zahlen  richtiger  sei  als  diejenige  der  Indier.  (Über- 
setzung dessen,  was  im  Jint/tmaskidhänta  (im  Text:  „birahamsidhunad*') 
von  Methoden  der  Rechenkunst  yorkommi  Die  (verschiedenen)  Multi- 
plikationsmethoden. Über  die  Ebenmachung  (te.^fili)  der  Bilder  ^Figuren) 
und  die  Auf'l)reitung  {i^tih)  der  Länder  (über  Kartenprojektionen?).') 
Kotiz  üIht  die  Ausmessungslehre,  lur  MusAfib  EL-Moqawwi  geschrieben. 
Über  die  Reduktion  der  Eigenschaften  der  Transversalenfigur  auf  das  Not- 
wendige (Genügende).  Abhandlung  darüber,  dafs  die  Unmöglichkeit  der 
Teilung  der  Gröfsen  bis  zur  äulsersten  Grenze  verwandt  (nahe  )  sei  der 
Sache  der  zwei  Linien,  welche  sich  nahem,  und  sich  doch  nie  trellcu  auch 
in  der  (gröfsten)  Entfernung  (d.  h.  der  Eigenschaft  der  A8}niptt>ten  der 
Hyperbel).    Die  Balchisdien  Aufgaben  (Fragen)  Über  die  Ideen  (Be- 


ij  Im  Sanskrit  — i  ahargatM      Summe  der  Tage),  nach  SaniAfn),  M^rnoin  twr 

rinde,  p.  322 

2;  Mau  vergleiche  die  beiden  angelührteu  urabiBcheu  Wörter  mit  den  Namen  der 
beiden  im  Art.  1  angefahrten  Astrolabien  il-FasIh»:  el^nmattah  und  el-inubattah^ 
wobei  fBr  Nicfat-Anbiaten  m  bemerken  ist,  dab  diese  letiteren  die  Fartiripien  Pass. 
ih'T  lifiiloii  Vorltou  sniUiha  und  haUaha  sind,  die  „ausdehnen",  „ebenmaehen"  be- 
deuten, und  zu  denen  die  oben  genannten  Wörter  die  Ncnnina  acti<niis  (Infinitive)  sind. 
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deatungen),  die  mit  der  Vernichtung  der  Kniut  (Astrologie  oder  Magie?) 
zuaammenhäiiigezL  Die  Antworten  auf  die  Ton  den  indischen  Astrologen 
eingegangenen  Fragen.  Die  Antworten  auf  die  zehn  kasmirischen  Fragen. 
Al)handlang  Üher  die  Geschichte  der  Methode  der  Indier  in  der  Auffindung 
der  Lebenszeit  (des  Alters  eines  Menschen).  Iljer  die  Erklärung  der  An- 
sicht des  PtolemäUS  über  den  SäJdmläh  {  ^  Jaliresregent  in  der  Astro* 
logie).  Das  VoUständifre  (Ganze)  der  Kunst  der  ebenen  Darstellung  (de« 
Projiziprens).  Der  Glanz  des  Geistes,  über  die  Tafeln  EL-BattInIs.  Die 
Fehler  der  Tafeln  des  Abü  Ma'Sar. 

Nun  folgen  am  Schlüsse  des  Verzeichnisses  seiner  Werke  noch  eine 
Reihe  von  A])handlaiigQii,  die  andere  Gelehrte  in  seinem  Namen  ^)  ge- 
Bchrieben  haben,  ich  nenne  hiervon  die  folgenden:  Von  AbC  Xasr  Mansür 
B.  *Al1  B.  'Iraq:  Über  die  Ursaclie  der  Halbierung  der  Gleichung  {fn^iil) 
bei  den  Verfassern  des  SindhinJ.  Uber  die  Verbesserung  des  Buches  des 
Ibrahim  b.  Sinän  über  die  Erklärung  der  Ungleichheiten  der  oberen 
Planeten  (rergl.  Art.  113  u.  Note  b).  Abhandlung  über  die  Verbesserung 
dessen,  was  von  Abu  (Ja'far  el-Chäzin  in  «einen  Tafeln  der  Scheiben 
übersehen  worden  ist.  Abhandlung  über  die  Beweise  zu  dem  Verfahren 
des  Muh.  b.  el-8abbäh  für  die  Prüfung  der  Sonne  (wahrscheinlich  die 
Schrift  „ü})er  das  Verfahren  zur  Bestimmung  des  Mittags  etc.",  vergl. 
Art.  40).  Abhandlung  über  den  Beweis  zu  dem  Verfaliren  des  HabaS  bei 
(der  Bestimmung)  der  Aufgänge  der  Azimute  in  seinen  Tafeln.  Über  die 
Kenntnis  der  sphärischen  Bögen  auf  anderem  Wege  als  mittelst  des  zu- 
sammengesetzten Verhältnisses.  Die  Tafel  der  Minuten.  Uber  eine  zweifel- 
hafte Stelle  im  13.  Buche  des  Euklidks.-)  —  Von  Amü  S.ahl  'LsA  h. 
Jam.iä  EL-MA.siiir  (vergl.  Art.  18U):  Über  die  Prinzipien  (Anfänge,  Ele- 
mente) der  fieonietrie.  Über  die  Ruhe  der  Erde  oder  ihre  Bewegung. 
Teller  die  Ursache  der  Altweiherkiilte  i  hnrd  (ujii))i  d-'afjüz^.  ■ —  Die  im 
Art.  21S  zuletzt  i  p.  100 1  genannte  A])}iundlung  ,,ü})er  die  Kegel  de  tri^ 
\Ji  ra-sthdt  el-liin<i)  ist  im  Verzeichnis  seiner  Werke  erwähnt. 

Zu  Art.  21t):  In  seinem  Hauptwerk:  LiUr  rompletus  In  iHdicli^  ustfö- 
rum  zitiert  Abenbagel  zwei  andere  eigene  Schriften,  welche  nicht  mehr 


1)  Wie  dies  gemeint  ist,  verstehe  idi  nidit  recht;  wenn  diese  Gelehrtem  seine 
Schüler  gewesen  wären,  so  wäre  die  Sache  verständlich,  gerade  der  erstgenannte  ul'or 
war  KL-lliKÜNis  Lehrer;  er  vorgloicht  diese  Arbeiten  im  (Jegene^itz  zu  den  eigenen  ^die 
er  Mine  Kinder  nennt)  mit  AdopÜvkuideni;  «alixaclidiilich  wacden  dieee  Arbeiten 
▼on  den  Betreffianden  in  seinem  Auftrag  oder  anf  seine  Einladnng  hin  verMtt. 

2)  Was  die  swei  letsten  Abhandlungen  ubetrifft,  so  vergl.  Art.  186,  es  beifst 
dascli»t.  >^ir  <i  ii  n  nn  Ki  -HiRrMi  gerichtet  geweten^  statt  in  seinem  Aufitnig  oder  auf 
seinen  W  unsch  verlaTst  worden. 
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vorhanden  zu  sein  scheinen:  1}  LUxr  aigncdium  seu  notarum;  2)  Tahulae 
solvendi  nodos  et  exponendi  adspedits,  beide  astrologischen  Inhaltes  (vei^l. 
Steinschneider,  Vite  di  matetn.  arah.  di  B.  Baldi,  con  note,  p.  IB  des 
,^8tratto"  V.  J.  1873.  —  Das  eben  genannte  Werk  Abenraoels  wurde  von 
Salomo  Davin  (b.  David?)  ins  Hebräische  übersetzt,  und  existiert  in  Oxford 
(lieg.  12),  Paris  (1067)  und  Wien  (187);  ebenso  von  Isaak  Abi>'l-Chair 
B,  Samuel,  in  Oxford  (üri  452);  drittens  von  einem  Anonymus,  im 
Vatican  (382).  (Vergl.  Steinschneider,  H^.  tJlters.  p.  578—80).  —  Von 
dem  Stammesnamen  EL-SEiBAxf  kommt  wahrscheinlich  der  Ziiname 
d  cano,  den  Abenraoel  in  den  Libros  del  salter  (vergl.  Steinschneider, 
L  c.  p.  75}  trägt,  indem  die  spanischen  Übersetzer  d-seibani  von  t-cih  = 
Greisenalter,  Greis  sein,  grau  sein,  ableiteten,  und  deshalb  durch  el  Cftno 
(=  der  (Jrane)  übersetzten.  (Nallino.)  Nach  DozY,  Suppl.  aux  dict. 
arah.  808  heilst  d-seilmii  selbst  bei  einigen  Autoren  le  grison,  Komme 
ä  cheveux  gris. 

Zu  Art.  255:  Die  spanische  Übersetzung  des  Buches  über  die  Safiha 
befindet  sich  in  den  Lütros  del  saber  (Vol.  III,  p.  149 — 237);  eine  hebräische 
Übersetzung  (vielleicht  von  Jakob  b.  Machik  existiert  in  Oxford  (Uri  440), 
München  (36),  Paris  (1021,  1030, 1031,  1047  )  etc.  (Vergl.  Steinschneider, 
Hd>r.  Übers,  p.  590—94.)  —  In  demselben  Bande,  p.  272—284  befindet 
sich  auch  die  Übersetzung  einer  Abhandlung  des  ZarqAlI,  betitelt:  de 
cucmo  puede  ell'ome  fazer  una  Idmina  (=  saftlia,  Scheibe)  jxira  todas  las 
planelas  (im  Index  heifst  sie:  del  trazado  de  una  escala  propia  parn  con- 
struir  una  Idmina  universal  que  sirva  para  todos  los  phneieis) ;  die  Apogeen 
der  Planeten  sind  darin  für  das  Jahr  473  (1080/81)  berechnet.  (Nallino.) 
—  Zu  Note  d)  p.  110:  Diese  lateinische  Übersetzung  ist  vorhanden  in 
Paris  (7195,90). 

Zu  Art.  2501  Statt  „jFYmÄ"  ist  zu  lesen  ,^'ijerroh",  vom  spanischen 
„fierro"  =  „hierro"  =  Eisen;  Ibn  Challikan  I^  423,  Übers.  II,  501  liest 
„Firroh".  (Nallino.) 

Zu  Art.  272:  AbÖ'l-Salts  Schrift  „über  das  Astrolabium"  ist  auch 
arabisch  in  hebräischer  Schrift  vorhanden  in  Paris  (Hebr.  1101),  nach 
Steinschneider,  Zeitschr.  d.  deutschen  morgenl.  Gesellsch.  47^ 
1893,  p.  364. 

Zu  Art.  276:  Die  Abhandlung  el-tabsira  des  CriARAQt  befindet  sich 
auch  in  Florenz  (Laurenz.  293,  jetzt  89}  nach  F.  Lasinio,  Ricordi  presi  da 
cod.  Orient,  della  InU.  Med.-Laur.  di  Firt^me,  in  Zeitschr.  d.  deutschen 
morgenl.  Gesellsch.  26^  1872,  p.  806f.  (Nallino.)  —  Die  Abhandlung 
muntahd  el-idräk  existiert  auch  in  Florenz  (Pal.  290)  nujht  ganz  vollstän- 
dig; es  ist  dies  nicht,  wie  Assehani  angegeben,  die  nihdjd  el  idrdk  des 
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MahmüI)  EL-SiKAzi  (s.  Art.  387;  es  ist  also  hier  die  Angabe  „Florenz 
(Pal.  290)  unvollständig"  an  streichen).  (NalLINO.)  —  In  Note  c)  ist  nach 
„Qzibrd''  einzuschalten:  „und  Florems'^ 

Zu  Art.  2H4:  (ÜBIH  B.  Aflahb  „Astronomie"  existiert  auch  in 
hebräischer  Übersetzung  durch  MOSES  B.  TiBBON  in  Oxford  (BodL  Opp, 
Add.  17,  Neub.  2011),  und  in  einer  zweiten  des  Jakoh  b.  Macmir,  rer- 
beesert  yon  Samuel  b.  Jehuda,  in  Paris  (1014,  1024,  102Ö,  1036),  nach 
Stein.sciineider,  Heltr.  I^urs.  p.  544, 

Zu  Art.  21>2:  Statt  „Halbinsel  Sw/n)-"'  lies  „ffeeirat  suqar*\  (Nallino.) 

Zu  Art.  H(M),  Note  d):  Nach  „Mo^ul*'  ist  hinzuzufügen:  ,/iAB  heutige 
Esld  Mosul/'  NalLINO). 

Zu  Art.  31Ö:  Die  hebräische  (Übersetzung  des  Auszuges  aus  dem  Alma- 
,  gest  von  Ibn  Roäd  befindet  sich  aulser  in  l'uris  (iH)-i)  noch  ibid.  (600  u. 
1018),  ebenso  in  Berlin  (Cat.  v.  8tein.s(  iinkider  1197  fol.),  München 
(Cat.  V.  Stein.sch.n KiiiKR  .'M ).  Wieii(17ö),  Oxford  (Hodl.  Mich.  45,  Opp. 
Add.  fol.  17)  etc.,  nach  Stkinsi  uneidkk,  Jlchr.  Chrrs.  p.  540 — 547. 

Zu  Art.  H2():  Bei  den  Fundorten  der  Argüza  ist  noch  hinzuzufügen: 
Konstant.  i  27»;i,  2"). 

Zu  Art.  H2Ö:  Die  hel)r:iisrh('  V})orsetziing  der  ,..\strounnne'*  des 
BetrOg!  befindet  sich  in  Müncheu  i<at.  Sthinsciinkidkr  150 i,  l'aris 
(12SS\  Oxford  (^üüdl.  Mich.  386)  etc.,  nach  Stejlnsciuiewer,  üebr.  Übers. 
p.  550 — 51. 

Zu  Art.  )i27:  Mo.»<ks  h.  Mkimtn  schrieb  115S  eine  kleine  Aldiandlung 
in  arali  Spraclie  ülier  den  jüdischen  Kalender;  sie  betintU't  sich  iu  hebr.  L'ber- 
setzuu^  lu  Paris»  H>5S  n.  KHil  ).  (  Vergl.  Stkinsc  iinkikku,  Urhr.  l'lfers.  j).  50!».) 

Zu  Art.  Statt  ki.  Sai-amI  ist  zu  lesen  EL-SoLAMi,  d.h.  der  zum 

ötannne  Solki.m  gehöreu<le.    (  Tarka  dk  VArx.") 

Zu  Art.  336:  Statt  Mu^abb  ed-dIn  ist  zu  lesen  Mu^ibb  eü-din. 
(Nallinö.) 

Zu  Art.  H4t:  Das  Werk  Nrz/w  el- »la'iirif  etr.  ist  lithographisch  heraus- 
gegeben wonlen  in  Kairo,  1291  (1H74),  und  Bombay  1206  u.  1208  (1870 
u.  1881).    I  Nam.ino.) 

Zu  Art..  Der  Name         Mki-ik  ki,-F.\'iz",  zu  den»  ich  ein  (V) 

gesetzt  habe,  ist  riciitig  (  vergl.  Ihn  Ciiai.mka.n  I.  (  hers.  1.  168  u. 
IL  50,  Übers.  111.  240  u.  41);  daher  fällt  p.  137  die  N..te  a)  weg. 

Zu  Art.  )i45:  Dieser  Tni-:<  iix  iki  s  von  Antiochia  ist  sehr  wahrschein- 
lich der  l)ei  Lkonakdo  von  Pisa  {Scritfl.  11.  p.  217  -  252;  ('antor.  Vorl. 
II',  p.  45 1  genannte  Meister  Theodor;  die  Aul'gal>en,  deren  Losung  er 
von  Leonardo  verlangte  I  vergl.  Cantdk,  ibid.  p.  42  u.  45  —47),  liatte  er 
jedenfalls  von  seinem  Lehrer  Kemal  Ei>-DiN  B.  JüNls  i^s.  Art  354 j. 
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Za  Art.  349  u.  Anmerkung  72:  Die  nilnijrt  pl-  idral  des  Muh.  n.  Ab! 
Bkkr  KL-FÄi£isi  befindet  sich  auch  iu  Ikirüt  (Bibliotb.  der  kathol.  UniTers. 
St.  Joseph).  (Nallino.)  —  Die  ma'nrn'/  (nicht  ma^antf^  wie  das  Ms.  von 
Kairo  hat)  existiert  auch  arabiscb  iu  liebiiiischer  Schrift  in  Beilm  (Hehr. 
GH2  Qu.)  und  im  Brit  Mus.  (Hehr.  4104),  nach  Stkinschneidee,  Zeit- 
schrift d.  deutschen  morgenL  Gesellsch.  47,  1893,  p.  355  u.  56. 
Nach  den  Auszügen,  die  Steinschneider  hier  aus  dieser  Schrift  giebt, 
kann  dieselbe  nicht  wohl  vor  634  Jezd.  1266  n.  Cbr.  verful'st  worden 
>4oin;  also  sind  die  nach  den  Kairenser  Mss.  der  nihdjet  und  nucli  Haö! 
Chalfa  von  mir  gemachten  Zeitangaben  606  u.  629  d.  H.  nicht  ricbtig, 
diese  fehlerhaften  Zahlen  können  leicht  aus  665  u.  669  (1267  u.  1270/71) 
entstanden  sein,  welche  besser  stimmen  würden;  es  fällt  somit  auch  meine 
in  Anmerkung  72  gemachte  Vermutung  weg,  der  Fürst,  dem  beide  ge- 
nannt^'n  Werke  gewidmet  sind,  sei  nicht  der  Mklik  el-Mozaffar  Ji'srF 
B.  'Omar,  der  Fürst  von  Jemen,  sondern  der  Meiak  £L-Mo2affab  b.  KLr 
Melik  el-Man.sOk,  Herr  von  Haniat. 

Zu  Art.  358:  Der  Globus  des  Qaisau  n.  Aih'l-Qä.sim  existierte  1809 
nocb  in  der  Sammlung  des  Kardinals  BouGlA  zu  VeUetri;  er  ist  be- 
schrieben worden  von  S.  Asskmani  ((Holms  coel^siis  ruflnt-nrnlncHs  Vcli- 
tenii  3Insfi  Bf/n/lani,  Patavii  ITiHli.  Ob  dies  der  ursprüngliche  i.  .1.  (»22 
n22r)i  konstruierte  Globus,  oder  ein  nachgeniuclites  Exemplar  sei,  kiumeii 
wir  nicht  entscheiden.  (Vergl.  L.  Idkleu,  l  uUrsuch.  über  den  Ursprmig 
und  die  licdeutmuj  der  Stminouirn,  Berlin  1809,  p.  LVIII.) 

Zu  Art.  Hier  ist  vielleicht  der  Plural  „cl-hossdh"  (die  Kechner) 

der  Singuhu  t'orm  „rl-h(tssäh"  vorzuziehen;  <]as8ell)e  gilt  auch  tiir  das  gleiciie 
Wort  in  Art.  464,  und  für  „cl-no::nr^'  (die  Beobachtenden)  sXüii  ffilrnazzdt^' 
in  Art.  444  (p.  182)  u.  468.  (Naluno.) 

Zu  Art.  3<)8:  Nasir  ed-DINS  Werk  Nr.  1  {rl-Uidhira)  befindet  sich 
auch  iu  St.  Petersb.  Inst.  A.  (Nr.  187),  unvollständig,  dagegen  ist  der 
Fundort  „Florenz  (Pal.  277)"  zu  streichen,  liier  liehudet  sich  blols  die 
Rezension  der  Fjlemeute  Euklids  i  vergl.  p.  löl,  wo  Z.  16  v.  o.  das  ,,viel- 
leit'lit"  zu  streiclien  istV.  el)ens(>  ist  es  vorliaiideii  im  Vatican  (319);  Hr. 
Namjno,  dem  ich  diese  Angaben  verdanke,  fjuid  auch  im  Kommentar  des 
QAi)izÄi)KH  zur  Tadkira  des  Nasir  Ki)-i>ix  (M.s.  311  der  Bild.  Laur.  zu 
Florenz,  fol.  39 v.)  eine  Stelle,  aus  der  sieh  ergieht,  dals  die  'r<idl,int  iu 
zwei  Ausgaben  erschieuen  ist.  Die  persische  riierset/uiig  dieses  Werkes 
(betitelt:  r/sä/r-i  >ii''inijc)  betiudet  sich  aueh  m  Konstant.  (2670,1"  u. 
l>44j,  und  ebenda  (4853,  23"  u.  2670,2*')  ein  Kommentar  dazu  von  uu- 
genaimtem  Verfasser.  -  Nr.  2  (risälc  i  h/sl  Ixih)  existiert  auch  in  Kon- 
stant (2624^1°  u.  2701,  ii");  ein  anonymer  Kommentar  dazu  ist  in  Florenz, 


Digidzca  by  Cjcjo^L' 


176 


Laur.  {Cat  d'Itulia,  Nr.  29,4°  =  Asskmaxi  :UH),  es  ist  also  p.  149,  Z.  U\  v.  o. 
die  Angabe  „Florenz  (  Pal.  31 H)"  in  diesem  Sinne  zu  verbessern.  —  Nr.  3 
(hitdh-l  .SV  fasD  ist  ebenfalls  in  Konstant.  (2()17,20,  'Jim^  u.  2701.2«), 
el)enso  im  A'aticjiu  (nach  Hokn,  Aus  itnJirn.  Bihlioth.,  Zeit  sehr.  d. 
deutschen  niorgenl.  (Jesellsch.  51,  l!^97,  p.  30,  Nr.  70).  und  auch  in 
Florenz,  Laur.  (Cni.  (ritdlid,  Nr.  2«5  u.  27  =  AsSEMANi  290  u.  310);  am 
letzteren  Orte  {('nf  <rit(di<t,  Nr.  21»,  1«  =  A.s.SEMANl  31«)  befindet  sich 
auch  der  KommeuUir  zu  diesem  Werke  von  Bedr  EL-Tahaki:  alle  ge- 
nannten Mss.  persisch.  —  Nr.  4  (die  Ilchiinischen  Tafeln)  ist  auch  vor- 
handen im  Vaticau  (nach  Hohn,  -If/.s-  itnlini.  Bihliafh.,  1.  c.  p.  15,  Nr.  31  \ 
ebenso  in  Konstant.  (3^05),  an  l^eiden  Orten  persisch.  —  Nr.  12  {zuhdrf 
el-hri'fi)  befindet  sich  auch  in  Konstant.  (2070, 3").  —  Als  weitere  Schritt 
Na.siu  i:i)-üiNS  ist  noch  anzufülireu:  19.  Nuzhd  rl-nn:ir  (sollte  woh]  heifsen: 
tui:ir)  —  die  Unterhaltung  des  Betrachtenden,  über  den  Gebrauch  des 
Sinusqumlranten,  in  Konstant.  (2()21.3"l.  —  Ynn  seinen  Bearbeitungen 
(Rezensionen)  befindet  sich  diejenige  des  Ahnagestes  auch  in  8t.  Petersli. 
Inst.  A.  i'Sr.  —  Der  Sohn  des  p.  147  als  Mitarbeiter  Nasir  ed-dins 

genannten  Mu  .Jiü  ED-nrN  EE-'ORDi,  Müll.  H.  MlJ  Jii)  ED  DiN  EL-*ORi)i,  hat 
einen  Himmelsglobus  konstruiert,  der  sich  noch  (ob  im  Original  oder  als 
Kopie  ist  unentschieden)  in  dem  mathematischen  Salon  zu  Dresden  be- 
findet; er  wurde  beschrieben  von  G.  W.  S.  Beioel  (Astronom.  Jahr- 
buch V.  Bode  u.  Encke,  isos,  p.  97 Ö".);  als  Jahr  der  Konstruktion  ist 
angegel)eu  (12H<>).  ( N'ergl.  auch  L.  Ideeer,  Untersuch.  üUr  dm  Ur- 
sprung und  die  Bcdcidimy  der  Sfrr/UKniK  h,  Berlin  1H()9,  p.  LIX.) 

Zu  Art.  369:  Das  Zitat  zu  Bruckelmamn  muis  heiHsen  I,  474  statt 
11,  474.  ^Nallino.) 

Zu  Ai-t.  370:  Das  syrische  Werk  des  Bar-Hebraüs  „das  Aufsteigen 
des  Geistes  etc."  ist  jetzt  gedruckt:  Li  livrc  dt'  r((s(r)isi(»i  df  r«sprit  sur 
lu  fornw  du  ciel  d  de  la  terre,  pubiie  par  h\  Nau;  I.  Partie:  texte  SYria<iue, 
Paris  1H99  (Bibliotheque  de  l'ocole  des  hautes  etudes,  fa.sc.  121): 
II.  Partie:  traductiou  franc^'aise,  Paris  19(X)  (ibid.  fa.sc.  l'^L)  (Naleino.) 

Zu  Art.  37G:  „Zeitrechnung  der  Chinesen  (?)  und  Uiguren*';  das 
Fragezeichen  ist  zu  streichen,  rl  cliifd'  bedeutet  wirklich  die  Chinesen 
(vergl.  auch  Vroliyom.  des  tnUhs  astran.  f/'OLoiuj  Be(J,  pul)lie  par  L.  A.  Se- 
j)n,LOT,  Texte  pers.  p.  30—53,  Trad.  p.  32 — (il  ).  (Naelino.) 

Zu  Art.  3S2:  Die  .^Fundamentalsätze*'  des  Sems  £D-DiN  EL-Samar- 
QANDi  ])ofindeu  sich  aucli  in  Konstant.  i2712,  1^). 

Zu  .Art.  3S7:  Über  nHui/t  f  d-idnil:  des  QoTii  KD-nix  EE-SiRAzi  vergl.: 
„Zu  Art.  270."  —  Die  <lnrrd  rl-id;)  ( Kncvklopädie  >  bt^findet  sich  auch 
persisch  in  Florenz,  Laur.  (Ca/.  dltaUUf  Nr.  28  ==  Aü.semaäi  315^,  unvoU- 
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standig,  nur  das  2.  Kapitel  des  IV.  Teils  enthaltend^  und  in  Konstuii. 

(2405).  —  Die  ichtijdrät^  mozaffnrl  bandeln  nicht  über  „Tagewäblerei", 
wie  ich  p.  150  nach  dem  arabischen  Sprachgebrauch  übersetzt  habe,  sqq- 
dem  sind  ein  in  persischer  Sprache  verfafstes  Kompendium  seines  Werkes 
mhajet  (i4drdk\  idUijnrnt  i  mo-affari  ist  also  hier  zu  übersetzeu  mit  ,,die 
dem  MozAFFAR  gewidmeten  Auszüge  oder  Auswahlen";  dieselben  befinden 
sich  auch  in  St.  Petersb.  Inst.  P.  (Nr.  124\  V.  KosBN  giebt  in  seinem 
Katalog  (p.  3(K) — 817)  davon  eine  längere  Beschreibung.  (Nali.ino.)  — 
Nach  Horn  {Vers.  Hmuhclir.  in  KunsUmt.,  Zeitscbr.  d.  deutschen 
morgenL  Oese  lisch.  54,  lOCM),  p.  319,  Nr.  440)  machte  EL-SiuÄal  auch 
eine  persische  Übersetzung  der  Rezension  der  Elemente  des  EüKLiDES 
durch  Na.sIb  ed-d1n,  dieselbe  befindet  sich  in  der  Bibliothek  der  jelii  §äm^ 
(Nr.  796.) 

Zu  Art.  394:  Nach  Ersch  und  Gkuber,  Encyklop.  II.  Ser.  31.  Bd. 
p.  57  soll  'Omar  u.  ei.  Meli k  el-Mozaffar  JCsüf  nach  einer  Regierung 
von  20  Monaten  i.  .1.  ()9l)  (129<).  97)  gestorben  sein  (der  Artikel  ist  von 
Steinschneider  verfafst,  es  fehlt  die  Quellenangabe  für  dieses  Datum). 

Zu  Art.  395:  Der  Kommentar  zur  tadlcira  des  NasIr  ed-din  von 
N!sÄBÜRi  ist  auch  in  Beirut  (BibliotL  der  kaihol.  Univers.  St  Joseph) 
Torhanden.  (Nallino.) 

Zu  Art.  397  u.  Anmerkimg  80:  Es  ist  vielJeiclit  das  in  Konstant. 
(2694)  sicli  befindende  persische  Werk,  betitelt:  -///  f^nns  cl-munai/f/im 
(=  Tafeln  de.s  Sems  (kd-din)  des  A.stTouomen),  identisch  mit  dem  ins 
Grieehische  übersetzten  astronomischen  Werke  des  Skms  El>-l>iN  El. 
BocHÄRi,  allerdings  wird  im  Katalog  v<m  Konstant,  als  genauerer  Nanu" 
jdes  Verfassers  der  zi(f  angegeben:  Mrii.  i?.  'Ai-i  CiinöA  Sems  el  Munao^im. 
—  Der  Kommentar  zur  hidäjet  cl  hihmv  des  Aiiu  ed-DIN  EL-AnAiiui  l)e 
findet  sich  im  Ind.  Off.  (493,  0x4, u.  Ö92,*2«).  —  In  Anmerkung  ÖO, 
p.  220  ist  die  Jahreszahl  1320  zu  verbessern  in  Df  H). 

Zu  Art.  403:  Der  Nidar/ic/ia^  des  (iA(;MiNi  helindet  sieh  auch  in 
Konstant.  (2592),  in  persischer  Übersetzung  des  Muu.  u.  'Guar  Asdä- 

FlKt  (?). 

Zu  Art.  416:  Die  „Astronomischen  Talelu'"  des  Ihn  el-SAtir  sind 
auch  in  St.  Petersb.  Inst.  A.  (Nr.  189)  vorhanden,  eb.'nda  (Nr.  190,1")  be- 
findet sich  auch  eine  Aldiandliing  desselben  Autors  über  das  von  ihm  er- 
fundene „umfassende  Instrument",  betitelt:  r/-a>/'v<  cl-lanu'a  fil-amal 
hi'l-dUi  (i-ifumi'n  (die  glänzenden  »Strahlen,  über  den  Gebrauch  des  um- 
fassenden Instrumentes). 

Zu  Art.  421:  Die  Öchrüt  el-dutr  d-mantür  kommt  auch  in  Turin 
(64,13«)  vor. 

Abb.  ».  üeMb.  d.  matb.  WUnnsch.  XIV.  H 
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Zu  Art.  A'J'J:  Der  Kommentar  v.ur  Ay<i''i-(t  di's  'Ai.i  n.  AiU  L-HicÄr, 
von  AliMKI)  Ii.  KL-Q<>NFri>  ist  wiil»rs(  lu  inlirli  aurli  in  Hoirüt  ( Hil)liotli. 
der  katliol.  lluivers.  St.  Joseph),  «1er  Name  des  Kommoutators  ist  aller- 
dings uii'ht  augegeben.  (NAUJNn.) 

Zu  Art,  41?^:  Die  ini.silr  dm  Ihn  el-Ha'im  befindet  sich  aueh  in 
Florenz  (Laur.  HIT),  nach  Ctit.  il'Unlia,  p.  293;  es  ist  dies  also  nicht  die 
Althaiiilluiiu;  üher  die  Kecheukunst  von  AnC  MansCu  KI.-Tl'^sr,  wie  S.  As.sk- 
.MAM  angt'^'eben  hat,  vergl.  Art.  ÖUT;  wie  es  sich  mit  der  in  diesem  Art. 
genannten  Aldiandiung  über  die  Algebra  verhält,  die  ebeni'alls  von  Alil' 
Man.si"*h  EL-Trsi  sein  soll,  weifs  ich  nicht.  (Nallino.) 

Zu  Ai-t.  4H<>:  Die  Lehcnsbe.sciircibung  des  ErKLiDKs  v(m  (^\nizÄi>i:ii, 
die  sich  in  Fh)reuz  (Pal.  2S0)  befinden  soll,  ist  wahrscheinlich  nichts 
anderes  als  die  bi(>grai»iii.sche  Notiz  über  EuKLiDKS,  die  sicli  im  Kommen 
tar  zu  den  „Fundamentalsätzen"  des  SAMAHvAxni  (s.  Art.  i\X''J)  von 
QAnizÄDKir  befindet,  und  von  ILvoi  Chalp^a  (1.  p.  3S()ff./  und  anderen 
zitiert  w<»rden  ist.  (Vergl.  auch  Hkibkiuj,  Liffrrtntjrst lt.  StufJif'n  ültrr 
EvKi.ih,  p.  1  tl.)  —  Der  Komnieutar  des  QAl)i/.\i)Kii  zum  Mtddcliclms  des 
(lAÖMiNi  befindet  sich  auch  in  Bologna  iHild.  dell"  l'uivers.:  Rosen, 
llcmarqucs  siir  nuiS.  Orient,  de  la  eolleei.  Marsigli  ä  Bolo</ne;  Roma, 
Accad.  dei  Lincei,  Memorie  12^,  1884,  Nr.  423).  (Nallino.) 

Zu  Art.  432:  Das  Werk  Nr.  1  {irsäd  el  hair)  des  Ibn  EL-Meöd!  ist 
ftach  vorhanden  in  Konstant.  (20 7 3,3").  —  Nr.  13  (choldsai  cl  aqtcdl)  be- 
findet sich  auch  in  St.  Petersb.  Inst.  A.  (Nr.  190,2").  —  Zu  Note  »):  Die 
,,£inleitang  in  die  Astrologie  '  des  *ALt  B.  A9MED  el-Balch!  kommt  auch 
in  Konstant  (2702)  vor;  hier  hat  der  Verfasser  noch  die  Euige  ,^ü*L- 
QAsnc.'' 

Zu  Art  488:  Die  Schrift  miftdh4  hmäg  des  CuälAL  B.  iBKAHtn  be- 
findet sich  auch  in  Paris  (Pen.  Nr.  168.) 

Zu  Art  437:  *Izz  ED-DtN  el-WepA'!  schrieb  zwei  verschiedene  Werke 
Aber  den  Gebrauch  de^  Muqantarsitquadranten,  das  eine  betitelt  ^-m^üm 
d-eähirät  (dies  ist  das  von  mir  angeführte,  die  Angaben  von  Eairo  sind 
Bu  verbessern  in  276,  304  u.  325);  das  andere  betitelt  qoß  (auch  qotf) 
d-Mähirät,  in  Kairo  (267)  und  Turin  (04,8");  das  Ms.  Kairo  (260)  ist 
identisch  mit  Berlin  (5851),  wo  es  dem  SiBT  BL-MARiDlNt  zogesdirieben 
wird;  fiberhaupt  mögen  öfters  Verwechselungen  zwischen  diesen  Werken 
*Izz  ED-DtN8  und  den  tui  gleichbetitelten  des  MAsiDlNt  vorgekommen 
sein  (s.  Art.  445,  Nr.  7  u.  8).  —  Bei  der  Abhandlung  drnazair  ist 

nach  Leiden  (1125)  zu  erganzen:  Berlin  (5824).  —  Am  Schlüsse  sind  noch 
folgende  zwei  Werke  dieses  Autors  hinzuzufügen:  naxm  droqM  fi  *amal 
d'Sd^dt  *ald*l-amud  (die  Ordnung  (der  Perlen)  der  HalsbSnder,  Uber  den 
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Gebnnch  der  Stnnden  (oder  Zeiten)  auf  der  SSnle  (?)),  in  Kairo  (296). 
Fd'ide  ß  hisab  d-mmihamfäi  (Nntssanwendnng  fiber  die  Berechnung  der 
Abweichungen  (d.  i.  der  Bichinngen  der  Qible  Tom  Meridian)),  in  Gotha 
(1381^).   (Nach  Brockelmanm,  Gesdt,  d.  arah,  LUieraiur,  II,  129.) 

Zu  Art.  438:  Die  MvhammaMje  BL-QüSöts  befindet  sich  auch  in  Kon- 
stant (2733,2<>)»  Mabisch;  die  FaOiije  ebenda  (27334<>),  aiabisch.  —  Die 
Tafehi  ül6g  Bb08  mit  den  „Ptolegomena"  existieren  auch  in  St  Petersb. 
Inst  P.  (Nr.  125.) 

Zu  Axt  443:  JüsuF  b.  Chidbbegs  Biographie  giebt  aodb  TISköpbizAdbh 
I,  p.  194^  und  swar  etwas  anders  und  ausführlicher  als  Hamher;  so  war 
er  Tor  seinem  Wezirat  schon  Lehrer  in  Adrianopel,  fiel  als  Wesir  Mü^am- 
1IBD8  n.  bei  ihm  in  Ungnade^  wurde  aber  von  seinem  Nachfolger  BAjBzto  II. 
wieder  la  läiren  gezogen  und  zuerst  zum  Lehrer  an  der  Medrise  in 
Adrianopel,  dann  mm  Statthalter-Ton  Gallipoli  ernannt;  als  Todesjahr  wird 
ebenfalls  891  (1486)  genannt 

Zu  Art.  444:  EL-QALASADts  Werk  Nr.  3  (kaif  d-asrär  etc.)  befindet 
sich  auch  in  St  Petersb.  Inst.  A.  (Nr.  193),  und  ebenso  in  Florenz  Bibliot 
nazion.  {Cat,  fflkUia,  p.  292,  Nr.  79.)  FÖr  diese  Schrift  ist  auch  zu  top* 
weisem  auf  Enbbtröm,  Sur  um  formule  d'appmxmtoHon  des  raeines  carrens 
flonncc  par  Alkalsadi,  in  der  Biblioth.  Mathem.  1886,  p.  230 — 39. 
(Nallino.)      In  Note  b)  p.  181  sind  die  Worte:  Jdao  nicht  el  Fadl 

B.  Hätim  el-NauÜzI,  wie  WrsTENFEiJ»  Termutet  hat"  zu  streichen. 

~  P.  182,  Z.  5  V.  o.  soll  es  hoifsen:  1315  (1H1»T  9s )  statt  1310  i  1S02/93). 
(Nallino.)  —  Das  Werk  Nr.  9  (das  Ganze  der  Erbteilung  und  Kommen- 
tar dazu)  ist  wahrscheinlich  vorhanden  in  Madrid  (^3-40). 

Zu  Art.  445:  SiBj  et^-Märidinis  Schrift  Nr.  1  (risdlc  ffl-'anial  h/'l-ruh' 
d-muyaijih)  befindet  sich  auch  in  Turin  (<j4,4'')  und  in  Beirvlt  (Biblioth.  der 
katbol  Univers.  St.  Joseph);  diese  Abhandlung  wurde  gedruckt  in  Kairo 
1309  (1891/92),  am  Rande  von  d-gewdhir  el-tiaqije  ftl-a^mul  rl-ljnih'ije  (die 
feinen  Juwelen,  üV)er  die  Sinusoperationen)  des  Ahmed  kl  Ciiatib  el  «iÄwt. 
(Nallino.)  —  Zu  der  Schrift  Nr.  2  (raqa'iq  d-Iuiqu  iq)  ist  zu  bemerken: 
Aus  dem  Pariser  Ms.  2541  veröfientlichte  Woepcke  den  Anfang  dieser 
AbhantUung  in  französischer  Übersetzung  (JlLmoire  sur  V introdHcikm  de 
Varithmetique  indietine  cn  orcidrnt,  p.  54,  ÜOtf.),  ebenso  Cakua  i>e  Vaux 
eine  Stelle  Ober  periodische  Sexagesimalbrüche  und  die  Siebner-  und 
Achterprobe  bei  solchen  (Biblioth.  Mathem.  V\,  p.  33— .^(5).  — 

Nr.  10  (Dritte  Abliandlung  über  den  Mu(iantarät(|uadrant(  u)  betindet  sieb 
auch  in  Madrid  (231,1").  —  Nr.  12  {kifdjet  d-qamC)  ist  auch  vorhanden 
in  Beirüt  (1.  c.)  (Nallino.) 

Zu  Art.  447  u.  453:  El-qabbän  ist  nicht  die  gewöhnliche  gleicharmige 

12* 
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Wage^  Bondem  die  an^eichaniiige  Schnell  wage,  wie  auch  d-q<arastiin 
(Art.  00,  p.  37,  und  Art.  43,  p.  20—21).  (Nallino.) 

Zu  Art.  454:  El-durr  el-naiim,  mit  Tafebi  aus  den  Ur>CG  BEO'schen 
ausgezogen,  befindet  sieh  auch  in  Paria  (2496,2**),  wahrBeheinlieh  nur  die 

Tafeln. 

Zu  Art.  450:  BabÖENDIs  Abhandlung  risäle-i  heiuf  ist  sehr  wahr- 
scheinlich ein  Kommentar  znr  tadhra  des  Nasiu  ed-dIn  (vergL  IHcHon. 
of  iht  keim.  Urnis,  by  SpBENGER  etc.;  Art.  diaff  ni^f  d-mihnr). 

Zu  Art.  457:  Als  weitere  Schrift  Mikam  Celebis  ist  noch  imzuführen: 
rtsnlf  fi  ahkdm  el-fcUi'  (Abhandlung  Uber  die  Urteile  nach  dem  ABsen- 
denten),  persisch  vorhanden  in  Berlin  P.  (339), 

Zu  Art.  40<):  Statt  af'ttqijc  ist  zu  lesen  dfdqijc. 

Zu  Art.  409:  Das  Kartenwerk  des  'Al!  u.  Ahmed  el-SakqI  soll  bloJb 
ein  Steuermannsbuch  sein,  es  verzeichnet  nur  die  Meeresküsten  und  die 
Häfen  an  denselben.  ^ALLING.) 

Zu  Art.  470:  Der  Kommentar  zum  Sinusquadranten  des  SiBT  EL- 
MÄKiDiNt  von  Ahmed  u.  Aj^piED  B.  *ABD£UjULQ<^  el-SunbatI  befindet  sich 
auch  in  Turin  (f)4,3«). 

Zu  Art.  471:  Fi  Hlm  vi  hhdcamnt  habe  ich  einfach  mit  „über  die 
Uhrmacherkunst''  ü})ersetzt;  hinkunuit  sind  aber  insbesondere  Wasser-  and 
Sanduhren.  (Nalllno.) 

Zu  Art.  47H:  Von  'Omar  h.  Muh.  EL-FAin.sKÜid  befindet  sich  auch 
eine  Biographie  boi  KF.Mrniititi  {rjiolnsaf  d  nhtr  fi  a\jan  il-qarn  d-hddt 
'as(ir  —  Auszug  der  Denkwürdigkeiten  über  die  Voniehmen  (Gelehrten)  des 
11.  Jahrb.  d.  IT.),  Kairo  (l.S<;7  *iS;,,  V,d.  III.  p.  23.  wo  als  Todes- 

tag der  17.  Sauwsll  d.  .1.  lOlH  (Januar  lülOj  und  ab  Todesort  Damiette 
angegel»eii  ist.  (Nallino.) 

Zu  Art.  47!>:  (itili'nril  irhfilaf'  m(ui:ar  il  quinar  ete.  ist  zu  übersetzen: 
Tateiu  der  Parullaxe  des  Mmides  iu  Uiiige  und  Breite,  d.  Ii.  der  Wirkung 
der  Mond-Parallaxe  uul  die  scheinliure  Stellung  des  Mondes  in  Bezug  auf 
Länge  und  Breite.  Audi  von  diesem  Autor  ( ' A mdkl^Adih  kl-FaijCmi) 
hat  EL-Mi  TiiHHi  (1.  c.  II.  4öi>  -  57  )  eine  Biograiiliitv  (Nallino.) 

Zu  Art.  I>^0:  Nach  Nallino  ist  nicht  ' Amili  die  richtige  Lesart, 
sondern  ^Aititdi,  von  \A»nd,  einer  Stadt  in  Syrien,  die  nicht  zu  verwechseln 
ist  mit  Amnl  in  Persien.  Eine  längere  Biographie  Bkil\  Kn-nr\s  befindet 
sich  auch  bei  EL-Mrillinn  (1.  c.  III.  440 — 50);  hier  werden  aulser  den 
von  mir  angeführten  Scliriften  uocli  genannt:  d  ninl<i( li< Ims  fil-lo  fa  i  Kimu- 
pendiuni  der  Astronomie);  d-risiUr  d-hili'il/jr  (^die  Abhandlung  ülier  die 
Neumonde;.  (Nallixo.)  —  Naeh  dein  hitaf)  ildifn  rl-(jani('  hi-ma  linint 
MofbiV  (=  das  Buch  der  Genügsamkeit  des  sieh  mit  dem  wa«  gedruckt 
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ist  Zufriedengebenden)  von  E.  Van  Dyk,  Kairo  1896,  p.  241,  wurde  auch 
die  Schrift  fa>nh  el-afläk  lithographiert  heraasgegeben  in  Lnknow  (Jahres- 
zahl fehlt)  mit  Kommentaren. 

Zu  Art.  49f):  Das  Ms.  1480  in  (iotha  wurde  eingehend  besprochen 

▼on  I!  >?rTEK  in  der  Biblioth.  Mathem.  ^3,  1901,  p.  12—40. 

Zu  Art.  501*:  Ich  finde  na(;hträglich,  dafs  bei  luN  JttmB  (Notices 
et  oxtr.  des  msB.  VII,  p.  108)  ein  Sa'id  b.  CiiafIp  EL-SAMAKQANOf  er- 
wähnt ist,  der  eine  Beobachtung  von  A»ü'l-QAsim  n.  AmaöCu  zitiert; 
dieser  Sa'Id  muFs  also  zwischen  niid  inOQ  n.  Chr.  gelebt  haben:  ich 
hatte  ihn  unter  die  Autoren  des  14.  .lahrh.  versetzt,  weil  das  Pariser 
Ms.  250()  nach  DE  Slaxe  aus  diesem  Jahrhundert  stammen  und  eine 
AotojLp'aphie  sein  soll,  doch  wird  dies  blols  als  eine  Vermutung  hingestellt. 

Zu  Art.  507:  Vergl.  „Zu  Art.  123." 

Za  Art  508:  N^alldio  hält  SareAö  für  die  richtige  Lesart,  nicht 

S1BAÖ. 

Zu  Art.  512:  Der  Kommentar  y.nm  Sinnsquadranten  des  Sinr  BL- 
MARiDi.Ni  von  'AbdebbaipiAn  b.  Umi.  EL-TAöÜKi  befindet  sich  auch  in 
Tnrin  (*)4,12«). 

Zu  Art.  517:  Ich  habe  hier  die  Vermutung  auagesprochen,  dals  Muu. 

B.  Muu.  EL-BA({DADi  identisch  sein  kininte  mit  dem  Bearbeiter  des  Eu- 
KLlDischen  Buches  „über  dif  Teiluu«;  der  Flächen",  mit  MullAMMED 
BagDADIXUS:  ich  füge  noch  weiter  hinzu,  dals  Ihn  KL-Qn-  ii  (bei  C.asihi 
I,  342)  als  Kommentator  des  10.  Buches  des  Ei:KLll>i:s  einen  Aitr  Muil. 
B.  *Abl>ELnA(^i  EI.-l{A(il).\l>l  nennt,  der  in  seinem  ivomnieutar  Zahlen- 
heispiele  zu  den  Sätzen  jenes  Buches  gegeben  habe;  In.v  Ki.-QiFTl  besai's 
ein  vom  Verfasst  r  selbst  geschriebenes  ^Is   dieses  Kommentars. 

Zu  Art.  521^:  Schriften  über  den  ghicheu  Gegenstand  (Finger-  oder 
Handrechnen)  verlalsten  auch  Skm.s  kd-dix  Aiu^  'AnDAU.An  Mi  ii.  it. 
Ahmed  el-Mausim  (d.  h.  v.  Moijul    aralusdi  in  litlorm,  und  S.vuaf 

Ei>-I>ix  'Ai.i  .Iezui,  persisch;  die  erstere  winde  nebst  einem  älinliclien 
Traktat  eines  Spaniers  Juan  I'kkkz  i>k  M<'Va  übersetzt  von  A.  Makue 
im  Bullett.  ili  bibliotrr.  d.  sc.  matem  1,  1SC»S,  p.  301*-  3lSj  der  arabische 
Text  befindet  sicii  im  i'ariser  Ms.  4441.  das  einen  sog.  Führer  für  Sekre- 
täre, die  Elemente  der  Arithmetik,  (n  ometrie,  Ftddmerskiinde,  des  Steuer- 
wesens etc.  umfassend,  ejithält,  und  i.  .1.  '.»T!)  (l.")71  72  1  geschrieben  worden 
ist;  es  giebt  ganz  kurz  die  Darstellung  der  Einer,  Zehner,  Hunderter  u.  s.  f. 
bis  auf  Zehntausend  durch  die  Finger  beider  Hände;  die  zweite  persische 
Abhandlung  \\Tirde  melutach  herausgegeben  und  übersetzt,  zuletzt  von 
St.  Güyakd  im  .Journal  asiat.  IS,.,  1><71,  p.  lOiiif. 

Zu  Anmerkung  5*:  Vergl.  ,;Zu  Art.  19." 
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Zu  Aiimerkimg  «>:  Über  diese  arabische  üradmessuug  vergl.  auch 
Nali-INO.  //  riilort'  ux.irao  <U'l  i/roi/o  di  nieriiliano  scrotuh  i  (jc-ograji  anihi, 
Firenze,  Toriuo,  Roma  1<S1)3:  Estratto  dal  Cosinus  d  i  Guido  Cora  11, 
1S!)2— 03,  l'asc.  I.— IV.  —  Der  Ort  Wamia  (der  ♦■in.'  Endpunkt  der  Mä 
miuiischcn  Uradniessuug)  ist  selnverlich  A/xuih/i,  Honderu  wahrscheinlicli 
Wdsit  bei  liaqqa.  Statt  liAiiTAUt  ist  eher  zu  lesen  BüJ|^TORi  (vergl.  die 
eben  genannt»*  Al>liandlung  p.  13,  18  u.  19). 

Zu  Anmerkung  ^:  Iiier  ist  Zeile  4  v.  o.  zu  lesen  857/ 58,  statt  857/60. 

Zu  Anmerkung  30:  Vergl.  „Zu  Art.  138." 

Zu  Anmerkung  43:  Die  spanische  Übersetzung  der  Abhandlung  *AtJ 
».  Chalafs  hetindet  sich  gedruckt  in  ilen  Libros  (h'l  mJyer  de  ft.^tr'Oiotnia 
(Madrid  1S<)3 — <)7),  V(d.  III,  p.  11 — 132:  De  cuemo  se  ileuc  obrar  con  la 
läminii  {==  mfih<t)  ntitvrrsdl.  iNalli\(».) 

Zu  Anmerkung  4():  Das  Zitat  zu  SrHiNstiiNKlDER  {Vite  di  mnkni. 
firahi  di  B.  Haldi  etc.,  p.  7i»)  bezieht  .^i<  h  auf  den  „Estratto"  (aus  dem 
Bullett.  di  l)iblit»gr.  <l.  sc.  matcm."!  vom  Jahre  1H73  in  lOH  Seiten;  es 
git'bt  aber  nocb  einen  aiidt'm  vom  .Jabre  1K74  in  10^)  Seiten;  mir  war 
nur  der  erste  bekannt,  deshali)  ist  mir  auch  die  Korrektur  A.MAUls,  be- 
tretlend  die  Prophezeiung  über  die  Dauer  der  Ucgierungs/.t  it  des  Emirs 
von  Sicilit'ii.  Ahmkd  h.  kl  H  v.san  h.  AiuL-Hoskin  entgangen.   i  Nallino.) 

Zu  Anmerkung  (iO:  liier  ist  p.  217,  Z.  4  v.  o.  zu  lesen  mn^Jaclui  iiicht 
inaiichu.  (Nallind.) 

Zu  Anmerkung  GS:  Der  lateinische  Text  der  von  Münk  zitierten  Steile 
befindet  sich  in  der  Venediger  Ausgabe  der  Astronomie  des  Alpetbaoius 
V.  J.  1531,  fol.  4'.  (Nallino.) 

Zu  Anmerkung  80:  Vergl.  „Zu  Art.  397.** 

P.  237,  nach  Z.  27  ▼.  o.  ist  einzuschalten:  'Al!  b.  Sahl  b.  abü'l- 

*ALf  B.  Sahl. 
P.  251,  Z.  21     0.  ist  sa  lesen  17  statt  16. 
P.  257,  Z.  18  T.  u.  ist  za  streichen:  *Omab  b.  Müh.  b.  GhIud. 
Als  neue  Artikel  sind  «nznschalten: 

87S*.  ZAKABtrA  B.  Müh.  b.  Maiim Cd,  Abü  Ja^jA  (auch  Abü  Müh. 
und  Abü  *AbdallAh)  EL-QAZwlNt,  ans  Qazwin  in  Persien  gebürtig,  ein 
gelehrter  Im&m  und  Jurist,  daneben  auch  bewandert  in  Geographie,  Natur- 
geschichte und  Astronomie,  Schiller  Ton  Aitn  BD-DtN  bl-AbahbI  (s.  Art  364); 
er  war  auch  Qädi  Ton  Wasi^  und  Hilla,  und  sterb  im  Mnharrem  682 
(Aprü  1283).  (SiLV.  de  Sact,  Chreslom,  arabe,  1.  Edü  T.  III,  p.  506). 
Ich  nenne  ihn  hier  nnr,  weil  er  in  seinem  Werke,  betitelt:  ki^Sb  *a§£ib 
d-madilißqät  etc.  (das  Buch  der  Wunder  der  Schöpfung  etc.)  eine  Be- 
schreibung der  Sternbilder  und  der  Mondstationen  gegeben  hat,  die  yon 
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L.  Ideleb  arabisch  mit  deatscliAr  Übeneteimg  und  reichhaltigem  Kommen- 
tar heialugegeben  worden  ist:  üntersuckungen  über  dm  ürsprwHg  und  die 
Bedeuiung  der  Stenmamen,  Berlin  1809;  das  ganae  Bach  wurde  arabisch 
heraosgegeben  von  F.  WüSTEzmcLD:  ZaKarua  b.  Muh.  b.  Uahmud  bl- 
Cazwdiis  Eosmographie.  Erster  Teil:  kitäb  'a^'ib  d^madiluqdt,  die  Wunder 
der  Schdpfbng.  GOttingen,  1849.  (Zweiter  Teil:  kUäb  dtär  d-bUdd,  die 
Denkmiler  der  Under.  Göttingen,  1848);  den  ersten  Teil  bis  auf  p.  208 
der  Textausgabe  ▼er5ffBnÜichte  anch  in  deutscher  Übersetzung  H.  £tii:6, 
1868;  p.  208—245  ebenfalls  in  deutscher  Übersetzung  J.  Ruska:  Das 
Steinbudi  aus  der  Kosmoffrapkie  des  Zakarua  b.  Mohammed,  ubersetgt  und  mit  An- 
mei^nmffen  versrhnu  <  Beilage  zum  Jahreslier.  1  ^95/96  der  prov.  Oberrealsehule 
Heideiberg.)  Das  Werk  KL-QAZ\\iNi.s  (I.  Teil)  existiert  noch  arabisch  in 
drei  von  einander  Terschieden^  Ausgaben  und  zwar:  in  Berlin  (6161  u.  62, 
unter  letzter  Nummer  in  zwei  rmvollstäuJigen  Exeinpl.);  Gotha  (1.  Ausg. 
1503—05-,  2.  Ausg.  1500  u.  07;  3.  Ausi;.  ir)()Si;  Wien  (1435—37);  in  pers. 
Übers,  betitelt  tuhf'et  cl-<jnr(Vib  (Geschenk  der  Seltenheiten)  ibid.  (1438 
u.  39),  hier  heilst  der  Verfasser  auch  noch  ki.-Kami^xi  (?);  in  türk.  Übers, 
von  EijCb  B.  Ciialil,  vollendet  977  (1570)  in  Maunifsia  und  <j;(nvidmet 
dem  Sultan  MukAn  III.,  ibid.  (1440);  Paris  (2173— 78,  Teile  davon  2179 
u.  80  und  2i'l>^,ll",  Kompendien  d<>s  Werkes  von  untriiiniintiii  Verfassern 
[vieUeicht  1.  Ausg.VJ  21H2  u,  H3,  2419,3");  pers.  ibid.  (Nr.  141  u.  142); 
Leiden  (72«,  arab.  and  pers.);  Oxford  (1,  400  u.  S<H»,  II.  2(;7);  Brit.  Mus. 
P  (Or.  373,  1371,  1021;  Addend.  5<;()3,  770(;,  Ui73S  — 40,  23504),  das 
Ms.  1021  übersetzt  i.  .T.  9.54  (1547)  für  Ibrahim  'Äüil  Sah:  Ind.  Off 
(723— 25);  München  (403—66); Florenz  (Laur.  107);  Konstant.  (2935-311); 
Kairo  (85);  u.  a.  a.  0.  Eine  pers.  Übers,  erschien  lithographiert  in  Luck- 
now,  12H3  (1800  07),  eine  andere  in  Tehersin  12r)4  (1H4S) 

433'.  'Abdei.oani  b.  Hosäm  ed-din  Ahmed,  bekannt  unt^r  dem 
Namen  Ibn  el-^Akabän1  (?)  EL-Mi.SKt,  lebt«  wahrscheinlich  in  A «typten 
und  starb  854  (14501  (Vergl.  Tat.  v.  Al<(ier,  p.  42H  und  JiuocKEi.M.vNN, 
Gesch.  d.  ftrtih.  Litt.  II,  12H).  Er  scinie}»:  (iaraih  el-funün  icv  inulah  elr 
*iijiin  ( Selt«ulieiten  der  Wissenschaften  und  Ergöt/lichkeiten  der  Augen), 
eine  elementare  Astronomie,  in  Algier  (1554),  unvollständig. 

4ö()\  'Abderrahmäx  b.  Mt'h.  EL-A('Hi)AKi  schrieb  i.  .1.  939  (1532  33) 
im  Alter  von  20  .Jahren  eine  Ar'/i'i~a,  })etitclt  d  s/rii;'/  fVilw  i^-fahijc  (die 
Leuchte  zur  Wissenschaft  der  Sphiu-e),  noch  vorlianden  in  Algier  (1451) 
mit  Komnit  iitiir  von  einem  Ungeniinnten;  sie  wurde  verötfeutlicht  mit  dem 
Kommentar  des  Sahni^n  b.  H)tmAn  h.  Soi.eimAx  b.  Ahmkd  b.  Abi  Bkkk 
EL-Meidawi  EL-WÄNSAKisi  {^\.  h.  aus  VViinsahä,  l'nuiz.  Ouarsenis,  in  Algier), 
in  Kairo  1314  (189(v97).    (Nallino.)  —  Ebenso  schrieb  er  eine  Aryüza 
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über  Arithmetik  und  Erbteihiiig,  betitelt  d-durra  d-baidd*  ß  ähsa»  d- 
funÜH  witl-asja  (die  glänzeude  Perle  Uber  die  Bcbönste  (beste)  der  Dis- 
mplinen  und  Gegenstände),  in  Algier  (399,()<'),  nur  der  Teil  über  die  Arith- 
metik. (Vergl.  auch  Haö!  Chalfa  ID,  2CK),  wo  der  Verfaseer  nur  ge- 
nannt ist  *AbdebrahmAn  el-HaörebI) 

474".  JahjA  b.  Mlh.  ij.  Mum.  u.  'Abderraiimän  el-Hattäb  (der 
Holzhauer  oder  Holzhäiidler)  el-Ro'aini  el-Mekki  (d.  h.  aus  Mekka),  ge- 
storben wahrscheinlich  gegen  das  Jahr  1000  (1591/92)'),  schrieb:  WasUc 
el-h(ll<ih  (Der  Wejr  der  Studierenden)  zur  Kenntnis  der  Verrichtungen  des 
Tages  und  der  Nacht  auf  dem  Wege  der  Rechnung,  abgekürzt  aus  der 
Abhandlung  seines  Vaters  „Ausrechnung  der  Tag-  und  Nachtzeiten,  haupt- 
eSchlich  zu  Gebettsweckeu",  in  Berlin  (5700).  Die  Abhandlung  des  Vaters 
ist  wahrBcheinlich  noch  Torhanden  in  BeirQt  (Bibl  der  kathoL  UniTera. 
Si  Joseph):  Bisäle  fi  ma'rifet  isÜchray  auqdt  d-^aldt  (Abhandlung  über 
die  Kenntnis  der  Auffindung  der  Gebetiseiten),  Ton  Muh.  b.  Muh.  b. 
'Abdebra^An  b.  Hasan  el-HattIb  Bi.-Ro*ADVt  bl-MUjkI;  das  Ms. 
wurde  i.  J.  931  (1524/25)  abgeschrieben.  (Mallino.)  —  Ferner  sdurieb 
er:  Fi  ma*fifd  isUdträ^  a*mdl  d-leU  we'l-nahdr  etc.  (Ober  die  Kenntnis 
der  Auffindung  der  Verrichtungen  des  Tages  nnd  der  Nacht  mit  dem 
Sinusquadranten,  in  Berlin  (5826);  Moektofar  ffüm  drkiaäb,  Auszug  ans 
der  mähd  d-hossab  des  Ibn  el-HA'im  (s.  Art.  423),  in  Berlin  (5983).  *) 

479*.  *ALf  B.  WELt  B.  Hamza,  aus  dem  Westen  stammend,  schrieb 
i.  J.  999  (1590/*91)  in  Mekka  ein  arithmetisches  Werk,  betitelt:  tuhfet  d- 
a'ddd  li-dat^  el-rosd  we'l-sadäd  (das  Geschenk  der  Zahlen  für  die  Ver- 
nunft und  richtige  Einsicht  Besitzenden),  in  welchem  abgekürzte  Bezeich- 
nungen für  die  Unbekannte  und  ihre  Potenzen,  für  die  Operations- 
zeiehen  etc.  Torkonunen,  und  zwar  noch  in  etwas  an^^ehnteram  Malse  als 
bei  BL-QALA^lDt.  Ein  Ms.  dieses  Werkes  erwarb  der  Gelehrte  SAli?  ZbeI 
Efend!  auf  dem  groCsen  Bazar  in  Konstantinopel  i.  J.  1888.  Derselbe 
Gelehrte  (vgl.  seinen  Artikel:  NotaHm  algcbrique  che»  les  OrieniaiLc^  im 
Jonrnal  asiatique  lle,  1898,  fand  kürzlich  in  der  Bibliothek  Mustafas  HI. 
in  Konstantinopel  eine  Algebra  eines  unbekannten  Autors,  Terfiifst  L  J.  884 
(1430/31),  also  sehr  wahrscheinlich  vor  dem  ka^f  d-a8rdr  des  Oala^AdI, 
in  welcher  diese  ahgekünte  Beoeichnnngsweise  noch  yiel  weiter  durch- 
geführt  ist*  Man  vergleiche  für  Näheres  die  für  die  Geschichte  der 
Algebra  sehr  interessante  Abhandlung  im  Journal  asiatique. 


1)  Ahlwaidt  hat  im  Berliner  Kat.  drei  Tenehifidene  Angaben:  Nr.  6700  „o.  1000**, 
Nr.  5826  „geilten  das  Jahr  1060  am  Loben'',  Nr.  6988  HKWfe.  nach  998.** 

2)  Hier  hat  der  Yerfaiser  noch  den  Ehrennamen  Saiuf  sd-dIs. 
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487".  'Abdel^aqq  BL-GÄFK^t  EL-IsniiJ,  Abi^  Muh.,  bekannt  unter 
dem  Nameu  lux  el-Ha'im,  wahrscheinlich  in  Sevilla  lebend,  verl'afste 
astronomisch -chronologische  Tafeln,  betitelt:  d-zig  el-kämU  (die  voll- 
kommenen Tafeln),  oder:  el-kdmil  f'l'l-tanUm  (das  Vollkommene  fÖr  die 
IJelelirungen),  noch  vorhanden  in  Oxford  (11,  285),  in  welchem  er  die 
Fehler  der  Tafeln  des  Iün-el  Kemad  (s.  Art.  4H7)  zu  verbessern  versucht 
hat.  —  Haöi  Chalfä  III,  öGÜ  nennt  ihn  Abr  r.  Hasan  b.  'ABOEFJjAQQ 
Kl.  'AxK/i  (sie!),  bekannt  unter  dem  Namen  lux  kl-IIa  im  el  IsbiiJ.  Er 
fülu-t  ferner  an,  dafs  der  gröfste  Teil  der  Tafeln  rl-HKxjtahds  (wahrschein- 
lich andere  spätere  als  die  gleichbonannten  des  li$x  el-Kemäd)  dem  ol)en 
genannten  Werke  des  Ibn  el  IIa'im  euluomuien  sei.  Es  wäre  selir  zu 
wilusi-heu,  daiüs  das  Oxforder  Ms.  einuiai  etwas  gründlicher  untersucht 
würde. 
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Die  (ifsrlnchtsschrfiljuntr  <I<'i"  Arathematik  ist  in  doii  leUl<^n  Jalu-zolinten 
zu  einem  liiiniiielaustrebenflon  J5au  irfworden.  In  vorliegender  Arbeit  wollen 
wir  versuflicn,  ihn  mit  einem  neuen  Standhilile  zu  S(;limncken  und  einem 
Manne  den  Platz  anzuweisen,  der  ihm  im  Rahmeu  eine?;  glänzenden  Jahr- 
hunderts mathematisiher  Forschung  gebührt.  Dieser  Manu  ist  Antoiiie 
Arnauld,  der  groise  A  mau  Id. 

Ermutigt  werden  wir  zu  nnserm  Untemehmen  durch  die  Worte  dessen, 
der  jenen  stolzen  Bau  geschaffen:  Moritz  Tantor  schlir-f^t  das  Vorwort 
zur  zweiten  Auflage  seiner  monumentalen  „Von'rsin/r/iN  iihcr  (itscliic/ifr  drr 
MaUirhidiil'"  Bd.  T  mit  dem  Wunsche:  „dafs  (ihrrtnals  hckc  iokI  immn' 
neue  l^littirbt  itt  v  fiits  Feld  unizuffmbrn  und  £i(  hchducn  si<'h  fiudoi  mögen. 
Noch  ist  CS  hei  ueitcm  nicht  erschöpft,  noch  lohnt  auf  ihm  die  Arhni." 

In  Caniors  genanntem  Werke  wird  Antoine  Arnauld  Hd.  III  S.  307 
im  Verlaute  der  Darstellung  einer  Kontroverse  zwischen  Leihuiz  und  (Juido 
Orandi  über  die  Ordnungen  des  Unendlichkleinen  erwähnt.  Das  Bewiifst- 
sein,  dals  .Xntoine  Arnauld  ein  grofser  Mathematiker  gewesen,  ist  der 
Litteratui'  nie  ganz  verloren  gegangen.  Wir  tiiideu  z.  B.  in  E.  (luhr- 
auers  Leihnizldographie  Arnauld  als  Matiiematiker  bezeichnet.  Aber  worauf 
sich  dieser  Ruf  ginindet,  ist  heute  fast  ganz  vergessen,  was  Arnauld  auf 
dem  Gebiete  der  mathematischen  Wissenschaffen  geschrieben,  verscholleD. 
Nicht  nur  bei  seineu  Landsleuten  Bossut  und  Chasles  wird  Arnauld  über- 
haupt nicht  genannt^  sondern  auch  Poggendorffs  „Biographisch-Lüterarisehes 
Hafidicörterhuch  zur  Gesdiichir  der  exakten  WissmschafUn*'  versagt  vollständig. 
Vergeblich  wird  man  den  Namen  Arnauld  suchen.  Man  ist  versucht,  auf 
die  Leistungen  dieses  Mannes  innerhalb  der  exakten  Wissenschaften  das  Wort 
anzuwenden,  das  einst  Menage,  der  französische  7am  fliebielmteii  Jahr 
hunderts,  wie  man  ihn  wohl  nennt,  an  der  Spiise  «in«  Epigramms  im 
Jahre  1679  in  jrKiamlichmn  Sume  Ton  Arnauld  ansspraoli:  „AhdiliM  «n 
«eweM  mtus  (lui  Mo  in  or^*  Diese  Vergesseobeit  ist  um  so  unverdienter, 
ab  Arnauld  an  sahlreichen  und  versohifidfinen  OegenstHnden  der  Mathe- 
matik sein  Interesse  bethitigt  bat.  Auf  dem  Gebiete  der  Philosophie  der 
Mathematik  und  ihrer  Methoden  begegnen  wir  ihm  als  Schriftsteller;  an 
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/.alilenllieoretischen  Problemen  hat  er  seinen  Scharfsinn  versucht;  in  der 
Behandlung  fler  Grim<lhigon  der  Geometrie  hat  sein  Auftreten  sogar  Epoche 
gemacht;  wir  werden  zeigen,  daßs  er  der  Mittelpunkt  geworden  ist,  nach 
welchem  gewisse  Richtungen  konyergieren,  die  durch  diesen  Mittelpunkt  erst 
gewürdigt  werden  können  und  durch  ihn  ihren  festen  historischen  Zusammen- 
hang erhalten.  Abgesehen  von  seinen  originellen  Gedanken  hat  er  sehr  zur 
Erlftutemng  und  Yorbreitnng  neuer  und  wichtiger  Ciesichtspnnkte  beigetragen. 

Alle  diofle  Verdienste  Arnaulds  reohtfertigeo  unsere  Absidit|  in  einer 
Monographie  sem  Yerhlltnis  su  den  mathematfadimi  Fragen,  wvlolie  snne 
Znt  bewegten,  und  seine  Arbeit  auf  diesem  Boden  eingehend  ond  ersohSitfend 
ta  behandeln.  Haben  doch  alle  die  grofiwn  MatiMmatiker  des  riebsehnten 
Jahrhunderts,  gerade  auch  jene,  welche  Frankreich  die  Hegemonie  in  der 
Mafhemätilc  bis  cum  Auftreten  von  Leibnis  und  Newton  sidierten,  in 
Einieluntersncbongen  ihre  soigfUtige,  ja  liebeTolle  Erforschung  gefunden. 
Wir  denken  hier  an  Descartes,  an  die  Arbeiten  Poudras  tiber  Desargues, 
0.  Henrys  Ober  Mjdorge,  Paul  Tannerys  Aber  Fermat,  an  den  Auf- 
sats  M.  Gantors  in  den  Rrmßi8€km  JfakrUidtem  XXX  212 — 287  „Naise 
Paaeaf^  endlich  an  Lehmanns  Programmabhandlung  Aber  De  la  Hire. 

Bevor  wir  aber  die  inhaltliche  Wftrdigung  Ton  Arnanlds  speziell 
mathematischen  Sehriftm  in  Angriff  nehmen,  haben  wir  sein  Leben  knn 
au  skisneran,  seinen  philosophischen  Standpunkt  zu  kennzeichnen  und  seine 
Beiiehangen  zu  den  grofsen  Zeitgenossen  etwas  ausführlicher  darzulegen, 
um  ein  Oesamtbild  der  Lmstungen  dieses  vielseitigen  Ödstes  zu  erhalten. 


Erstes  Kapitel. 

AraauldB  Leben,  sein  philosopluseher  Standpunkt 
und  seine  Beadehnngen  zn  den  grofisen  Zeitgenossen. 

Antoine  Arnaülds  Leben  fKllt'  zum  gröfsten  TmIc  in  das  goldene 
Zeitalter  seiner  Nation  unter  Ludwig  XIV.  Er  selbst  ist  eine  der  hervor^ 
ragenden  üidiTidualitttten,  welchen  es  die  franzönsche  Oeschicbte  zu  ver^ 
danken  hat,  dafii  sie  jenen  ZeitalMchnitt  nicht  nur  auf  politischem,  soadem 
auch  auf  reUgiOsem  und  litterariscbem  Oebiete  ate  einw  grofiHurtigen  be- 
zeichnen darf.  Den  Namen  tjSkr  grof$e  Arnauld*'  hat-  er  sidi  durch  smne 
theologischen  Kämpfe  sowohl,  wie  durch  sone  hervorragende  Teilnahme  an 
den  philosoplnsohen  Bewegungen  und  am  Geistesleben  seiner  Zeit  übeibaupt 
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ens'orl)»'!!.  (!t'l)()rHn  am  (>.  Februar  Kill'  zu  Paris  als  Sohn  Atitoinc  Ar- 
naulds,  fiiH'S  Itec^hsgelflirtfu  un<l  < iciifi alprokiirators  dt-r  KrmiL'ifi  Katharina 
von  Modici,  crliiflt  er  spinf  Wissenschaft lirhe  Vorhil'hmg  am  KoHegitim  l'alvi- 
8(>rh(juiU',  einen  propädeutisch -philosciphischen  Kursus  ahsolviorte  er  an  der 
An5?talt  von  Lisieiui.  Im  .lahro  lG3o — 30  sehen  wir  ihn  als  Itaicalaureus 
ih(U'h-lkr)  der  Pariser  üniversitilt.  Wetren  seiiuT  hervonaf,n'nden  Ikgälmng 
erhielt  er  bald  die  Erlaubnis,  sein  Domi/i!  in  der  Sorbonne  aufzuschlagen 
(Jiospcs  sorbonicHs).  Den  Urad  eiues  Doktors  der  Sorbonne  erlangte  er  nach 
feierlicher,  öffentlicher  Verteidigung  seiner  Thesen  im  Jahre  1641.  Kine 
solche  Disputation  war  ein  glänzendes  Ereignis  im  Leben  der  Universität; 
wenn  die  Anzahl  der  bacheliers,  die  daran  teilzunehmen  hatten,  grofs  war, 
nahm  die  Feierlichkeit  durch  die  sich  rasch  folgenden  Einwürfe  und  Ver- 
teidigungsgründe der  (iegner  oft  einen  sehr  lebhaften  Charakter  an  und 
hielt  die  sich  Messenden  fortwährend  in  Atem. 

Durch  die  Gegenwart  der  höchsten  Beamten  des  Staates  und  der  erst^^n 
Diener  der  Kirche,  sowie  hervorragender  Gelehrten  erhielt  der  Akt  seine 
Weihe.  Arnaald  verteidigt  in  überaus  glänzender  Weise  seine  Thesen; 
er  überraschte  die  Anwesenden  usque  ad  stuporem.  Seine  thats&chliche  Auf- 
nahme in  die  Gemeinschaft  und  die  Rechte  der  Sorbonne  erfolgte  aber  erst 
1643  {sodm  iOftomcw),  da  eine  der  Vorbedingungen  eine  philosophische 
VorlMiuig  war,  welohe  Arnauld  in  der  Folge  am  Kollegium  von  Mans 
hielt.  Zu  seinem  Bchlllem  daselbst  gehörte  auch  Pierre  Barbay,  später 
Pkofessor  der  Pariser  TTiiiTenitKt,  der  sich  durch  «ixieii'  OommeiMn  laM» 
mr  touU  IhUosophie  dTArisMe,  Paris  1680,  6  toIs  in  13*  bekannt  machte. 
Die  Vorlesungen,  die  dieser  Meam  hielte  und  die  damals  groAen  Bmfiül 
fluiden,  wann  grOTstenteHs  eine  Beproduktion  der  {MUisr  bd  Arnauld  go- 
hfirten.  Die  Doktoroi  der  Sorbonne  wollten  Arnauld  swar  T<m  seiner 
praktisch-pädagogiachen  Verfdiditnng  dispenneren,  aber  der  ir«^tJ™«J  Riche- 
lieu setite  jenem  Venoche  sein  Veto  entgegen,  mewohl  er  Arnauld  ge- 
wogen war;  bei  seinem  lotsten  Besuche  in  der  Sorbonne  kun  vor  seinem 
Tode  hatte  der  Kardinal  Arnauld  in  seinem  Studiendmmer  angesucht  und 
ihn  zu  dsm  Erfolg  seiner  Studien  beglllckwtlnscht  Schon  in  diese  firlihe 
Zeit  fUlt  der  Anstob,  welcher  fBr  Arnaulds  ganse« Bichtang  ausschlag- 
gebend war.  Du  Verger,  der  bertthmte  Abt  von  Saint-Oyran,  hatte  Ar- 
nauld der  Theologie  sugeAhrt  und  ihm  die  Schriften  des  U.  Augustinus 
empfohlen.  So  war  es  kein  Wunder,  dafo  dar  junge  Theologe  sich  mBditig 
SU  den  Lehren  des  J ansenius  hingesogen  ffthlte,  als  1640  dessen  „AuguBUmuf 
erschien.  Aber  mit  diesem  Hinneigen  sum  AuguBtinismus  war  auch  uuTeiv 
meidlich  der  Kanq^  g^n  die  diametral  entgegengesetEte  Denk-  und  Hand- 
lungsweise Terimflpfb:  der  Kampf  gegen  den  Jesuitismus,  ein  Kampf,  den 
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Sffnetc  und  der  sich  ditrdi  sein  ganzes  Leben  hinziehen  sollte.  Man  mochte 
ghiuben,  dafs  unser  Arnauld  die  Abneigung  gegen  don  Orden  des  Igna- 
tius V.  Loyola  von  seinem  Yat^r  überkommen  ha!  )  ,  der  sich  durch  eine 
im  Jahre  1594  vor  dem  l'urlamont  im  Namen  der  Universität  ffegen  die 
Jesuiten  gehaltene  Klagerede  einen  Namen  gemacbt  hatte,  [m  Jahre  1644 
hegann  Arnanld  für  Jansenius  zti  schreiben  Die  Jesuiten  hatten  es 
unterdessen  dahin  gebracht,  dab  Arnauld  nadi  Rom  zitiert  wurde,  aber 
Parlament  und  Sorbonne  widersetzten  sich  dieser  Zitation,  die  nach  den 
Landesgesetzen  nieht  zulAssig  sei.  Damit  wurde  die  Sache  des  feurigen 
Verteidigers  seiner  tHier/eugung  eine  öffentliche  und  er  selbst  zum  Wort- 
führer und  Haupte  der  .^;in<' nisten,  jener  Partei,  welche  in  Frankreich  eine 
Reformation  innerhalb  der  Kirche  erstrebte.  Wir  bemerken  nur  noch)  daüs 
Arnauld  im  Verlaufe  der  Streitigkeiten  1656  von  der  Sorbonne  aus- 
geschlossen wurde,  weil  seine  Ansicht  gegen  das  Unfehlbarkeitsdogma  sn 
verstofsen  .'schien;  mit  ihm  wurden  die  siebzig  Doktoren  ausgeschlossen, 
welthe  für  den  Beschuldigten  gestimmt  hatt<»n.  Für  die  genauere  Komitnis 
dieser  Kämpfe  verweisen  wir  auf  Kuno  Fischers  eingebende  Darstellung 
Bd.  I  S.  138  seiner  „Geschichte  der  neueren  Phüasophit". 

Was  uns  aber  in  dieser  fiHhen  Periode  seines  Lebens  besonders  inter- 
essiert, das  ist 

Arnaulds  Stellung  zu  Descartes  und  znm  Gartesianismns. 

Descarfes'  „Mcdiiatiotirs  d<  ftrima  philDSophia"  erschienen  im  Jahre 
1041.  Schon  l(iH7  hatte  er  sein  erstes  Werk  voröflVntlicht:  Dufcourfi  de 
In  mcihodc .  hi  Dioptriqnc ,  Irs  ]\[f'i/'otrs  <i  hi  (ivom'iric.  Die  drei  letzteren 
Abhaiidlnngen,  von  denen  die  ,.(r'  'i»i'  h  ir"  als  ( !niii(ll<'L,rniiiT  analytischen 
Geometrie  und  der  Lehre  von  den  ( !lti(lniii;.'iii  in  der  < iesiliithfe  der  Mathe- 
matik eine  so  hervorragend i-  Stellung  einnimmt,  waren  Probiersteine  für 
seine  Methude,  wie  der  „Di^'^imirs  de  in  nif'thf^dr"  von  dem  ganzen  System 
eine  l'riihc  i^nben  sollte.  Ur  wird  tliatsiu  lilicli  als  die  Logik  desselben  Ije- 
irarlitet.  Srhon  hier  waren  die  Ilauptfrageu  der  „MtdUntionvfr:  iuA\  und 
das  Verhältnis  des  (ieistes  zum  Köriier  l)ehandelt.  aber,  wie  di-r  Philosoph 
selbst  in  der  Vorrede  d<'s  Werkes  sagt«',  nur  im  Voriilicrgfhon.  um  aus  dein 
Urteil  darüber  zu  ertalireu,  ob  er  seine  (iedanken  sjiaicr  in  eingeliender 
Begründung  veWiffentliehen  solle.  Diese  Aufgabe  erfüllten  die  ^.MedUatiottcn". 
Descartes  hat  darin  alle  ( hundhegi-itte  seiner  Metaphysik  und  seiner  Physik 
vereinigt.  Die  Ilauptfruehl  seiner  Wissenschaft  liehen  Mufse  in  Holland  schätzte 
Descartes  selbst  sie  unter  allen  seinen  Werken  am  höchsten.  Getreu 
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dem  Wort*!  des  Horaz  „nonuntque  })remalur  in  nnnuni"  liatto  er  zehu  Jahre 
in  einer  der  Wichtigkeit  des  Gegenstaud<  s  entsprechenden  Weise  daran  ver- 
vollkommnet nud  ilinen  die  ganze  Vollendung  ant'geprilgt,  die  er  zu  gelten 
verstand.  ( ileichwolil  lieturchtete  er,  dafs  die  Neuheit  seiner  Methode  und 
die  üherrase.iieuden  Aushlicke  darin,  dann  auch  die  Feinheit  der  (tedanken- 
günge  zu  stark  wirken  könne,  und  so  entschlofs  er  sich,  dieses  Werk  zuerst 
in  lateinischer  Sprache  zu  veröffentlichen.  Aber  noch  nicht  genug  damit, 
wolHe  er  eine  ganz  kleine  Anzahl  von  Exemplaren  drucken  lassen,  um  sie 
vor  der  eigeutlicJu'ii  I'ublikation  an  die  feinsinnigsten  Philosophen  und  Meta- 
physiker  zu  vei-sendeu  und  deren  Urteil  zu  hören.  Ks  war  nicht  seine  Ab- 
sicht an  seiner  Arbeit  etwas  zu  lindern,  da  dies  den  Gang  und  die  Kraft 
seiner  Darstellung  zu  sehr  beeinträchtigt  hätte,  sondern  er  wollte  die  Ein- 
würfe zusammen  mit  seinen  Erwiderungen  darauf  seinem  Werke  naehdrucken 
lassen,  damit  es  sehon  kritisiert  vor  das  gelehrte  Publikum  hinträte.  Da 
er  es  dann  aber  weder  nicht  für  angemessen  hielt,  jene  beabsichtigte  kleine 
Auflage  in  Holland  drucken  zu  lassen,  sandte  er  eine  Kopie  des  Manuskripts 
an  seinen  Freund,  den  Pater  Mersenne,  nach  Paris;  er  fügte  bei  l)  die 
Einwürfe,  die  ihm  sehon  der  (Jelehiio  Carterus  oder  Caterus  aus  Alk- 
mSLur  gemacht  hatte,  da  dieser  Teil  als  Vorbild  für  künftige  Peurteiler 
dienen  und  Wiederholungen  vermeiden  sollte,  2)  eine  Widmung  an  die 
Doktoren  der  Sorbonne  und  ii)  einen  kur/eu  Abi-Lfs  von  sechs  Meditationen, 
welchen  er  auf  Bitten  Merseuncs  vertatst  hatte,  um  die  Prüfung  seiner 
Schrift  /u  erleichtern.  Descartes  legt«  seinem  Freunde  ans  Hera,  sein 
Manuskript  nur  Leuten  in  die  Hände  zu  geben,  die  befUhigt,  nicht  von 
Schulvorurteilen  befangen,  deren  Triebfeder  nicht  Neid  und  Eifersudit, 
sondern  Liebe  zur  Wahrheit  und  der  Ruhm  Gottes  bei  der  Bearteiliing 
wäre;  er  wollte,  kurz  gesagt,  ein  yerständnisvolles  und  objektiY68  ürtoil 
haben.  Für  Mersonne  war  es  nicht  leicht,  die  geeigneten  Pendnlidikatok 
zu  finden,  keiner  wollte  ihm  sein  Urteil  schriftlich  geben.  MttrtttBlie  war 
also  genötigt,  selbst  zu  Papier  ra  bringen,  was  er  von  PhiloiO]^en  und 
Theologen,  die  er  befragt  hatte,  von  deren  Anncht  BittaadÜflh  hörte.  Des- 
cartes antwortete  darauf  und  legte  Moner  Antwort  eine  erlintemde  Sciaift 
bei:  ,Jiai8ons  pour  promer  Vestlskmee  ds  Die»  d  1a  dMindion  «ju»  eri  mOre 
Vetgrit  et  le  wrps  humam  diepoeSe  d^um»  wumH^c  gcomärique.** 

Bald  darauf  sandte  Horsenno  die  drei  Einwürfe  an  Descartes,  die 
d«r  MigHudw  PbUoeoph  Hobbes,  der  damals  in  Paris  lebte,  Terfikfirt  hatte, 
md  maohte  ihm  Hoflbiuig  auf  solche  von  Mitgliedern  der  Sorbonne;  aber 
anber  sinetm  jungen  Doktor,  weldier  einst  mit  viel  Vergnügen  Descartes' 
JBBtaiB  de  la  fModtf*  gelesen  liatto,  fimd  «ich  niemand,  der  Hersennes 
Veriaagen  erflUlen  nnd  sich  sn  einem  Urteil  über  die  ^edüMioimf*  des 
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damals  achoa.  berühmt  werdenden  Philosophen  aii£Bcliwingen  wollte.  Es  war 
dies  unser  Aman  Id.  Er  war  damals  achtondzwanzig  Jahre  alt  und  Des- 
earies  hätt«  sich  fast  wieder  über  die  Jugend  seines  Gegners  getäuscht, 
wie  es  ihm  trotz  seines  Scharfblickes  einst  mit  dem  Verfasser  des  „Tratte 
des  coniques"  ergangen  war,  als  ihm  der  jugendliche  Pascal  seine  Arbeit 
übersandte.  In  dem  Briefe  an  Mersenne,  wehiher  seinen  Einwürfen  vor- 
gedruckt ist,  legt  Arnauld  mit  grolser  liescheidenheit,  !il)er  ebenso  feiner 
Durchdringung  des  Stoffes  dar,  was  ihm  bei  der  Lektüre  der  ,J£edUaUonm" 
als  auf/reifbar  erschienen  war: 

Zunächst  bemerkt  er,  daCs  Descartes  für  die  Existenz  und  Natur 
der  menschlichen  Seele  densellii'u  licwoisgang  eingeschlagen  habe,  wie  der 
hl.  August  in.  Er  macht  über  denselben  Gegenstand  noch  weitere  Be- 
merkungen, aber  mehr  um  ihn  zu  stützen  und  zu  durchleuchten,  als  um 
ihm  Schwierigkeiten  zu  l)ereiten.  Kiidlich  gesteht  er  unumwunden  zu,  dafs 
der  kurze  Abrifs  der  snhs  „Meditationen"^  von  dem  wir  oben  spracheu, 
aulser  dem  Lichte,  wel^'he^,  er  auf  die  giinze  Arbeit  fallen  liefse,  gerade  in 
obiger  Frage  zur  Hebung  der  Schwierigkeiteii  diejenigen  (minde  enthalte, 
welche  sich  auch  ihm  aufgedrilugt  hätten.  Weniger  gefällt  ihm  die  Art, 
wie  Descartes  die  Verschiedenheit  des  Geistes  vom  Körper  abgeleitet  hatt«*. 
Was  ohne  die  Idee  eines  andern  i)inges  klar  und  deutlich  gedacht  werden 
könne,  existiere  auch  ohne  das  letztere  und  vollständig  unabhängig  von  ihm, 
so  hatte  Descartes  gelehrt.  Arnauld  tindet  diesen  Schlui's  nicht  ganz 
richtig.  Er  führt  dagegen  geometrische  Beispiele  ins  Feld;  man  könne  sich 
ein  rechtwinkliges  Dreieck  voi-stellen,  ohne  den  pythagoreischen  Satz  zu 
kennen;  während  letzterer  doch  geradezu  als  Definition  zu  (inmde  gelegt 
werden  könne.  Mau  könne  sich  ferner  eine  Dimension  ohne  die  andere 
denken,  während  sie  in  Wirklichkeit  doch  immer  alle  drei  zusammen  vor- 
kämen. Descartes  müsse  auch  seinen  methodischen  Zweifel  noch  klarer 
stellen,  damit  ihm  seine  Absichten  nicht  mifsdeutet  würden,  und  wo  er  vom 
Irrtum  handle,  sei  das  intellektuelle  mid  das  moi-alische  Element  scharf  zu 
trennen.  Wir  dürfen  auch  hier  wieder  auf  Kuno  Fischer  verweisen  (1.  c. 
8.  407).  Baillet  erzählt  in  seinem  „Lehm  Descartes"',  dafs  Arnaulds 
Einwürfe  dem  Philosophen  als  die  emstesten  erschienen;  noch  nie  habe 
er  einen  geschickteren  und  gerechteren  Gegner  gehabt  als  diesen  jungen 
Gelehrten,  welcher  aullser  tiefem  Wissen  in  seinen  Gedankengängen  eine 
wattewKritoofte  S^tOrß  md  SehtUchkeit  zeige.  In  diesem  Sinne  schrieb  Des- 
cartes an  MertCBiie.  Audi  yon  der  milden  und  achtungsvollen  Weise, 
in  der  er  aem»  Bemüriniiigeii  vorgetragen  hatte,  war  Descartes  sehr  an- 
genehm berahrb  Li  seiner  Antwort  ging  dieser  mir  avf  den  ersten  Ponkt 
sehr  eingehend  ein;  hinsichtlich  des  xweiten'  antwortete  er  aaswokliMid: 
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„je  tdcherai  pluiöt  d'ivUer  les  «oifps  tpie  de  m*oppo8er  diredement  ä  leur 
vxolence  imitant  ceux  qui  ont  d  foke  d  un  trop  fort  adversaire."  Descartes 
hätte  gewünscht,  dafs  Arnaald  noch  vor  dem  Drucke  seine  gesamte  Ant- 
wort erhalten  hätte,  aber  Mersenne  konnte  dies  nicht  ermöglichen;  in  dem 
liricte  an  Voetius  vom  13.  Dezember  1642  erzählt  ersterer,  dafs  er  bei 
dem  V'crfassfr  der  vier  Einwürfe  (ArDaiild)  angefrafift  habe,  ob  jener  noch 
etwas  zu  erwideru  habe.  Er  habe  «lif  Antwort  bekommen,  dafs  derselbe 
vollkommen  von  Descartes'  Entgegnung  befriedigt  sei;  ja  dafs  er  in  einer 
philosophisclien  Vorlesung,  welche  er  zwei  Jahre  /.uvor  zu  halten  gehabt, 
ganz  ähnliche  Prinzipien  vertreten  und  vor  feierlicher  Versammlung  verteidigt 
habe.  Offenbar  sind  damit  Arnauld.s  Thesen  gemeint,  von  denen  wir 
später  noch  zu  rwien  haben  werden.  Durch  die  Anerkennung,  welche  Ar- 
nauld  im  übrigen  seiner  Metaphysik  zollte,  fühlte  sich  Descartes  sehr 
ge.schmeichelt ,  ein  Beweis,  wie  hoch  er  Arnauld  stellte;  in  einem  Briefe 
vom  Februar  l()-i"J  schreibt  er  an  die  Brüder  vom  Oratorium:  tPai  beau- 
coup  de  satxsfdctioH  de  cc  quc  <r  ,sö/(^  (es  ])lus  (frands  hommes  et  les  meil- 
leurs  esprits  qui  gnutent  et  f'avorisent  mes  opiuions,  .  .  .  et  Inen  qu'il  n'y 
(lit  pas  longtemps  quc  M.  Arnauld  soit  doeteur,  je.  ne  laisse  pas  d'estimer 
pius  son  jugement  quc  cdui  d  une  moiiie  des  andens."  (ierne  hätte  er  mit 
dem  ihm  sehr  .sympathischen  Manne  korrespondiert,  aber  Arnauld  war  um 
diese  Zeit  schon  zu  sehr  in  seine  theologischen  Kämpfe  verwickelt.  Nie 
hörte  der  Philosoph  auf,  Arnauld  zu  schätzen,  wie  folgende  Briefstelle 
beweist,  die  er  drei  Jahre  später  an  Abbe  Picot  schrieb:  „La  disgrdce 
de  M.  Arnauld  me  touvhe  d'avantage  que  les  micnnes;  car  je  le  compie  au 
nombre  de  ceux  qui  n\e  veulent  du  hien  et  je  crnins  (tu  contrairc  que  ses  en- 
nemis  ne  soieul  nussi  /u/ur  la  plupart  les  miens."  Auch  Armiuld  war 
Descartes  stets  ergeben,  und  als  letzterer  im  -Tahre  1618  nach  l'aris  kam, 
liefs  er  ihm  durch  einen  seiner  Schüler  tirülse  ül)erbringen  und  ihm  seine 
Dienste  anbieten.  Aber  noch  einmal  kamen  die  beiden  grofsen  Männer  in 
Berührung.  Als  im  Sommer  1648  Descartes  seine  letzte  Reise  nach  Paris 
machte,  erhielt  er,  wie  Baillet  erzählt,  am  15.  Juli  einen  Brief,  worin  ein 
gelehrter  Mann,  ohne  sich  zn  erkennen  zu  geben,  ihm  verschiedene  schwierige 
Punkte  bezüglich  seiner  Lehre  vom  Vacuum,  der  Seele  und  der  Ktirtani 
Gottes  zur  weiteren  Auf kl&nmg  unterbreitete.  Descartes  ersah  «nf  Ldialt 
und  Stil  des  Briefes,  dab  er  es  mit  einem  tiefen  Denkor  und  Umi  wohl- 
gesinnten Manne  zu  thon  habe;  es  wnrde  bei  ihm  dadurch  der  Wunsch  rege, 
den  Unbekannten  tonen  %a  lernen  und  lich  seinor  Untnrfaaltong  m  erfirenen. 
Er  schrieb  ihm,  jener  n^ge  eine  Zusammenkunft  Tsranstalten:  ,,ear  m  peut 
dgir  pku  vSummii  pm  faftrw  mte  emis  gni  oüimmd  la  dispute,  motfs  powr 
emt  qui  ne  dierdtmit  que  Ja  vMtS  Venirevue  et  la  vhe  «ote  mm#  beaueovp 
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plut  commodes"  Descartes  hatte  auch  in  Paris  mit  Boberval  schlimme 
Erfahrungen  gemacht;  ihn  ztthlte  er  zu  den  Lieuten  aiment  la  dispute. 
Dieser  Mathematiker  hatte  als  hartnäckiger  und  bösartiger  Qegner  seiner 
Physik  den  grofoen  Philosophen  in  Paris  unaufhörlich  verfolgt  and  neh 
keine  Gelegenheit  entgehen  lassen,  um  ihm  in  banchem  Tone  zuzusetzen 
oder  ihn  wo.  httnseln,  und  dies  hatte  nicht  zum  wenigsten  die  baldige  Ab- 
reise Deseartes  aus  Paris  veranlalst. ^)  Jener  Unbekannte  schien  ihm 
sympathischer  zu  sein.  Die  Untarredong  aber  kam  nicht  zustande,  da  jener 
sein  Incognito  nicht  verlassen  wollte.  Am  39.  Juli  sandte  ihm  Deseartes 
seine  Antwoi-t,  gesdmieichelt,  daCs  es  sogar  bedeutende  Anhänger  seiner 
Philosophie  gäbe,  die  er  nicht  einmal  mit  Namen  keone.  Wir  wiasen  heute, 
dafs  jene  Persönlichkeit  Arnanld  war,  nie  er  in  den  Bemerkungen  selbst 
erzählt,  die  sich  von  seiner  Hand  in  einem  Exemplare  von  Baiilets  „Tie 
de  Deseartes"  finden. 

Auch  nach  Deseartes'  Tode  blieb  Arnauld  der  Cartesianischen  Philo- 
sophie treu;  er  machte  sie  oft  zum  Gegenstand  seiner  Unterhaltung,  so 
besonders  als  er  auf  dem  Schlosse  des  Herzogs  von  Lnynes  zu  Besuch 
weilte,  der  selbst  ein  solcher  Bewunderer  der  „Mediiaiionm"  war,  dafs  er 
sie,  wie  bekannt,  ins  Latoinische  übersetzte.  Auch  ein  wissenschaftliches 
Gesprileh  mit  dem  Herzog  von  Liancourt  über  denselben  Gegenstand  bat 
sieb  erhalten  {^Memoires  de  M.  Fontaine  Tom.  ü  pag.  .52).  Am  besten 
kenir/eiclinen  wohl  Kuno  Fischers  Worte  Aruaulds  Stellung  zum  Car- 
tesianisiinis:  ..Bei  der  Verbindung ,  dir  später  ztci'Schen  der  Cariesiiini.-«-/irn 
l*hUos(>}>hir  und  den  Junsniistm  von  l'nrl  roj/al  st(difand,  darf  Arnauld 
als  Mitti/i/lied  und  J-u/inr  (jeltm."  Diese  Verbindung  zweier  mächtiger 
Geistesfakloren  zog  Arnauld  viele  Streitschriftcin  zu;  aueh  aus  dem  Lager 
seiner  eigenen  Partei.  rnt*?r  den  Gegnern  des  Cartesianismus  waren  be- 
sonders leidenschaftlieh  De  la  Ville  und  Le  Moine;  gegen  letzteren  sehrieb 
Arnanld  unter  dem  Namen  Davy,  den  er  später  in  Holland  führte.  Bitter 
eiiiptand  es  sein  Gereehtigkeitsgefühl ,  als  Deseartes'  „Meditationen"  auf 
den  römischen  Index  gestitzt  wurden  (^iJekret  vom  20.  Nov.  H><>3);  während 
die  Gegeusckrift  (tassendis,  der  sieh  mit  aller  Macht  bemühte,  gerade  die 
im  vollen  Einklang  mit  der  Kirche  betindlichen  Prinzipien  zu  vemii;hten, 
oder  die  „Censura  philosophiae  Cartesianue"  des  Materialisten  Huet  völlig 
unbehelligt  geblieben  seien.  Mit  Keelit  müsse  man,  um  konsequent  zu  seiu, 
dann  auch  Sylvain  Kegis"  Gegenschrift  gegen  Huet,  welche  1G91  unter 
dem  Titel  ,J{^jxmse  au  Lwre  qui  a  pour  tUre:  P.  Dan.  Muetii  üuesson, 

1)  Über  das  Verhältnis  Deseartes'  und  Robervals  siehe  auch  Leibnix 
„Heniarqiies  mr  l'abr^gi  de  la  Vit  de  M.  Deseartes"  in  der  Ausgabe  Ton  Pouch  er 
de  Careil. 
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tfiae,  dengnat  CtHSwra  I%ä08Cpkiae  Cartesianael"  der  Zeaanr  unterwerfen. 
Arnanld  erwftlmt  bei  dieser  Gelegenheit  in  seinem  Briefo  XGEV.  der  Ge- 
ntttttaugahe  jenes  seltene  Schriftcheii  Descartes'  geg«n  Beging  JtMae 
in  programma  quoddam**,  und  dafs  es  iiiit  dem  Zusatz  „donec  oorr^/atwf'* 
auf  den  Index  gesetzt  gewesen  sei.  Wichtiger  als  alle  diese  Einzelheiten 
ist  wohl,  dafs  Arnauld  in  einem  Lelirbuehe  der  Logik,  auf  das  wir  nooh 
in  dem  spe&eU  niathematis<-hen  Teile  unserer  Arbeit  ausführlich  zu  sprechen 
kommen  werden,  zur  Erläuterung  und  Verbreitung  der  Cartesianischen  Lehre 
wesentlich  beibrog;  Windel  band  nennt  es  in  seiner  zweibändigen  .,Gc- 
schichte  der  neueren  Philosophie"  8.  191  Bd.  I  „drn  miikommenslen  Autdruek 
der  durch  das  cartesianiscite  System  bestimmten  MeUtOilologic". 

Seit  1648  weilte  Arnauld  zurückgezogen  von  der  Welt  in  Port  royal 
des  Champes  in  Paris.  „In  dein  Asiße  dieses,  ländlichen  Klosters  finden 
eich  in  gleicher  religiöser  LebemrvMung  wnd  amchoretischer  Art  eine  licihe 
bedeutender  Männer  eusammen,  darunter  muenschafükhe  und  theologische 
Gröfeen,  welche  die  Verteidigung  des  Jansenismus  übernehmen  und  als  eine 
geistesmächtige,  kirchlich  -  religiöse  Partei  auftreten",  so  charakterisiert  Kuno 
Fischer  die  „Herren  von  Port  royaV.  Hier  lernt  Arnauld  Blaise  Pascal') 
kennen.  Nach  dem  bekannten  Wagenunfalle  auf  der  Brücke  von  Neuilly, 
der  ihm  heinahe  das  Leben  gekostet  hätte,  hatte  Pascal  sich  mehr  und 
mehr  in  religionsphilosophische  Betrachtungen  versenkt,  welche  ihn  mächtig 
zu  den  Einsiedlern  von  Port  royal  hinzogen.  Tn  hor/Jichster  Weise  von 
jenen  aufgenonunen,  machte  er  in  Port  royal  öfter  mehrmonatliche  Besuche, 
ohne  sich  zunächst  fest  dort  niederzulassen.  Zu  derselben  Zeit  beschäftigte 
sich  die  Sorbonne  mit  den  Anklagen,  welche  Arnauld  durch  sein  Auf- 
treten für  Janseniub  sich  zugezogen.  Ainauld  sah  sieh  genötigt,  eiuo 
Apologie  zu  verfassen.  Als  er  sie  aber  Sf^inen  Freunden  vorlas,  fand  man, 
dafs  sein  Stil  für  diesen  Zweck  zu  lehrhaft,  /u  em.st  sei.  Arnauld  konntf 
eine  glänzende  Beredsamkeit  entwickeln,  aber  er  wurde  zu  leicht  durcli  sein 
allzu  leidenschaftliches  Tenipcniment  fortgerissen.  Hier  aber  iralt  es  einen 
weit^jru  Kreis  für  seine  Sache  zu  interessieren  und  die  Ticute  der  Feder  auf 
seine  Seite  zu  zidieu.  Arnauld  selbst  war  sich  darüber  klar,  dafs  hier 
durch  eine  unziehende  und  trefiiUige  P^omi  der  Darstellung  der  Leserkreis 
sich  gelangen  sehen  mufste,  ehe  er  .sich  dessen  noch  bewufst  war.  Pascal 
war  gerade  anwesend.  ,J*ourtjum  coiis  qui  ctcs  jeune  ne  prendriez-vous  pus 
la  pÜ^me?"  sagte  Arnauld  zu  ihm.    Gerne  war  Pascal  bereit,  seinen 

1)  F(tr  daa  Leben  Paacale  sind  ni  veigleiehen  H.  Gantor,  ,^hute  Pateedf*, 
Preuftieche  Jahrbücher  XXX  S.  217^U7,  sowie  T>n  ylorff,  Pascal,  sein  Leben 
und  seive  Kämpfe,  1870  nnd  Nonrrisson,  Pascal,  Fhyaieien  et  Phüosophe 
Paris  löb». 
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Freunden  einen  Dienst  zu  erweisen;  er  machte  den  Versoch,  und  mit  Be- 
nützung des  von  Arnauld  gelieferten  Materials  entstanden  so  die  ,^0- 
vinziulbriefe",  jenes  heute  noch  unübertroffene  Denkmal  polemischer  Litte- 
ratur.  Mit  kaustischem  Witze,  mit  Beweisen,  deren  zwingender  (Gewalt  sich 
niemand  entziehen  konnte,  enthüllten  die  achtzehn  Briefe  schonungslos  die 
Schwächen  der  Gegner  und  gaben  sie  dem  Fluche  der  Lächerlichkeit  preis, 
als  Arnaulds  Richter,  die  zum  gnifsten  Teile  aus  Bettelmönchen  bestanden, 
seine  Ausschliefsimg  aus  der  Sorbonne  durchgesetzt  hatten. 

Wie  die  beiden  grofsen  Männer  im  Kampfe  für  geistige  Freiheit  zu- 
einanderstanden,  so  sehen  wir  sie  am  h  in  friedlichem  Wetteifer  die  Wissen- 
schaften pflegen.  Die  Lehre  Descartes'  hatte  sich  mächtig  Bahn  ge- 
brochen und  viel  dazu  beigetragen,  philosophische  Gespräche  und  Fnter- 
haltungen  populär  zu  machen.  Die  vornehme  Welt  und  die  Frauen  hatten 
gelehrte  Bildung  aufgenommen  und  trugen  sie  gerne  zur  Schau.  Vielleicht 
den  lebhaftesten  Ausdruck  fand  diese  Strömung  in  einem  geistreichen  Zirkel, 
der  sich  in  Port  royal  bildete.  Dort  versarnmelte  Frau  von  Sable  an 
den  Sonnabenden  eine  Elite  liochge])ildeter  Münner  und  Frauen  um  sich. 
Seit  1659  wohnte  die  Manjuise  in  der  Nähe  von  Port  royal,  um  sich  dem 
Zuge  der  Zeit  folgend  einem  kontemplativen  Leben  zu  widmen;  aber  auch 
hier  in  dem  stillen  Kloster  wurde  ihr  Salon  der  Sammelplatz  der  schön- 
geistigen Aristokratie,  und  selbst  Mitglieder  der  königlichen  Familie,  die 
Herzöge  und  HerzogLmieu  vnn  Chevreuse  imd  Longueville,  der  Maiechal 
de  Luxembourg,  der  Kardinal  d'Estree,  de  Choiseul,  La  Roche- 
foucauld, nicht  zu  vergessen  De  Mere,  dessen  Name  ja  auch  in  gewisser 
Beziehung  zur  Geschichte  der  Mathematik  steht  (vgl.  M.  Cantor,  Bd.  III 
S.  355  und  bei  Nourrisson  das  Kapitel:  „Pascal  et  le  Chevalier  de 
Mcrc'"),  verkehrten  daselbst.  In  dieser  glilnzenden  Gesellschaft  erschienen 
Arnauld,  Pascül  und  Nicole.  Man  plauderte  in  jenem  leichten,  welt- 
männischen Tone,  welcher  den  Geist  Montaignes  atmete,  von  philosophi- 
schen Gegenständen,  von  Pädagogik,  kurz  von  allen  geistigen  Interessen. 
Madame  de  Sabl^  war  die  Seele  dieser  Zusammenkünfte;  ihr  Biograph 
Cousin  schildert  uns,  wie  sie  auf  allen  Gebieten  des  Wissens  zu  Hause 
war.  Ein  neues  Genre  der  Litteratnr,  die  „Pensies"  und  „Maximes"  wurde 
von  ihr  ins  Leben  gerufen.  Ifit  Arnauld  korrespondierte  sie  über  dessen 
ttlA)gik';  sie  scheate  selbst  die  schwierigen  Probleme  der  „Wissenschaß  von 
der  Wissenschaft'  nicht.  Die  „Grammaire  raisofm4(f*  Arnaulds  legte  sie 
ümii  Freunden  von  der  Akademie  vor.  Die  betreffenden  Briefe  haben  sich 
erhalt«ii  (Cousin,  Madame  de  SabU,  Paris  1859;  S.  369—373).  Unter 
ihneii  ist  besonders  interessant  ein  mit  „De  Labrosse"  unterzeichneter,  worin 
ein  Muin  dieses  Namens  Frau  von  Sabl^  ersucht^  auf  Arnauld  dahin  su 
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wirkttB,  daft  er  die  Gnmdlehren  der  Physik  im  eanem  Lebrlmclie  belumdefai 

und  Yeremigen  möge,  da  es  dringend  zn  wflneehien  eei,  dals  mit  den  alte« 
SeholTonirteileii  in  dieser  Wissenschaft  an%erttimit  werde,  indem  nur  die 
wenigsten  Leser  mit  genügenden  Vorkenntniuen  an  die  Lektüre  von  Bes- 
eartea'  dahin  gehörenden  Schriften  herantraten.  Also  auch  in  der  Phjaik 
wftre  Arnauld  in  der  Lage  gewesen  zn  schreiben,  wie  jener  De  Labrosse 
bezeugt:  une  chose  qu'il  a  d^jä  asses  meditde  et  sur  laqueile  ü  a  fait 

iontcs  les  refitxhns  possibles.  II  tie  lui  reste  iju'ä  les  mcttre  en  ordre  et  ä 
k»  domer  au  public."  Wir  haben  hier  den  Kreis  der  Marquise  de  Sabl4 
etwas  ausfahrlicher  behandelt.  Denn  hier  war,  wie  wir  mU  höchsUr  Wiihr- 
teheitdichkeit  vermuten  dürfen,  der  Boden,  auf  weichein  Pascal  und  At' 
nauld  auch  im  Gebiete  der  maHiemaiischen  Wwaeiwckaßm  ihre  Gedanken 
tausehten;  eine  Thatsache,  die  bisher  in  der  ganzen  modernen  französischen 
PasfoUUteratur  unbeachtä  geblieben  ieL  Dieser  Gedanhnnustausdi  veranlafste 
die  Herau^abe  von  Arnaulds  geometrischem  Buch  und  ist  der  wichtigste 
Funkt  unserer  varUegenden  Arbeit.  Wir  werden  später  das  NAhere  be- 
richten. — 

Die  Veröffentlichung  der  Schriften,  welche  als  Originallcistungen  Arnauld 
för  immer  einen  ehrenvollen  Platz  in  der  Geschichte  der  Wissenschaften 
sichern,  fällt  in  das  Jahrzehnt  von  16G0 — 1670;  den  Reigen  eröflnete  seine 
„Grammaire  generale  et  raisonni'e"  im  Jahre  1660.  Die  Entstehvmg  dieses 
Buches  erläutert  eine  Stelle  eines  seltenen  Werkchens  „Maitnifisiann  o>i  Mnnnires 
litt&aires,  histori'jues  et  crUi/jues  du  docteur  Mtitanasius"  a  la  Haye  ihez 
la  de  Charles  Le  Viev  1740  in  12*'  Tom.  I  p.  133,  es  heilst  da- 
8ol}»st:  ,jLn-rrs(e  il  n'est  pas  etonnnut  quo  ceftr  Grammaire  generale  et  rni- 
sonnö-  soit  un  exeeUent  Ouvrage.  pnis  que  c'esi  un  de  rni.r  qu'on  nomme  de 
Pnrt-l\i>yal.  Cent  >tne  jtrothirtion  de  ce  docteur  fameux  que  M.  Gravi  na 
(ibid.  p  13.^)  reconnoit  jumr  Iv  finmbeau  de  toutes  les  seienfes  et  de  ious 
les  exeeUens  precejifes:  ScirniiurKtn  optimorumque  institutorxm  ooiHiuni  fnx; 
et  de  ce  sdidnt  Benedietin  que  M.  Mdnagc  f  appelfe  un  homme  d  une  gründe 
vertu  et  d'un  grund  savoir,  e'esf  d  dire  de  M.  Arnauld  et  de  M.  Lan- 
celot." Arnauld  entsprach  damit  einer  A))sioht  Ba<  <>ns.  des  grofsen  T?e- 
grtlnders  der  induetiven  Methode,  der  in  seinem  Wtrkthen  „De  augmentis 
scieniiarum"  im  sechsten  Buche  von  einem  solchen  Unternehmen  spricht. 
Nicht  uninteressant  i.st,  dafs  auch  der  itriuIV*'  englische  Mathematiker  Wallis 
in  einem  Versuche:  Grammatiea  lingnue  AngluuiHtu  cui  jirm  figitur  de  loquela 
sire  sonorum  formatione  tractatus  Grammatiea  •  phgsu  us  Oxtbrd  1653  den 
Plan  Bacons  zu  verwirklichen  strebte.  Zwei  Jahre  später  erscheint  „Die 
Logik  der  Herren  von  Port  rog(d" :  La  Logitpte  ou  l'Art  de  penser  contc- 
nant  outrc  les  regles  communeSf  plu^ieurti  obseruatmis  nouveUes  propres  d 
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former  le  jugemmL  Ä  Paris  chez  Jean  Guignard,  Charles  Saoreux, 
Jean  De  Launay  MDCLXII.  Avec  privüege  du  Boy.  Arnauld  hatte 
sie  einige  Zeit  vorher  für  Honore  d'Albert,  Herzog  von  Chevreuse, 
verfafst,  um  ihjii  das  Studium  der  Logik  zu  erleichtem.  Ursprünglich 
nicht  fftr  die  Verörtentlichung  bestimmt,  gab  man  sie  heraus,  aus  Furcht, 
sie  kOnne  auf  Grund  t'ehlorhat'tor  Kopien  dennoch  erscheinen.  Man  hat 
wohl  den  Ausspruch  gethan,  „dieses  Lehrbuch  habe  alle  frähereti  vcrdränfft 
und  kein  späteres  habe  dieses  vergessen  machen  können".  Wirklich  machten 
auch  neue  und  interpssante  I  ntersuchungen  über  die  Ursache  des  Irrtums, 
die  glückliche  Wahl  der  Boispiele  und  dio  Anwj'ndung  der  Ref,'plu  auf  all- 
gemein interessierende  (ie^'enst-iinde  das  Biuh  sehr  wirkuncr-^voll.  Ks  erlebte 
gegen  zehn  französische  und  ebensoviele  lateinische  Ausgaben :  die  letzte  ist 
wohl  die  von  A.  Fuuillee,  Paris  lH7f».  Auf  den  Inhalt  einzelner  Partien 
werden  wir  znrü<kkommen.  Arnauld  wurde  UitiH  in  die  „Vaif  d'ty{ise" 
aufgenommen,  1^1],'  die  StifititTkeiten  in  der  franzü>ischen  Kirche  beilegen 
sollte,  vom  päpstlichen  Nuntius  und  vom  Kniiige  in  feierlicher  Audienz 
emptangen.  In  dieser  Zeit  hatte  sein  Ansehen  den  Hrihepunkt  erreicht; 
jedermann  wollte  den  bei-ühmten  Mann  sehen.  Dieser  Wunsch  lH]»te  auch 
im  Herzen  eines  jungen  deutsehen  (lelelirten,  welcher  damals  die  Augen 
der  Welt  auf  sich  zu  lenken  begann.  Wir  sind  damit  an  einem  neuen 
interessanten  Kapitel  angelaugt,  an 


Ainanlds  Beiltluuigea  ni  Leibniz. 

Diese  Beziehungen  sind  füi-  die  Aufgabe,  die  wii-  uns  gestellt,  Arnauld 
als  Mathematiker  zu  würdigen,  von  grofser  Wichtigkeit;  denn  sie  zeigen 
einerseits,  wie  sehr  der  grofse  Entdecker  der  Infinitesimalrechnung  Arnauld 
in  dieser  Eigenschaft  schfttzte,  und  lassen  andererseits  als  hochwichtiges 
Moment  «rlmiiiMi,  dais  Arnauld  hinwiederum  einen  gewissen  Einflnls  auf 
Leibnis'  mfttbflmatisQliss  Denken  und  detsaa  Entwicklung  im  CMiMto 
unanrer  l^ssensohaft  auQgtabl  Dm  Interossantcate  an  den  Heroen  des 
Geistes  ist  uns  ja  nidit  nur,  was  ne  gekisUtfc  mid  was  wir  Ihnen  Tar- 
danken,  sondern  anoh,  von  webhen  Punkten  aus  ibre  Denkantwiidclattg  iiah 
vollzogen,  wie  sie  su  ihren  grolkaartigen  Resultaten  gelangt  sind.  Diese 
Wuiseln  zu  verfolgen  bis  in  die  feinsten  Verzweigungen,  ist  «ne  reisvolle 
psychologische  Aufgabe,  wekbe  der  von  Lessing  in  das  rnodeme  Denken 
eingeführte  Begriff  der  Entwicklung  involviert  Quelle  werden  für  unsen 
Zwecke  in  erster  Linie  die  verschiedenen  Ausgaben  des  Briefwedisels  der 
beiden  groben  Minner,  welche  aber  mehr  oder  weniger  vollstlndig  saoh 
ergftnzen  müssen.   Grotefends  Ausgabe  von  1846  giebt  im  Anhang  unter 
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A  einen  llBgeren  lateinischen  Brief  wieder,  welcher  zu  jenen  Programm- 
kundgebungen  gehört,  mit  welchen  Leibniz  in  den  Jahren  1668 — 1671 
in  der  wiasenschaftlichen  Welt  debütierte.  Hätten  wir  gar  keine  weiteren 
Dokumente  für  Leibniz'  philosophische  Jugendansichten,  wir  könnten  aie 
hier  in  vielleicht  vollständigster  Nebeneinanderreihung  finden.  Dieser  erste 
lateinische  Brief  Leibniz'  an  Arnauld  beginnt  damit,  Leibniz  habe  oft 
beim  Baron  v.  Boinebnrg  TOn  Arnauld  sprechen  hjiren;  jenem  aber  sei 
der  Doktor  der  Sorbonne  vom  Landgrafen  von  Hessen  -  Rheinfels  gerühmt 
worden.  Es  folgt  ein  kurzer  Abxifil  der  Kämpfe,  in  welchen  das  siebzehnte 
Jahrhundert,  diese  schroffe  Übeigaogszeit  in  nene  Weltanaehanungen,  das 
Alte  und  Hergebrachte  zu  stBxzen  sucht  und  seine  Waffen  g^en  die  Lehren 
der  Kirche  kehrt.  Leibniz  ynW  in  die  GeisteskÄnqpfe  eintreten  und  sucht 
daher  Fühlung  mit  den  ersten  Geistern  der  2jeit;  wie  er  speziell  Arnaulds 
Autorität  ehrt,  davon  geben  uns  seine  Worte  einen  Beweis:  „Te  pme  unnm 
me  nosse,  ex  Fasrhalio  txaämm,  qai  nirogm  eampo  etmßgere  passü; 
91U  erudUUme  panier  et  sapienüa,  rarissimo  oonmMo,  poUeat;  documento 
tue  Artem  iUam  oogitandi,  libeUum  magnae  profunditaHs,  cuius  quisquis 
nuior  sit,  ex  vestra  certe  schola  esse."  Leibniz  meint  damit  Arnnulds 
Logik.  Nachdem  er  eine  Übersicht  über  seine  bisherigen  philosophischen 
Studien  gegeben,  geht  Leibniz  zu  seinen  natunvissenschafÜichen  Ansichten 
über.  Er  entwickelt  seine  Vorstellungen  über  Bewegung,  alle  jene  Ge- 
dankenreihen,  die  er  auch  in  dem  Schreiben  an  Oldenlmre  vom  15/25.  Ok- 
tober 1671  (s.  Leibniz'  Briefwechsel  mit  Mnfhrniafilcrn ,  herausgegeben 
von  C.  J.  Gerhardt,  Bd.  I,  IHIMM  ausgesprochen  hat  und  die  niedorgolegt 
sind  in  der  „Hffpoihms  physica  nova,  qua  Phaenomitiorum  Nainrai  plfro- 
runujuc  causdr  ab  }(niro  ijuodam  universali  motu,  in  f/lohe  »osfrn  suiijio.'iiio 
tmiue  Tifchonicis,  ncfjuv  Copernicanis  aspenuindn,  rijxiiiutitr  Aniore  G.  G.  T,. 
L.  Moguni.  Anno  MDCLXXT".  Die.selbe  be.^teht  aus  zwei  Teilen;  im 
ersten  spricht  Leil)ni/  von  seiner  Annahme  einer  homozentrischen  Universal- 
bewegung als  Ursache  jeder  Bewegimg  und  von  der  Kohäsion;  der  zweite 
„Hypoihesis  physicn"  behandelt  die  Theorie  der  Bewegung  ohne  Rücksicht 
aul'  die  Phänomene,  die  Zusammensetzung  des  Continuums  aus  unendlich 
vielen  Teilen;  lauter  Dinge,  die  in  diesem  Briefe  rekapituliert  werden. 
Schon  hier  zeigt  Leibniz  seine  Abneigung  gegen  den  Cartesianischen 
Körperbegriflf.  Er  giebt  seine  Definition  des  Thmktes,  erwähnt  seine  Ansicht 
über  die  Winkel  als  Gröfsen  ohne  Ausdehnung  un'l  teilt  phoronomische 
Prinzipien  mit.  Auf  die  Bewegungslehre  l)aut  er  seine  psychologischen 
Vorstellungen  und  leitet  daraus  seine  Ideen  über  Etliik  und  Recht  ab.  Es 
finden  sich  sodann  Gedanken,  die  auf  seine  ..Chnrar(eri.sfica  realis"  hinzielen, 
Hieran  schiieiüsen  sich  die  physikalischen  Theorien,  die  Leibniz  über  Optik, 
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Schwere,  Elasficitiit  und  Magnetismus  sich  auseebilriot  liattc:  im  Anschlufs 
daran  Chemisches  und  Metereoloerisches.  Am  Ende  des  Briefes  erwähnt  er 
eine  von  ihm  gefundene  mechanische  Vorrichtung  zur  Lösung  geometrischer 
Aufgaben,  dieselbe  leiste  z.  B.  die  Trisektion  des  Winkels  und  die  Quadratur 
des  Kreises  mit  einem  für  praktische  Zwecke  liinrciLhendfU  (h-ad  von  An- 
nilhening.  Endlich  gedenkt  er  seiner  bekannten  Kechenmaschine.  Dafs 
diese  Notizen  füi"  Arnauld  grofses  Interesse  hatten,  beweist  ein  Brief 
dieses  letzteren  vom  5.  September  IGTH  an  Pascals  Neffen  Perier: 

„Au  reste  ü  ij  a  ici  un  pdit  horloger  qni  ai/tint  ru  une  tnachinc  de 
M.  Pascal  l'a  pcrfedionntc  di'  frlle  aorte ,  qu'ellc  est  incompamblemetit  plus 
facdf  tjnr  edle  de  MotisUitr  rafre  onde.  cir  les  roxcs  tourneut  d'nn  cote  ä 
l'antre,  de  sorl<'  ijuc  saus  chuufjer  les  eliiffrr.^  jmr  ufit  retfle,  comme  dans 
la  l\iscaline,  on  f<ü(  luddition  et  hi  midti}>lieiüion  sur  h'ft  meines  chiffre.'<. 
11  1/  a  de  plus  un  cndruit  juniicidier  oü  on  fait  tout  d'nn  coup  la  multi- 
plication  et  les  diiusions,  un  nutre  oü  on  trouve  h's  rurines  cuhUjues  et 
d'mdres  oü  Von  fait  hs  frftdions.  Quoupie  eetie  machine  ait  les  dettiers  et 
les  sols,  et  iju'dlr  aille  jui^iju'ä  rent  mille,  eile  est  beaucoup  plus  petite 
(ju'aucune  de  N.  JV/.syv//;  et  cd  horloycr  en  fait  vu'me  pre-^etdenierd  une  autre, 
qui  ne  sera  /dus  f/rande  qu'un  livre  in  12^  oü  tont  rela  sera.  Je  ne  vous 
parle  point  par  oui  dire;  nous  avons  tu  edle  macJiini'  apres  dinc.  Aprds 
tout,  ne'anmoins  M.  Pascal  ayant  de  le  premier  qui  ait  trouvd  de  ces  sortes 
de  mac/iines,  (^ttok/u'on  y  puisst  a,jouter,  ü  m  aura  tot^jours  la  jtrincipale 
gloire"  .  .  . 

Man  kaim  annehmen,  dafs  es  sich  hier  um  Leibniz'  Modell  handelt; 
demi  dieses  wurde,  wie  Guhrauer  erzählt,  in  Paris  Huygens  und  Ar- 
nauld und  Theveiiot  denionstriert  imd  besafs  die  oben  angegel)enen 
Verbesserungen.  Am  «Schlüsse  jenes  ersten  langen  Briefes  gieht  Leibniz 
der  Hoffnung  Ausdruck,  sich  bald  mündlich  mit  Arnauld  über  alle  jene 
GegenstUnde  aussprechen  zu  könut-n;  er  hoffe  von  ihm  wort  volle  Aufkluningen 
und  Belehrungen  zu  erhalten.  Die8e  Hottiiung  sollte  bald  in  Erfüllung 
gehen.     Am    19.  Miirz  ging  Leibniz  in   i)olitischer  Mission  nach 

Paris.  Hier  verkehrte  er  besonders  zu  Anfang  seines  Aufenthaltes  viel  mit 
Arnauld.  Wichtige  Belege  hierfilr  bilden  zwei  Briefe,  die  in  Grote fends 
Ausgabe  fehlen,  aber  in  der  Gesamtausgabe  von  Arnaulds  Werken  veröffent- 
licht sind  (Bd.  IV,  S.  189).  Leibniz  schreibt  hier  unterm  27.  April  1683: 
,^ai  eu  Vhamteur  de  connaitre  M.  Arnauld  assee  parHcuUäremeiU  d  fho- 
nore  infmimeiU  san  meriie,  qui  est  reoownu  de  toute  la  terre.  Nom  nous 
aommes  souveni  enireienua  de  sciences;  car  II  n'est  pa$  moim$  e«- 
ceUeni  G4om4tre  que  grand  Theologien;  il  miditoit  alon  quelque 
ehose  de  fort  boau  $ur  h$  raitom  ei  $ur  les  proporHons,  je  seroie 
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fdehi  8'il  en  avoit  et6  distrait  entiirement.  Oe  qu'on  me  cotnpta  de 
sa  retraUe  ä  du  malheur  dn  sa  mm8  ne  m'aomt  paa  pm  taucM.   Äu  reste 

qu'eti  je  retottmai  en  Aüemaffin/t,  Ü  me  damta  une  reponse  ä  un  Capnc'm 
FrattiSM»  dememvni  d  Hannovrc  qui  lui  avait  denuuidS  des  particularUes 
8ur  Ja  er^ftmoe  des  Orecs  touchant  la  Tr(m9ub9kmiialion:  lä  dcdans  il  dit 
de  moif  m  passant,  guehpie  chose  de  si  extraordimmremeiU  favarabk,  que  je 
n'aurois  pa»  oaS  porter  la  küre»  si  je  l'avois  su,  et  je  ne  Vappris  que  depme, 
par  k  lYince  meme,  qui  avoU  retenu  cette  lettre."  Arnauld  hatte  in  dem 
Briefe  mit  richtigem  Blick  Sflui  Urteil  über  Leibniz  dahin  ftbgegebeOf  daCs 
ihm  (Leibniz)  nur  noch  wenig  fehle,  um  in  Wahrheit  einer  der  groben 
Männer  des  Jahrhunderts  zu  sein,  und  dies  ist  es,  WM  Leibniz,  man 
möchte  sagen  ,jrot  vor  Freude"  hier  andeutet.  Leibniz  war  damals  aller- 
dings schon  auf  der  Leiter  zur  Erkenntnis  weit  emporgestiegen,  aber  in  der 
Mathematik  war  er,  als  er  nach  Paris  kam,  noch  wenig  vorgebildet,  wie 
er  an  mehrfachen  Stellen  selbst  erzählt  (vgl.  M.  Cantors  „Vorlesungen'*, 
Bd.  m  S.  38),  und  so  mögen  die  Unterhaltungen  mit  Arnauld  durch 
dessen  reifes  Urteil  und  reiche  Erfahrung  wohl  geeignet  gewesen  sein, 
manche  Gedaukentränge  bei  Leibniz  zu  klären,  manche  Anregungen  zu 
geben,  wie  ja  a\H  Ii  Descartes  iu  der  Aussprache  seiner  Spekulationen 
endlich  eines  der  besten  Mittel  zur  Selbstbelelirung  erkannt  hatte.  Ein 
neuer  Beweis,  dal's  Leibni/  schon  während  seines  Pariser  Aufenthalters  die 
Anfange  der  Differentialrechnung  })esafs,  scheint  uns  in  der  folgenden 
wichtigen  Brictstelle  vom  4.  August  1683,  die  an  den  Landgrafen  von 
Hessen-Rhein fels  gerichtet  ist,  enthalten  zu  sein: 

„Quand  j'etois  d  Paris,  hoks  hous  sommes  entretenus  quelques 
fois  sur  la  Geometrie  c'esl  poarquoi  je  supplie  V.  A.  S.  de  lui 
(Arnauld)  envoyer  de  ma  pari  les  papiers  ci-joints  snr  qui'lqm-s 
d^eon  VC  rtes  (ff'omt'f  riqnes:  cur  jtarmi  tant  d'autres  helles  connais- 
sancci-,  il  satt  parfaitcmeni  bien  cc  tju'il  y  a  de  plus  bcau  dans 
la  (icomcfrir.  Ce  que  je  lui  envoic  a  dejä  etc  approuve  et  cstime 
par  i(  s  Premiers  Mathcmaticiens  de  France  et  d'Angleterre;  et  je 
me  souviens  de  lui  cn  aroir  parle  cn  France.  J'avmie  eepcndant  (res 
volonders  que  ces  sortes  de  curiosites  n'ont  point  de  meilleur  usage  que  eelui 
de  perfectionner  l'art  d'incenter  et  de  raisotnur  justr."  Schon  der  Heraus- 
geber von  Arnaulds  gesammelten  Werken  bemerkt  hierzu:  „(Jr  s(mt  peut- 
etre  les  liegles  du  calcul  differentid ,  qu'il  insera  en  1664  dans  le  journal 
de  Leipsik";  also  die  Abhandlung:  „Nova  mcthodus  pro  ma.iimis  et  minimis", 
die  Leibniz  im  Mai  1684  in  den  Acta  rruditornm  vcroÜVntlichte.  In  den 
Jahren  168(5  — 1690  dauert  der  Briefwechsel  ununterbiucbtii  fort.  Die 
Jahre  1671 — 1690  sind  diejenige  Periode  in  Leibniz'  pkilosophi^uher  Ent- 
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wicUimg,  in  der  sich  „die  Ausreifung  seines  Systems"  vollMg'(Kuno 
Fischer).  Daher  werden  im  Qeduücenverkehr  mit  Arnauld  wesentliche 
Grundpfeiler  seiner  Weltanschauung  aufgerichtet:  sein  Suhstanzhegriff :  die 
Substanz  als  Kraft,  als  immaterielles  Wesen,  der  BegrilT  substantieller  Ein- 
heit wenlen  festgestellt,  die  Gemeinschaft  zwischen  Leib  und  Seele  wird 
unter  beiden  (lolehrten  eingehend  erörtert.  Leihniz  macht  seine  Ansieht 
über  die  Individualität  und  Unzerstörbarkeit  der  SeeLe,  auch  der  niederer 
Formen  geltend;  auch  erkenntnistheoretische  Passagen  (die  Präponderanz 
des  Prinzips  des  Widerspruchs  für  die  ewigen,  des  zureichenden  Grundes 
ffir  die  thatsilchlichen  Wahrheiten  wird  betont)  sind  in  einzelnen  Briefen 
vertreten.  Gleichsam  das  Resmne  bildet  der  hervorragend  wichtige  Brief, 
weldier  vom  23.  MUrz  1690  aus  Venedig  datiert  der  Schlufsbrief  des  Com- 
mercioms  ist  „Er  enthält  un  Keime  Leihnis'  gatues  Sjfslem:  den  Begriff 
der  Monade^  des  Mikrokosmus,  der  Eni  Wickelung  md  der  (prästahilierien) 
Harmonief*  (Kuno  Fischer).  Durch  die  Briefe  metaphysischen  Inhalts 
ziehen  sich  wie  ein  roter  Faden  Leihniz'  Berichte  über  seine  Entdeckungen 
im  Gebiete  der  höheren  Analfsis  nnd  der  Dynamik.  Am  14.  Jnli  1686 
schreibt  er  an  Arnauld: 

„Au  reste,  je  me  suis  souvenf  diverti  ä  des  pensces  abstraitfs  vtetaphysi- 
qttes  et  de  g^omÜrie.  J'ai  decouvert  une  nouvelle  methode  de  iangentes,  que 
j'ay  fait  imprimer  dam  le  journal  de  Leipzig.  Vous  srntw-,  Monsieur,  que 
Messieurs  Hudde  et  depuis  Slusius,  onf  parte  Ja  rhosr  assez  loin.  Muts 
il  mnnquoit  dfur  rhnses:  l'une  que  Jorsqur  Vinnninn  «>>t  Vindrti  rmiare  est 
emhiirnssirr  du/is  dis  frnetions  et  irratinnrllrs.  il  fant  i'ru  tirer  pour  user  de 
Inirs  mrf/mdcs:  ce  qui  fait  mondr  le  caleul  ä  utw  huxtn/r  im  prolixitee  tout 
n  ffiif  inromwinlr  et  tiOKcent  i»frticf(tfih' :    au  Vuh  f/ur  nui  ntrfJiode  nr  st'  met 

jioint  rn  pn,ir  drs  froctUms,  ny  irroiioncües,    Cest  pourquoy  les  Angiois  e» 

on  fuit  grnnd  cas. 

J/autri'  d(^fnut  de  In  mi'thodf  dis  tungentes  est,  >iu'iHts  nf  ru  juis  aux 
Ugnes  qur  M.  drs  Cartes  appclU'  M'  r/i'Diiqxrs.  et  que  j<t}>pi  Ue  Trauremlentes : 
nu  Heu  qi(t:  Hin  meihodc  y  proeede  tout  de  nn'nie,  et  je  puis  donner  jmr  h 
eulrul  hl  fnn'jente  de  In  eifcloide  ou  teile  autre  ligne.  Je  pretenäs  au.'^si 
genernlement  de  donner  le  mögen  de  reduire  ees  ligues  nu  etdcul,  et  je  tiens, 
qu'il  fuut  les  reei  fiiir  duns  In  geometrie,  quogqu'en  dise  M.  des  Cnrtes. 
Mn  rnisou  est  qu'il  g  a  des  qucstions  annlgtiques^  qui  ue  stud  d\iHcun  dtgre. 
ou  hiin  oü  dont  le  degre  est  detnnnde:  pur  exemple,  de  couper  l'nugli:  rn 
rnison  incommensuruh/e  de  droite  d  droite.  Ce  prohlcmc  n'est  ny  plan,  ny 
solide,  ny  sursedide.  C'est  pourtr^nt  un  j/roblenie  et  je.  l'appelle  transeen- 
di  nt  pour  eeln.  Tel  est  aussi  er  i>rol>/ii,i<  :  ysoudre  une  teile  equation: 
X'""      X'^'  '60,  ou  l'itwonnue  meine  X  cntrc  dam  l'cjcposatU,  et  k  degr4 
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mSme  de  f^quatim  est  ätmomdi.  il  esi  ote^  de  immet  iei  qite  eä  X  petU 
eigiiifier  3.  Oir  8*  +  B  om  27  +  3  /M«  30.  ifai»  «  nTest  pas  tot^oun 
H  aiti  de  le  resavdre,  emrtovt  qtkmd  Vexpotmd  n^ett  pos  un  nombre  raikmd; 
et  U  fault  reeaurir  d  des  UgHet  <m  Ueux  propres  d  eela,  gti^Ü  faut  par  efmr 
sequeitee  momnr  ntemaktemeiid  dam  la  g^om^rie.  Or  je  fais  voir,  gue  les 
UffHes  que  des  Oartes  imt  exdure  de  la  gdamärie  dqpendent  de  (dies  4qua- 
Hans  qui  passeiU  en  effet  Ums  les  degris  aigelbraiques,  mais  wm  pas  FoHolgse, 
n'y  la  giemitns.  J*appdk  donc  les  lignes  regues  par  M.  des  Cartes  aige- 
braieas,  pareegn^eittes  sotU  d'un  certam  degri  d'une  dquatUm  aigebraique;  et 
les  amires  iranscendenies,  que  je  redms  au  eaioal,  et  dont  je  fais  voir  aussi 
la  construdüm,  seü  par  paints  ou  par  le  mouvement ;  et  si  je  l'osc  dirCp  je 
pretends  d'avancer  par  lä  l'analyse  ultra  Jferculis  colunmas."  In  diesem 
ausfOhrlichen  Briete  gäcbt  Leibpiz  den  Inhalt  seines  Aufsatzes  „Gcometria 
recondita"  in  den  A.  E.  von  1686  (M.  Cantor,  „Vorlesungen"  S.  197  Bd.  III). 
Der  Brief  vom  28.  November  1686  führt  mitten  in  den  berühmten  Streit 
Leibuiz'  mit  den  CartesiaiMim  über  das  MaTs  der  lebendigen  Kraft.  Des- 
Cftrtes  hatte  als  Konsequenz  seines  KörperbogriiTcs  gelehrt,  die  Gröfse  der 
Bewegung  in  der  Nator  sei  eine  konstante,  während  Leibniz  durch  seine 
dynamische  AnfiEsMung  des  Körpers  su  der  Ansicht  geführt  wurde,  nicht 
die  Bewegungsgröfse,  sondern  die  Summe  der  bewegenden  Kräfte  sei  die 
Gröfse I  welche  bei  den  Bewegungen  der  Körperwelt  erhalten  bleibe.  Die 
Wirkung  jeder  Kraft  ist  die  Bewegung  einer  Masse,  welche  unter  dem 
Einflufs  der  Kraft  eine  gewisse  Geschwindigkeit  erhält.  Descartes  hatte 
als  Mafs  der  Leistung  das  Produkt  aus  Masse  und  Geschwindigkeit  be- 
trachtet, während  Leibniz  an  Stelle  der  einfachen  Geschwindigkeit  deren 
Quadrat  in  die  Mechanik  einführte.  Die  Annahme  Descartes'  ist  unver- 
einbar mit  dem  Galil eischen  Gesetz,  dafs  die  Räume  sich  verhalten  wie  die 
Quadrate  der  (Jf^schwindigkeiten.  Speziell  an  dieser  Stelle  sagt  Leibniz: 
„Ohne  mich  darum  zu  kümmern^  wie  der  Körper  t^rinc  Crenchwifidigkeit  cr- 
latujt ,  behaupte  ich,  dafs  ein  Körper  von  cinvm  Pfund  Masse  von  einer 
Gesrhuindigkeii  zweier  Grade  ztceinud  so  viel  lebendige  Kraft  besitzt  als  eine 
Masse  von  ziei'i  Pfunden,  die  eine  Ge.<ch windigkeit  von  einem  Grad  hat. 
Und  ich  bin  der  Ansicht,  dafs  umh  bei  Erwägung  der  Bewegung  sich 
stofsender  Körper  nicht  auf  die  Gröfse  der  Bewegung  sein  Augenmerk  zu 
richten  hat,  wie  das  JJescartes  in  seinen  Regeln  thut,  sondern  auf  die 
Gröfse  der  Kraft,  sapist  wäre  dem  Perpetuum  »lobde  'llmr  und  Thor  geöffnet. 
Setzen  wir  z.  B.  voraus,  dafs  in  einem  (Quadrate  LM  ein  Körper  A  sich 
auf  der  Diagomle  bewege  und  zur  gleichen  Zeit  auf  zwei  ihm  gleiche  Massen 
B  und  C  stofse,  derart,  dafs  im  Momente  des  Stofses  die  Centren  der  drei 
Kugeln  em  gletchschetücUges,  rechiumkliges  Dreieck  lüden ,  mtd  der  game 
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Vorgang  sich  in  der  HorieontaUbene  äbspielt,  seUm  toir  weiter  voraus,  äafi 

nach  dem  stoße  der  Körper  A  an  der  Stelle  2A  in  Buke  UeXbt  und  seine 
ganze  Kraft  auf  die  beiden  Körper  B  und  C  überträgt,  dann  wird  B  von 
IB  bis  2B  mit  der  Geschwindtghcit  und  Richtung  \B2B  laufen  und  C 
von  IC  nach  2C  mit  der  Geschwindigkeit  und  Richtung  1.C2C.  Dm  keifet, 
wem  A  eme  Sekimde  gebraucht  hatte,  um  m  sßei^flhrmiger  Betcegung  von 

lA  ftach  2A  SU  gelangen  vor  dem  SUtfee,  eo 
wird  auch  B  eine  Sekunde  brauchen,  um  von 
IB  nach  2B  tu  laufen  und  ebenso  C  in  der- 
edben  Zeit  wm  IC  nach  2C.  Es  frägt  sich 
nun,  irelchrs  die  Länge  der  Strecke  1B2B 
oder  1C2C,  welche  die  Geschwindigkeit  repräsen- 
tiert. Ich  behaupte,  dafs  sie  gleich  AL  oder  AM 
ist,  Seiten  des  QtMdrats  LM.  Denn  wenn  die 
Massen  gleich  sind,  SO  verhalten  sich  die  Kräfte 
wie  die  Höhen,  von  denen  die  Körper  herab faüen 
müssen,  um  die  betreffenden  Geschwindigkeiten  m  erlangen:  die  Summe 
der  Quadrate  1B2B  und  1C2C  ist  gleich  dem  Quadrate  1^12^.  Also 
die  (iröfse  der  Kraft  ist  nach  dem  Stofse  die.'ielbe  wie  vorher,  aber  die 
Bnn'ffungsgröfse  ist  gewadisen;  denn  trenn  die  Massen  gleich  sind,  kann 
man  jime  (die  Bewegungsgröfse)  durch  die  Giscfuri/uliffknt  in  der  Gleichung 
darstellen,  vor  dem  Stöfs  tcar  die  Geschwindigkeit  1A2A;  nach  dem  Stöfs 
ist  sie  gUnch  der  Summe  \  B2B -\-  1C2C>  1A2A.  Nach  Descaries 
aber  dürfte,  damit  die  Bi'wrgunfjsgröfse  konstant  bliebe,  der  Körper  B  nur 
nach  ß,  der  Körper  C  von  1  ('  nur  nach  k  gehoujin,  derart,  dafs  iBß—  iCk 
==  '1^2^  wäre.  Ahrr  auf  diese  Weise  ginge  soviel  Kraft  verloren,  als 
die  Differenz  der  Sminiir  dir  Quadrate  über  1  Bß  und  1  Ck  gegen  das 
Quadrat  über  1^2.4  beträgt.  Umgekehrt  kann  man  svigen.  dafs  man  durch 
den  Stöfs  auch  Kruft  gewinnen  könnte,  denn  wmn  der  Körper  A  mit  drr 
(.ieschwiniiigkeit  1^1 2^1  auf  B  und  C  aufirifft  und  ihnen  nach  Descartes 
dir  (iiSi:)iwindigkeitm  iBß  und  \Ck  erteilt,  iviihn-nd  er  selbst  an  deren 
riut:  still  strht .  so  würden  vier  versa  die  Körper  B  und  C,  wenn  sie  mit 
den  GeschwindiykcUen  \  Bß  und  \Ck  zurückliefen,  dem  Körprr  A  die  G(- 
seh windigkeit  1^4  2.4  erteih'n ,  damit  würde  dann  aber  unfehlbar  eine  kon- 
tinuierliche Hcuigung  tintreten;  denn  rorausgesetst,  drr  Körpjcr  Ii  von  ein<tn 
l*fund  könnte  vermöge  seiner  Gesehirindigkeit  ß  I  //  z)i  einer  Höhe  von  einem 
Fufs  aufsteigen  und  6'  tbenso.  .so  huttr  man  vor  dem  Stöfs  eine  Kraß,  die 
zwei  Bfund  auf  eifwti  Fufs  Höfic  au  ünngen  vermag.^)    Aber  fuicJi  dem 


1)  Oder  ein  Gewicht  vou  einem  Pfund  auf  iwei  Fufs. 
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Stoß  von  S  wnd  C  «mf  A  hätte  der  Kärper  A  die  dogpdte  aeatMndig- 
keU  emekt,  nAmlieft  die  «MMmI^M  1^19^  S/JTb  —  2£ld,  und 
könnte  ein  ffund  vier  Fufs  heben,  denn  die  WBken,  tu  widien  die  KOrper 
vermBffe  der  Qeschwkidig^ceiten,  die  sie  besitgen,  «iefc  erAc&e»  können,  verhalten 
eiA  wie  die  Quadrate  genannter  Geedmindigkeiten.  Wenn  man  eiber  eo  das 
Doppelte  der  Kraft  gewinnen  kann,  so  ist  das  Problem  des  Perpeltum  mobile 
dmrekam  gelöst.  SdMderdimgs  ist  es  aher  nnmöglidt,  Kraft  aus  mäU»  en 
gewinnen  oder  grmälee  sn  vertieren,  und  Begdn,  die  tu  solchen  Foigemngen 
filhren,  sind  mit  Unrecht  gang  und  gäbe.** 

Als  LeibuizArnauld  in  dieser  Frage  erstmals  Mitteilung  gemaditnild 
ihm  eine  Druckschrift,  wohl  den  Aufsatz:  Brevis  demonstratio  Erroris  memora- 
bilis  Cartesii  et  aliorum  chru  Legem  naturtdem  u.  s.  w.  A.  E.  an.  1686, 
Gerhardts  Leibnisauagabe  Bd.  VI,  S.  117,  gesandt  hatte,  war  Arnaulds 
Stellimgnahme  zuerst  etmw  skeptisch  gewesen  und  er  hatte  Lcibuiz  auf 
Deseartes'  Briefe  hingewiesen  (Brief  vom  28.  September  1(586  Arnaulds). 

Bs  seisn  sdton  zwanzig  Jahre,  dafs  er  sich  mit  solchen  Fragen  beschäftigt 
habe,  was  genau  mit  dem  Datum  des  Briefes  jenes  De  Labrosse  überein- 
stimmt, und  er  könne  zunächst  kein  definitives  Urteil  abgeben.  Leibniz 
fand  die  betreffende  Stelle  in  den  „Lettres"  Deseartes',  wo  letzterer  darauf 
hinwies,  dafs  man  in  gewissen  Fällen  nur  auf  die  Steighöhe  zu  achten 
habe  und  von  der  Geschwindigkeit  (d.  h.  der  ersten  Potenz  derselben)  ab- 
sehen könne;  aber  in  seinen  anderen  physikalischen  Schriften  hatte  Des- 
eartes jene  Angabe  nicht  verwertet,  und  so  war  die  Konfusion  um  so 
gröfser  geworden.  In  den  „Nouvelles  de  la  republique  des  lettrr.t"  im  Sep- 
temberheft hatte  ein  gewisser  Abbe  D.  C.  (Catelan)  geantwortet,  aher 
ohne  rechtes  Verständnis  fftr  die  Sache,  so  er/.ählt  Leibniz  in  dem  Brief 
an  Arnauld  weiter.  Am  4.  März  1(587  antwortet  Arnauld,  dafs  der 
Abbe  Catelan,  Leibniz'  Gegner,  als  geschickter  (leonieter  in  Frankreich 
bekannt  sei;  doch  könne  ja  der  Meinungsaustausch  /wischen  jenem  und 
Leibniz  nur  geeignet  ^ein,  jene  mechanische  Streitfrage  aufzuklären  uml 
sie  definitiv  zu  entscheiden.  Auch  im  Briete  Leibniz'  vom  ;{().  April  1GH7 
wird  die  Kontroverse  wieder  erwSihnt.  Er  erkundigt  sich  nach  Arnaulds 
Urteil  über  seine  Entgegnung  au  (^utclan  in  <l''n  KoHvelles  de  la  repu- 
bliqne  des  lettres.  Jener  nvige  ja  ein  gelehrter  Mann  sein,  was  er  aber  gegen 
ihn  (Leibniz)  und  TTuygens  geschrieben  habe,  sei  ein  wenig  voreilig  ge- 
wesen. Am  1.  August  1(587  berichtet  Leibniz  an  Arnauld  weiter,  dafs 
an  Stelle  Catelans  jetzt  der  berühmte  Malebranche  gegen  ihn  die 
Feder  ergriffen  hnhe.  Dieser  letztere  gebe  zu,  dafs  einige  der  von  ihm 
verfochtenen  Bewogungsregeln  sich  nicht  lecht  aufrecht  erhalten  liefsen, 
wohl  deshalb,  weil  er  sie  auf  die  Annahme  einer  unendlichen  Zeitdauer 
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gegründet  habe,  die  es  in  der  Natur  nicht  gäbe.  Lcibuiz  ist  der  Ansicht, 
dafs  dieser  Umstand  uowesentlieb  sei;  in  dem  Briefe  an  Aruauld  Hlhrt 
Leibniz  fort:  ,JS/  <ft^  im  defaut  des  raisonnemms  de  M.  des  Cartes  d 
des  siens,  de  n'aroir  pas  considere,  que  UnU  ce  gu'o»  dÜ  du  mumvemeni,  de 
VincgulUd  et  du  ressort,  se  doU  vSrifier  aussi  guohd  cn  suppcse  ces  choses 
infinement  peHies,  ou  inßnies.  En  quei  cos  le  mauvement  (infitiement  petU) 
devietU  repos;  VinrgnJUr  (infiniment  petite)  devient  igalU4;  et,  ie  restort  (mp 
ßnimtnü  gromgt)  n'est  atärc  chose  qu'une  dtirdd  extrime;  ä  pm-pri$  comme 
iout  et  gue  les  geonUtres  demontretü  de  l'elUpse  se  virifie  d'une  parabole, 
qumd  on  la  con^  comme  vne  eiiipse  dont  l'autre  foyer  est  infinmmt 
^oign^  Et  c'est  une  chose  etrange  de  voir  que  presque  toutes  les  regles  du 
mouvemeni  de  M.  de  Cartes  choqumt  ce  principe,  que  je  tiens  aussi  mfaü- 
Uble  en  physique  qu'ü  l'est  en  g^ometrie,  parcequc  l'Auteur  des  choses  agit  en 
parfait  gSometre.  Si  je  replique  au  lt.  1*.  Malebranche,  ce  sera  prineipale- 
meni  pour  faire  connoitre  le  dit  j^rinclpe,  qui  est  d'une  tr^s-grande  utüUi, 
et  qui  n'a  (juere  encore  ctt'  considerc  rn  gme'nU,  que  je  aache."  Die  Gesetze 
der  Bewegung  müssen  auch  für  uiieuillicho  Verbültnis.se  ihre  Gültigkeit  be- 
sitzen, denn  in  der  Natur  sind  Ruhe  und  Bewegung,  (ileichheit  und  Un- 
gb'ichheit,  keine  Gegensätze  sonst  könnte  kein  Übergang  von  einem  zum 
anderen  statttinden.  In  der  kontinuierlidieii  Veränderung  vei-scbwinden  die 
Gegensätze  -  natura  non  f'acit  saltut:  — ;  diese  aber  bedingt  den  BegritF 
des  Unendlichkb'iuen,  des  Difl'erentials,  als  ilires  Elementes.  Leibniz  teilt 
hier  also  Arnauld  sein  berühmtes  Sutigkeitsgesetz,  Gesetz  der  Kontinuität, 
noch  vor  der  eigentlichen  Publikation  desselben  mit;  sie  geschab  in  Leibniz' 
Autsatz:  IYinri}>iu)n  qHodd(i)n  (iinrndi  )ii>n  in  Mcühnmüirxs  tantnni,  sed  et 
l'hi/sicis  tiii/i:  riiins  opc  rx  cotisiärratiouv  Sap'unüae  diviiuw  cj mninantur 
Naturae  Ja'(Ji;^,  ij/ki  occushinv  nnln  cum  Ii.  V.  Mallchranehio  c(mtrovt');>in  e.rpli- 
catur,  et  quidum  Cartisianonon  crrorcs  notatünr.  ( Leibuizausgabe  von  Gerhardt 
Bd.        S.  120,  verötl'eutlicht  in  den  Nounllrs  dr  In  n publique  des  httres.) 

Der  Streit  zieht  sich  aber  noch  hin.  Im  Briete  vom  28.  August  1687 
sitricht  Arnauld  von  einer  weiteren  Entgegnung  Catelans  vom  Juni  des- 
selben Jahres.  Catelan  und  Malebranche  haben  also  neben  einander 
Leibniz'  Kraftmafs  bekämpft.  Arnauld  findet,  dafs  Catelan  auch  dies- 
mal nicht  in  Leibniz'  Gedanken  eingedrungen  sei:  „Mais  ü  n'a  pcui-estre 
p<is  bien  pris  vostrc  pensir."  Wir  sehen  in  diesen  Worten,  dafs  Arnauld, 
der  ja  selbst  hen-onagender  Cartesianer  ist ,  leideuhchaftslos  beginnt, 
Leibniz'  besserer  Einsicht  nachzugeben.  .Mit  den  warmen  Worten:  ,.C'est 
pourquoi  je  m'estime  heureux  d'avoir  renrotdre  m  cous  un  crnsei(r  rgidcmmt 
exact  et  ('qaiiablt"  dankt  ihm  Leibniz  dafiu-  im  Briefe  vum  '.».  Oktober  1687. 
Im  September  erwidei'te  Leibniz  auf  Catelans  fortwährende  Angritl'e; 
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aber  er  hatte  der  Wortkftmpfe  ^enng  und  legte  dem  Abbe  ein  geomeinBcb- 
meehuiiBches  Problem  vor:  die  Curve  zu  findeii|  in  welcher  ein  schwerer 
KQgrper  so  fallt,  dafs  er  in  gleichen  Zeiträumen  der  Horizontalebene  um 
einen  gleichen  senkrechten  Abstand  sich  nähert.  Dies  erzahlt  Leibniz  im 
Briefe  vom  14.  Januar  1688  Arnauld.  Er  sagt:  „Afin  de  dire  quelque 
ckose  d'uiil,  j'ai  propos^  un  prohldme  ^)  .  .  .  qui  est  de  irouver  unc  Jigne  qne 
fappeUe  isochrone,  dans  laquellc  le  rorps  pesant  descend  uniformement  et 
qgiproche,  egalemcnt  de  I  horison  cn  ttmps  egnux,  non  obstant  I'arceleration 
qui  /wy  est  imprime,  quc  je  recompcnsc  par  Ir  rhangcmrnt  coniinud  de  Vin- 
clination  .  .  .  M<m  dessin  (Hoit  d'rrcirccr  un  pru  M.  l'Ahhec  oh  ses  amis 
ei  de  Icur  faire  expcrintfpili r  si  Idnolifse  ordinaire  va  aussi  hin  qn'on 
s'imagine.  Mais  M.  Iluygins  a  Jugc  er  piohlhne  digne  de  Ic  resoudrr  liti- 
mime.  Aussi  raitrions-nous  pod  rire  attendu  longtetnps  de  Ui  pari  de 
M. 'l'Ahhec.  Kons  ccrrtms  ce  qii'il  dira  .  .  .  Tl  est  vraye  quc  lorsqu'on 
s^nit  unc  fois  In  naturc  de  In  l'tgnc  que  M.  lluygcns  a  publiee,  le  reste 
s'achcir  par  l'unalysc  ordhinirc.  Mais  sans  ccla  la  chose  est  difficilc.  Cnr 
In  lonn  rsr  des  ioHgcntcs  i>h  data  taugt  nfiitm  proprirtatc  inrrnin'  lincnm  (oü 
se  ndnit  er  problanr  jtrojXKKc)  c.^t  nuc  quisdon  dont  M.  des  Cniics  lug  mnnc 
a  avouc  dans  scs  htlrts  ii'c.-<trc  pa.s  maisfrc.  Car  Ic  plus  sourcnt  eile 
monte  aux  trunsccndcntcs  (commc  je  l'ajqic/lr}  qai  sant  de  )ii(l  degre,  et  quand 
eUe  s'abbaisse  aux  courbcs  d  un  certain  degre  (eomme  ii  arrivc  icy)  un  ana- 
lysie  ordinaire  aurn  de  la  peine  u  le  recmnoistrc."  Es  war  dies  eine  um- 
gekehrte Tangentenautgabe.  Das  erste  Problem  dioser  Art  war  die 
Debeaunesche  Aufgabe  gewesen,  die  Leibni/,  1G75  lü.stc  und  1081  am 
Schlufs  seines  Aufsatzes  „Nova  mclhodus"  venifFentlicht  hatte.  Im  April 
1689  in  den  A.  E.  gab  Leibniz  die  eigene  Lösung  seines  Lsoibrouen- 
problems.  In  dein  Briefe,  der  uns  soeben  best-bältigt  liat,  kommt  Leibniz 
noch  auf  soine  Charadcristica  generalis;  er  erxülilt,  er  habe  hübsclie  Re- 
sultate „jng  des  defindions,  nxiomes,  theoremes  et  problbmes  fort  remar- 
quablcs  de  In  coinddence,  de  la  dcterniination  (on  de  unico),  de  la  similitude, 
de  la  rclation  en  g^neral.  de  In  puissnnce  ou  cause,  de  la  substance,  et  par 
tout  je  procede  par  Icttres  d'unc  maniire  preeise  et  rigoureusc,  comme  dana 
l'algebre."  Er  möchte  von  Arnauld  wissen,  wie  man  wohl  diese  Elrgeb- 
nisse  an  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  anschliefsen  könne,  ^ais  com- 
mmt  (me  dires  vom)  peut  on  appliquer  ce  ccdcul  aux  maiieres  cot^ecturaksf 
Je  riponda  que  c'est  conme  Messieurs  Püseäl,  Uuygem  et  d^märea  m  äoimä 
des  demonstraUons  de  cUea.  Car  on  peiU  determiner  le  plus  prdboihk  et  h 
plus  Sftr  autant  qu'ü  est  posstble  de  cOnnoistre  ex  daüs.'*    In  dem  seboo 

1}  Der  Text  in  der  Gesamtauagabu  von  Aruaulda  Werken  weicht  von 
Orotefenda  Ausgabe  unwesentlich  ab. 
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erwähnten  wichtigen  Briefe  ans  Venedig,  dem  letzten,  bespricht  Leibni7. 
•eine  Theorie  der  Planett'nbewQgluIg,  die  er  in  den  Ä.  E.  1689  in  der  Ab- 
handlnng:  „Tentamen  de  moimm  eoelestium  eanuit^  niedergelegt  hat.  Bier 
in  dem  Briefe  an  Arnauld  sagt  er  darüber: 

,Jl  ff  a  d^'d  qndque  tems  que  j'ai  piMU  dans  les  Actes  de  Leijßiie  m 
essai  pour  trmwer  les  00110$  phystques  des  numvemens  des  astres.  Je  pose  pour 
fOndemeaU  que  totU  mouvement  tfun  solide  dans  le  fimde,  gui  se  fait  en  Ugne 
eowrbe  oh  dont  la  vilocite  est  contmudiement  diforme,  vimt  du  mouvement  du 
fluide  nUme.  D'ou  je  tire  cette  cemiqumee,  que  les  astres  ont  des  orbes  d^4- 
rens,  mais  fluides.  Tai  dmMtilbri  une  proposiHon  importante  g^nSrale,  que 
tout  Corps  qui  se  meut  d'une  circulation  harmonique  (&est-d-dire  en  sorte  que 
les  distances  du  centre  äant  en  progression  arithm^ique,  les  v&odtes  soient  en 
Progression  harmonique,  <w/  r^ciproqucs  mir  disUwces)  et  qui  a  de  plus  nn 
mouvement  partteentrique,  c'esi-d-dirc  de  graviU  ou  de  Irviir  ä  l'/gard  du 
mAnt;  cetitre  (qudque  loi  que  garde  cette  affrartion  ou  repulsion)  a  les  aires 
necesaaireinent  cotnme  le,<  tems:,  de  hi  »lanirre  qne  Kepler  Va  ohservee  dans 
les  jilanetes.  Puis  cmsiderant  r.r  t>}j<;,yr<iiinn}hii.^  que  ce  mouvement  est  ellip- 
tique,  je  troHve  que  le  eorps  du  moncenmü  partieentrique,  Icquel  joint  d  In 
circulation  luirmonique  decrit  des  ellipses,  doif  rtrr  tri  que  les  gr(wiMions 
ftoicnt  rrciproquenmit  cotnme  Us  quarrt  des  disiances,  c'esi  d  dire  comme 
ies  üiuininaiions  ejc  sole." 

Leibniz  leitet  die  Bewcgmig  der  Planetpn  aus  der  Kreisbewegung  des 
umgebenden  Mediums  ab  und  gelangt  zu  den  Keplerischen  Ellipsen  und  zu 
Newtons  Gesetz.   Auch  der  letzte  l*assus  des  Hriefes  ist  matheinatiscber  Xatur: 

„Je  ne  vom  dirai  rien  de  mon  ealcul  des  im-remens  ou  differenees,  pur 
lequel  je  donne  les  touchnntes  sans  Icver  les  imitionalitrs  et  frnriious,  Inrs 
tndine  que  l'inromuie  ij  est  envelopp^e,  et  fussuetfis  les  ijuadruturfs  et  pro- 
hlhnes  trauet  >idans  d  l'itnahfse.  Et  je  ne  parlerni  pus  nmi  plus  d  une  una- 
lyse  tonte  nouveUe,  propre  ä  la  qeometrie,  d  differenti'  entidretnefit  de  l'algebre; 
et  moitis  cncore  de  quelques  nutrcs  c}wses,  dont  Je  n'ai  pas  cnvorc  eu  le 
tems  de  douner  des  essais,  que  je  souhaitcroi^  de  pouvoir  touies  e.rj)liquer 
en  pcu  de  mots  pour  en  avoir  votre  sentiment,  qui  n\e  seixiroii  infinimenl 
si  vous  aviez  autnnt  de  loisir  que  j'eii  de  defererwe  pour  votre  jugcment.'* 

Wir  haben  diese  Stelle,  wie  auch  hinsichtlich  des  philosophischen  Teils 
schon  bemerkt  wurde,  als  eine  kurze  Rekapitulation  der  finlheren  Bemer- 
kungen aulzufassen.  Alle  diese  fort  lautenden  Berichte  Leibniz'  über  seine 
Resultate  auf  mathomatischem  <Jc'biete  liefern  den  unimistörslichen  Beweis, 
dafis  er  im  Verkehr  mit  Ainauld  in  Paris  sich  die  tjlierzeugung  gebildet 
hatte,  dafs  dieser  auch  für  die  Fragen  der  hiiheren  Mathematik  vnllcs 
Verständnis  und  eine  geschätzte  Beuiteüuugäiähigkeit  besessen  hat.  £iuen 
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wichtigen  Beleg  hierftlr  bildet  auch  die  Thatsache,  dafs  Arnauld  zu  den 
Personen  gehörto,  welche  von  Huygens  ein  Dedikationsexemplar a€UiM 
berühmten  Werkes:  Horologium  OBCälatoriMm  sive  de  motu  pendulorum  ad 
horciogia  aptato  dcmmstration^s  pemnetrtcae,  Parisiis  V.  Muguet  J673  fol. 
erhielten;  wie  wi(ditig  diese  Gabe  filr  Leibui/  wurde,  erziiblt  uns  M.  Cantor 
in  seinen  „Vorlesungen"  Bd.  IQ  S.  78.  —  Aach  auf  philosophischem  Ter- 
rain ist  Arnauld  später  mit  Huygens  in  Berührung  gekommen.  Der 
berühmte  Physiker  hatte  1692  einen  philosoplüschea  Versucb  verfafst  „D>' 
verUate  aetema,  sapientia  ei  justitia  aetema".  Dagegen  schrieb  Arnauld 
eine  Dissertation  „Bipartit&%  die  wiederum  von  Mnem  Bcuediktinerpater 
Lami,  der  auch  gegen  Spinoza  und  Leibniz  die  Feder  ftlhrte,  angegriffen 
wurde.  Gegen  ihn  wandte  sich  Arnauld  mit  seiner  Schrift  „liegles  du 
hon  sens  .  .  .  powr  Mm  jugtur  des  Ecritg  pokmiguea  dem  des  maiUre$  de 
Sciences"  1693. 

Wir  haben  jetzt  wieder  auf  Arnauld 8  äufsere  Schicksale  zurückiu- 
gi-eifen.    Nachdem  seine  liebabilitation  durch   den  Friedou  Clemens'  IX. 
im   Jahre    IT) 6 9   erfolgt    war,   uiachto   Aruauld   mehrere   Helsen ,  schlofs 
Freund.schaft  mit  dem  I>icliter  Boileau,  dessen  Satiren  er  in  einer  kleinen 
Schrift  verteidigte,  woniber  dieser  so  entzückt  war,  dafs  er  iliin  folgende 
Verse  widmete,  die  zugleich  seine  (Boiloaus)  Orabschrift  bilden  sollten: 
Arnauld  Je  grand  Arnauhl  fit  tnon  (tpologie 
Hur  mon  tombeau  futur  mea  vers,  pour  VemmccTf 
Courü  em  lettrtt  9w  de  ee  pa»  wme  ptaeer! 

und  versöhnte  sich  mit  Racine,  dem  berühmten  Schüler  von  Port  royal, 
mit  dum  er  sich  wegen  der  „PJunedra"  überwoi-fen  hatte.  Aber  seine  alten 
Feinde  liefsen  nicht  nach,  ihn  bei  Hofe  zu  verdächtigen,  wie  sogar  nach 
seinem  Tode  die  Jesuiten  noch  bewirkt  haben  sollen,  dafs  Arnaulds  und 
Pascals  Porträts  und  Elogien  aus  dem  Werke  M.  Perraults: 
hommes  illustres  qui  ont  paru  en  France  pendant  ee  Sücle,  avec  leurs  por- 
trtnta  au  naturd"  Paris  1696  fol.  vom  Verleger  entfernt  werden  muTsten, 
worauf  man  das  Wort  des  Tacitua  anwandte:  ^raefulgebant  eo  ipeo, 
quod  efßffies  eorum  non  visebaniur,** 

Arnanld  empfing  in  seiner  Wdlmong  in  denk  Faabourg  Salut-Ja^iiM 
oft  Besuche  seiner  zahlreichen  Fkwswde,  tmd  to  wurde  es  aeiiien  Widar^ 
Bachem  leicht,  den  Qlanben  m  erweeken,  dab  «t  Kooq^niioBflii  der  Jan- 
seniflten  gegen  den  König  wwwttftln  wolle.  Als  seine  mlehtigen  Gtaner, 
wie  der  Herzog  nnd  die  Henogin  tod  Lm^erille,  gestorben  waren,  legte 

1)  Chr.  Huygens,  Oeuvres  compUten,  Ptthlices  pnr  In  Socirtr  llolhindnise  des 
Sciences,  Ja  Haye  1888  —  Tom.  VI.  S.  S21  in  einer  Fufsnote,  welche  Huygens' 
Advertaria  (Noüzbflcher)  entstammt. 
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man  Arnauld  nahe,  Paris  zu  verlassen.  So  mufste  er  1679  ins  Exil 
gehen.  Die  gastlichen  Niederlande  nahmen  ihn  auf;  hier  lebte  er  zunächst 
in  Fontenay-aux-Roses  und  dauu  in  Möns  in  Flandern.  Hier  in  seinem 
niederländischen  Befugiom  entstanden  die  Schriften,  welche  bezeichnend 
sind  ttlr 

Amulds  aatagonistlBoIieB  Verlulteii  gegen  Halolnraiiolie  imd  den 

OoeadoiMlisiftiu. 

Es  ist  bekannt,   wie   Malebranc  Ii o,  der  berühmte  ,^uteur   de  la 
rvcherche  de  la  vcrite'',  das  Cartesianische  System  auf  dem  Woge  zu  Sjnnoza 
küu.setiuent  weiter  gebildet  hat.    Wir  beabsichtigen  hier   nicht,   eine  oin- 
gebeude  Darstellung  seiner  Lehren  zu  geben,  sondern  nil'en  nur  die  cbarak- 
teristiseben  Sätze   iu  Erinnerung,   indem   wir  Kuno  Fischers  vollendete 
Inter})retatiun  im  II.  Bande  meiner  „Geachichk'  der  ftruiren  l'hUosop/iie"  zu- 
grunde legen.     M  a  1  e  In  a  lu' Ii  p  tiejaht  die  Substantialitat  der  Ausdehnung, 
aber  deren  Müdilikationeu ,   die   Körper,   sind  an  sich  absolut  uuwirksam; 
seine  Lehre  ist  „gewisscrmufsm  dir  Mordfikuti&n  der  Maicrie".    Die  Köq)er 
sind  nicht  Ursache   der  Wirksamkeit,  sondern  sie  sind  nur  Instrumente, 
nur  zufilllige,  uccusiunale  Ursache.    Es  giebt  nur  eine  wahrhafte  Ursache: 
das  ist  Gott.    „Das  Universum  i^t  im  Gott,  aber  nicht  Gott  im  Universum", 
so  grenzt  Malebranche  .sein  System  gegen  Spinoza  ab.    tiott  ist  der 
Urheber  sowohl  der  Ruhe  als  der  Bewegung  in  der  Köi-pei-welt.    Die  Welt 
ist  gesetzmäfsig,  weil  der  göttliche  Wille  beharrt  und  konstant  ist.  Die 
Gotteserkenutnis  ist   unter  allen   Einsichten   die   klarste    und  deutlichste; 
unsere  Selbsterkenntnis  hat  den  Charakter  uumittolbarer  Gewüshcit,  aber 
die  Natur  des  (^leistes  ist  nicht  so  evident,  wie  die  dos  Körpers  —  hier  tritt 
Malebrauilie  in  Gegensatz  zu  Descartes  — ,  daher  ist  die  -Mathematik 
klarer  als  die  Psychologie.    Wären  Seele  und  Körper  in  gleichem  Grade 
erkennbar,  „so  miifste  man  aus  der  denkenden  Natur  mit  dersdben  Leichtig^ 
keit  und  Klarheit  die  Farben  und  Tt^e  herleiten  können,  als  aus  der  aus- 
gedehnten die  Figuren  des  Dreiecks,  des  Quadrats  u.  s.  f.*'    Die  Körper 
können  nur  durch  Ideen  erkannt  werden.    Die  Ideen  aber  —  das  Problem 
ihres  Urspriings  im  menschlichen  Geiste  wird  nach  allen  Seiten  und  Mög- 
lichkeiten von  Malebranche  eingehend  erörtert  —  sind  und  bleiben  nur 
in  Gott.   Die  Erkenntnis  der  Dinge  ist  aber  nur  möglieh  durch  die  Ideen, 
abo  MlMik  wir  die  Dinge  in  Gott   Die  Ideen  der  eiuelnen  Körper  sind 
nur*  Hodifikatumen  der  Idee  der  Auadehnung,  dieee  Idee  der.  Amdehnmig 
ist  Malebranebee  mtelligiUe  Auadeimung,  der  Archetyp  der  Eörperwell 
Diese  allgemeanate  Idee  iat  Objekt  der  „allgememm  Vemmfl",  d.  h.  aie  wird 
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von  allen  Geistera  gleich  geschaut,  und  die  „aJIgemeine  Vernunft"  ist  die 
göttlirlip,  Gott  ist  der  Ort  der  Geister,  und  er  schaut  in  sich  die  intelli- 
gihlo  Ausdehnung,  welche  die  Ideen  der  Kr)rper  in  sich  schliefst,  d.  h.  wir 
sehen  die  Dinge  in  Gott.  Malehranches  Lohre  neigt  schon  stark  zum 
Pantheismus,  ja  sie  geht,  wenn  man  den  ünbegriff  der  intelligihlen  Aus- 
dehnung flitniniert,  restlos  in  den  Spinozismus  auf.  Das  fühlte  Arnaulds 
feiner  metaphysischer  Instinkt.  Er  beschlofs  also,  Malehranches  von 
seinem  (Arnaulds)  Standpunkt  verderblich  erscheinenden  Spckiilationon 
planmäfsig  zu  bekämpfen.  Arnauld  und  Malebranche  waren,  ehe  jener 
langdauemde  litterarische  Streit  ausbrach,  persönlich  sehr  befreundet. 
Malobranche  hatte  sich  das  unerreichbare  Ziel  gesteckt,  Religion  und 
Phflosopye  seiner  Zeit  in  einem  „Tratte  de  la  nature  et  dela  grdeei"  zu  ver- 
söhnen. Darüber  wünschte  er  Arnaulds  Ansicht  zu  hören,  und  man  ver- 
anlafste  1678  eine  Zosammenkiuift  beim  Marqnis  von  Bonej.  März  1680 
erhielt  er  einen  Bkirf  von  Malebranche,  worin  dieser 
kllndigte  flb«r  die  vor  swei  Jahren  beqirDchenen  GegensUbiAs.  Ariiauld 
verschob  die  Antwort  nad  erfuhr  onterdessen,  dab  der  Bruck  im  Werk  seL 
Arnaulds  erster  Qeduike  war,  denselben  m  hintertreiben,  um  seinem 
Freunde  einen  Dienst  zu  erweisen  und  jenen  abEiihalten,  Dinge  sn  ver- 
fiffsntliohsii,  TOB  deren  üniichtigkeit  er  persOnUch  übenengt  war.  Aber 
das  Buch  wschien  trotat  seiner  Bemfihuugen.  Sr  griff  also  zur  Feder, 
nachdem  er  Malebranohe  seine  Absicht  mitgeteilt,  und  jener  gegen 
eine  Kritik  nidits  «insawenden  hatte,  und  swar  wollte  er  suerat  den 
phQoaophisdhen  Teil,  Ualebranches  Ideenleihre,  entkräften.  Unter  Ar< 
naulds  HSoden  wndisen  seine  Entwflrfe  sn  dem  Budie  aus:  ,J)e8  vraiea 
ei  ä«8  fmstts  idiafi'.  Obwohl  die  Einwflrfe  in  rlIcksichtsToIleiBi  Tone  eines 
Freundes  Torgetragen  waren,  Teranlabten  sie  in  dem  Briefe  vom  15.  Januar 
1684  eine  leideosdiaftUdie  Entgegnung  Ifalehranches,  worin  dieser  Ar- 
nauld Torwarff  dab  ihm  die  Sucht,  vor  seinen  Anhängern  zu  glinien, 
mehr  gelte  als  die  liebe  rar  Wahrheii  Die  noohmalige  Entwiekelting  der 
oocaaooalistisolien  Ansichten  war  in  elegantem  Stil  TerfBhrerisdi  daigesteUt 
und  lieb  die  starke  Dunkelheit  virier  Funkte  übersehen.  Dies  war  die 
Einleitung  su  dem  SMte  zweier  Oeistesheroen,  an  dem  die  ganze  gebildete 
Welt  das  grölhte  Interesse  nahm.  Denn  Haiebranche  und  Arnauld 
galten  ftr  die  ersten  lebenden  Philosophen  Frankreicfas.  Haiebranche 
hatte  sich  durch  sein  eingangs  erwihntes  Hauptwerk  als  fsmer  Heta^ 
^ynker  und  gUnsender  Sdirifksteller  geaeigt  und  Arnauld  war  ein  durch 
vierzig  Jahre  erprobter  Geistesklmpfer;  die  Verfolgungen,  die  er  damals 
erduldete,  hatten  ihn  mit  dem  Ohnriensohein  eines  Märtyrers  sdner  Sache 
umgeben.   Male  brauche  warf  seinem  Gegner  Tor,  er  sei  nicht  mehr  im- 
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stn^  BWie  AaaohteB  m  Tentehen.  Sdbst  Anhänger  des  Ooeationftlisiin» 
aber  tahan  nch  gezwungen  andm  la  nrteOni  und  weit  eotfent,  einen 
dundi  lange  Arbeit  ersehiSpfken  Geist  in  flim  ta  finden,  konnten  ne  nicbt 
umhin,  dieeelbe  Kraft  und  Behandlungsart  der  Ibteiie  bei  ihm  wieder- 
nierkennen,  die  man  von  jeher  an  ihm  bewundert  hatten  Ifalebranohe 
selbst  konnte  es  sich  nicht  Terhehlen;  er  sagte  entsdraldigend,  er  kimpfe 
gegen  swei  michtige  Gegner,  gegen  Arnauld  und  dessen  Kai,  und  leirterar 
sei  £Br  ihn  das  Gespenst,  das  er  nicht  in  fsisen  vermöge  und  das  jenem 
im  Voraus  zum  Siege  veriielfe.  Im  Jahre  1684  erschien  Arnanlds  Er- 
widerung aof  Malebranches  Brief  unter  dem  Titel:  tJ)^fm8e  de  Jf.  Äf 
nauid  «kl,  eanire  la  r^ponae  au  Uore  des  vraies  et  des  fmueee  idSe^.  In 
dieser  sdilug  nun  auch  er  einen  schilferen  Ton  an.  ,J)er  JumpttäMMe 
StreUpmkt  MCweAen  Malebranehe  md  Ärnauld  hebraf  die  Lehre  mm  der 
gOlßi^m  Voredmig  md  Gnade,  wm  der  mtbedkifften,  in  jeder  eimelmem 
Begebenheit  wirksamen  MdesünaHon,  wm  der  grundlosen  gitlSKdm  Wütens- 
fireiheU,  die  dnrA  fteineriei  NeAmmdüf^seia  und  andtirweiitiige  SSreiMt  (mmsehr 
lidte  W^RensmaVhängigkeiU)  tu  binden  sei  oder  eingestMnkt  werden  dürfe. 
Für  Arnauld  giebt  es  heine  Anerhenmmg  etner  Notwendigkeit  in  Qatt,  jeder 
FersMcft  cifier  ThMdioee,  jede  opüiimkMte  W^Uaneidd,  wMe  den  gOltMm 
WUkn  ffkr  verpfiidUet  hOtt,  die  veUkommenste  und  beste  Wett  tu  schaffen, 
erschien  ihm  «da  ein  natHraUstiseher,  dem  cArMKeAan  Qkmben  widerspreehew' 
der  Zug"  (Kuno  Fischer).  Arnauld  bekimpfte  mit  einem  Wort:  Ja  pr^ 
tention,  qttfon  ne  pemd  vow  les  eorps  gue  dans  Väendue  uUeUigihle;  ^  ee 
qu^enseignoit  8.  Äugustin,  gu^on  voU  en  JHeu  les  viriUs  äemeUes  et  im- 
mutables,  äoU  plus  diffirent  que  le  jour  ne  Vest  de  la  muH  de  eette  monstrense 
phUeeephie  de  la  vue  du  soieU,  d^un  tkevai,  dfun  arbre  dans  une  itendue 
inteOigihle  qu'on  präend  4tre  Dien."  (In  der  Schrift  gegen  Hufgens.)  Nach- 
einander erfolgten  von  Seiten  Arnaulds  die  ^Jleßexiene  phäooophigues  et 
Uiedlogiquei^j  welche  1686  und  1686  in  drei  BSndijhen  in  Dnodes  «schienen, 
dann  (im  ganaen  nenn,  auerst  sieben,  dann  noch  iwei  weitere)  Lellres  de 
Jf.  Arnauld,  Deeteur  de  Sorbonne,  au  Säverend  P.  Malebranehe,  Mtre  de 
VcroMre,  sur  les  idies  gSn^raUe,  la  gräce  et  Väcnäm  MOK^iUc  Besonders 
die  sieben  ersten  Briefe  galten  als  ein  Meisterwerk  und  wurden  viel  bewundert. 
In  den  beiden  späteren  sucht  Arnauld  nachsuweisen,  daft  Malebranche 
seine  Ansicht  von  der  ^tendue  inteüigibile  nicht  aufrecht  erhalten  kdnne, 
ohne  Gott  maturicll  /.u  machen.  Jede  der  w^fg^hltwi  Schriften  veranlalirte 
eine  heftige  (legenscbrift  Malebranches,  welche  alle  wieder  Verteidigungen 
seiner  Ansiclitoii  oft  In  denselben  Worten  brachten,  und  worin  er  nicht  auf- 
h^irte,  Arnaulds  Loyalität  anzuzweifeln.  Die  Einmischung  Bayles,  des 
HeimuBgBbers  der  „Nouvelles  de  la  rt^^ublique  des  leUree'%  veranlaCrte  eine 
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Replik  Arnaulds  ,^pi8  sur  le  prämdu  bonheur  des  plaisirs  de  sens''  und 
eine  längere  Duplik  Bayles  im  Desemberheft  genannter  Zeitschrift  1685. 

FUt  dm  Maäimaaker  inieresscmt  ist,  dafs  Malebranche  im  Verlauf 
dar  plulomypluBolien  Fehde  Arnauld  verspottete,  dafs  dieser  über  Geometrie 
gmkHAm  habe:  ,^ans  awtiir  d'idü  de  Voijel  unigue  de  oette  seimce,  qui  n'en 
a90U  dTmln  gve  räetidm  iiUaifSN^  Arnauld 
ennderte  beecheidan;  „que  le  P.  Kalehranehe  n'apmU  pas  ioujours 
pmrli  d$  mime  eur  so  Qiomiirie,  puisqa'il  y  m^eU  rempppi  dane 
ea  'Meeherehe  de  la  viriti*  pour  y  apprendre  eeite  »eienee.**  Er 
Afart  weiter  firat:  „q^^e  ea  04om4irie  devoU  avoir  pour  objet  non 
V4tendme  intelUgible,  mais  l*4iendue  divisible  et  mobile»  que  dtM- 
Urne,  «eg  Vagant  eomposi  que  par  forme  de  dktertieeemeHt,  U  fifwteü 
poM  0»  MN  deeein  ei  reM  qm  de  faire  «mm  GMMIrie  JHtedloffique  et 
dMrn,  emme  eOe  VauroU  414,  ei  eBe  aeaU  e»  Dim  eu  r4Mm  UeOtgiHe 
peur  fn^fftt**  (JHfene  de  M,  Arnauld  emfre  la  Bg^Uque  aa  Kere  dee 
vraiee  ei  dee  fimeeee  Id4ee  7.  Part  XI.  Exeni^  d  la  ßt.)  WiiUidb  hatte 
Malebrancbe  einst  in  seinem  Hauptwerke  Arnaulds  Lehrbuch  zum  8tu- 
dinin  der  Geometrie,  die  von  Halebranohe  sehr  hoch  gesohttst  wurde, 
empfohlen.  Die  Antwort  Arnaulds  ist  eine  bei&ende  Satyre  gegen  Hale- 
branohes  4leadme  iMUfible,  ein  Zug,  der  überhaupt  Arnaulds  Polemik 
oft  durohwehi 

Der  Streit  war  sdum  mehrere  Jahre  beigelegt,  als  B^gis,  Mitglied 
der  Akademie  der  Wissensobaften,  Halebranohe  wegen  dreier  Ldiren 
seines  Systems  sogril^  nlmlidi  hinsiohtlioh  seiner  Ideenlehre,  des  sinnlichen 
Veignflgens  und  seiner  sittlidun  Wflrdigong  und'  wegen  dessen  Ansieht 
Uber  die  sichtbare  (höbe  der  Gegenstftnde,  eine  optische  Fhige,  in  welcher 
Malebranehe  die  AufGusung  Descartes'  aooeptiart  und  weiter  entwickelt 
hatte.  B4gis  Tawies  hinsiehUioh  der  beiden  ersten  Punkte  «nf  Arnauld, 
der  Malebranehes  Meinung  i^lnsend .  widerlegt  habe.  Der  vielgeplagte 
Malebranche  antwortete  in  einem  offenen  Briefo  im  MBnheft  des  ^emml 
dee  Staivaaf,  es  sei  weder  sone  Sache»  nooh  aber  die  des  B4gis,  in  ent- 
seheiden,  ob  wirUioh  Arnauld  in  jenem  Struie  die  Obeihand  behalten 
habe,  da  sie  beide  nidit  unparteiisch  seien  und  deshalb  nicht  oligektiv  ur- 
teilen konnten.  Er  ftthre  gegen  Arnauld  den  hl.  Augnstin  ins  Feld, 
welcher  in  seinen  Wesken  mit  ihm  (Malebranehe)  übereiiutimme.  Jetzt 
trat  auch  Arnauld  wieder  hervor;  er  erwiderte  in  zwei  Briefen,  welche  im 
Journal  des  SfowmS'*  erMhienen  (Juni  und  Juli  1694).  Bald  nach  seinem 
zweiten  Briefe  bekam  Arnauld  eine  Antwort  Malebranches  gegen  Regia 
zu  Gesicht;  er  sflgerte  nidbt,  sich  in  einem  dritten  Briefe  noch  ausfitthr- 
Ueher  zu  lubem,  worin  er  sagt,  dals  er  hinsichtlich  der  erkenntnistheore- 
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laseben  und  nunalisdieii  Frage  mit  B^gis  flberemstiinme,  inbesog  auf  das 
optiaelie  FtoMem  aber  immer  der  Anflioht  Malebranches  gewesen  und 
durch  die  ErklSnmgeii,  welche  jener  in  teiner  ,4Meinfile  de  la  vMtf*  Aber 
den  Gegmstaad  gftbe,  noch  wesentUdi  darin  bestirkt  w<»den  sei  Ual-e- 
branches  Eiregung  wurde  hierdurch  nicht  beediwichtigt,  er  liefe  seiner- 
seits noch  Bwei  weitere  Briefe  im  ^oumat  d«  B^aoamtf  drucken,  der.,  erste 
vom  1^  der  sweite  vom  7.  JulL  Arnauld  setzte  ihm  einen  viertm  Bri^ 
entgegen,  welcher  Tom  J}5.  JuU  datiert  ist  Es  war  die  -lelate  Aufsening 
Arnaulds  in  dem  langen  Federkriege.  Am  8.  August  1694  starb  Ar- 
nauld- SU  Brllssd,  nach  andern  in  einem  Dorfe  unweit  Lftttich.  Haie- 
branche könnt»  es  sich  nidit  Tersagen,  1704  nochmals  eine  Antwort  auf 
den  dritten  und  vierton  Brief  xu  YerOffnntlicfaen,  welche  ihm  erst  fOad  Jahre 
nadi  dem  Tode  des  Yerfhssers  zu  Gesicht  gekommen  seien;  er  behauptete 
darin,  daJs  jene  ^er  ^efe,  welche  untw  dem  Namen  Arnaulds  gegen 
ihn  TerOffentlieht  worden  seira,  gar  niidit  Ton -jenem  hezrOhrteii. 

Arnauld  hatte  sich  bis  in  sein  hohes  Alter  —  er  wurde  swehmdaditiig 
Jahre  alt  —  seine  Geistes&ische  bewahrt  Am  18.  NoTember  1680  sdueibt 
Huygens  an  Leibnis:  j«Jfr.  Arnaui  (so  schreibt  Huygens  den  Namen 
immer)  est  m  ce  pafft,  <m  fort  pm  hin.  C'est  «ne  menfMUe  gue  eet  eaprU, 
gui  m  se  tmU  paa  de.  la  vieißesse"  (Gerhardt,  «far  BHefieecM  CMtfiried 
WUkOm  Leibni^  m»  Mafhematikem  Bd.  I  S.  616).  Ebenda  ftuAiert  «eh 
Leibnis  gegen  Tschirnhaus  ttber  jenen  Streit  und  fflber  Malebranche: 
w/e  m*äotme  qm  Mmiema  Ärnaud  ä  Malebraneke,  gai  esMeni  ei  beiu 
amie,  guaiMi  fesMe  ä  Barte,  ienvent  mamtenoiU  Vm  eoHtre  Vamdre;  je  n^ai 
pae  mcore  M  leure  icrüe  oppoeis,  maüe  aukmi  gut  je  pme  jaget  par  lernt 
CMires  ouvragee,  le  Ptre  Malebranche  a  beoMcoup  d'esprU,  Mots  Ifens. 
Ärnaud  ecrit  avec  plus  de  jugemerU.  H  ff  a  quatUUä  de  jeHee  peoeiee  dam 
la  Recher  die  de  la  viriU,  mais  ü  s'en  faul  beaucoup  qu^  l'auteur  üU  pSaS- 
tri  bim  avant  dam  l'anabjse  et  g^n&alement  dans  l'art  d'inventer,  et  je  ne 
pouvois  m'empccher  de  rirc  quand  je  voyois,  qu'U  croit  l'Algibre  Ja  }yremihre 
et  la  plus  subIhne  des  sciences,  et  quc  la  vcrite  n'cst  qu'un  rapport  d'egalitd 
et  d'incgaliie,  que  l'Arithmetique  ei  l'Algthrc  soni  ks  seuls  sciences  qui  dm- 
nent  d  l'esprU  taute  la  perfcction  ei  toute  l'estcHdue  dmt  ü  est  capahle,  enfm 
gue  l'Arithm^tigue  et  l'A^fibre  eont  ensemble  la  veritable  Logique.  Et  ee- 
pendant  je  ne  voy  pns  que  luff  mSme  aU  grande  connoissance  de  l'Algibre. 
Les  louanges  qu'ü  donne  ä  l'Algibre,  se  detroietit  donner  ä  la  Syntbo- 
lique  en  gen&al  dont  l'Alg^e  n'e^  gu'un  echantUUm  oeeA  partkuUer  et 
assis  hom^." 

Nachdem  wir  Arnaulds  Leben  geschildert  und  seinen  geistigen  Ver- 
kehr mit  den  groDsen  Philosophen  der  Zeit  entwickelt  haben,  wobei  wir 


Digidzca  by  Cjcjo^Ic 


A]iiMildiLeben,8.phil<M.8tondpiiii]rtii.t.Be>ieliuiigeD  z  d.grorsenZetigenoMen.  217 

avch  speziell  den  matiiematischeii  Oeganstlnden  in  den  Bea^nngai  m 
Leibniz  erhöhte  Aufmerksamkeiteii  tnwandten  und  das  Urteil  jMker  MSnner 
über  Arnaulds  mathematische  Qualitäten  kennen  lernt«!,  wenden  irir  uns 
jetzt  in  dem  «weiten  Teile  vorliegender  Arbeit  /.ur  Besprediimg  yon  Ar- 
nanldi  eigenen  litteranschen  Produktionen  und  deren  Bedeutang  im  Gebiete 
der  maiheinatischen  Wissenschaften. 

Füi-  die  äufseren  Lebenedaten  der  Biognj»hie  Arnanlds  haben  wir 
benützt: 

1)  (Quesnel),  Uisioirc  abregee  de  la  vie  et  dcjt  ouvritrjrs  de  Möns.  Ar- 
nauld,  A  Ciologne,  chez  Nicolas  Schouten.  MDGLXXXXV,  mit  Portrait 
Arnaulds. 

2)  I.  M.  Schröckh,  Arnauld,  A.,  Doktor  d^r  Sorbonne,  Leipzig  (in 
I.  M.  Schröckhs  Lebmabeachreibung  berüknUer  Mämtar,  Leifizig,  2  Bde. 
1789/91). 

3)  Höf  er,  NouoeUe  biogre^ie  ffMrale.  PanB  1855—66.  46  vole. 
Artikel:  Arnauld,  Antoine. 

4)  Saint-Beuve,  Fori-IU^al,  Tom.  IL   2  ed.   Paris  1860. 

« 

Sammlung  der  Werke. 

Die  Werke  Arnaulds  wurden  84  Jahre  nach  seinem  Tode  in  einer 
monumentalen  riesaintaus^mbo  vereinigt.  Nachdem  schon  im  Jahre  1759 
ein  Pro.spekt  veröffentlicht  wonleu  war,  stellte  der  Tod  des  Papstes 
Benedikt  XIV.  das  Unternehmen  in  Frage,  da  unter  seinem  Nachfolger 
Clemens  XIIT.  ein  System  Wechsel  eintrat.  Erst  1774  könnt.«  man  daran 
denken,  mit  feinem  neuen  Pro.spekte  hen'(tr/utret^n ;  die  nun  rasch  nach- 
einander verütr<'ntliehte  Ausgahe  umfalst  42  liilnde  und  erschien  unter  dem 
Titel:  Oeuvres  de  Messire  Antoine  Arnauld  Dodmr  de  In  Mnisnn  et  So- 
ciale de  Sorbonne.  A  Faris  et  se  vend  ä  Lausanne  ches  Sigismund  d'Arney 
et  Compoffnie. 

Die  Werke  sind  eingeteilt  in  acht  Klassen;  die  ersten  vier  Bände 
enthalten: 

1.  die  Briefe  vom  Jahr  1687  —  1676, 
n.    „        „        „       „  1677—1687, 
m.    „       „       „       „  1687—1694, 
IV.    „       „       „       „  1694, 

sowie  ein  Supplement,  enthaltend  die  Briefe,  welche  sich  während  der 
Herausgabe  noch  vorfanden,  femer  eine  Appendix,  enthaltend  diejenigen, 
zu  welchen  die  Antworten  fehlten,  darunter  die  Leibniz';  erstmals  waren 
die  Briefe  1727  (der  letzte  Band  1743)  gesammelt  in  neun  DuodezhÄnd- 
chen  erschienen,  ohne  die  neun  Briefe  an  Malebranche. 
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Die  ersten  sechs  Klassen,  Bd.  V — XXXVII,  am&ssen  die  theologischen 
Schriften,  die  siebente  bilden  die  philosophischen  mit  Bd.  XXXVIU,  XXXIX 
und  XL.  In  der  achten  Klasse  sind  die  Werke  ans  den  übrigen  Wissen- 
schafton vereinigt;  wir  heben  hervor:  in  Bd.  XLI  die  Logik  Arnaulds 
„La  logique  <m  Vati  de  pe»8€t"t  ^  ^  ^imveamx  Eignem  de 

Geamäri^'. 


Zweites  Kapitel. 

Besprechimg  von  Arnaulds  matliematisclieü  Arbeiten 

und  deren  fiedentong. 

Seine  Ilusen  und  die  Logik  von  1062. 
Wir  beginnen  in  dinmologischer  Reihenfolge  mit  Arnaulds  mathe- 
matischen Thesen  nnd  lassen  deren  WorÜant  hier  folgen.  Dieselben  wurden, 
wie  wir  sdion  im  ersten  Teile  ausfOhrtem,  am  25.  Juli  1641  vor  der  Sor- 
bonne verteidigt 

Ex  Maihemaiieis. 

I.  Male  profedo  de  ThUosophia  merUtts,  qui  ab  illius  studio  mathemaii' 
cum  puherem^)  eiecU.  Obscurüas,  quae  muUos  dderret,  saepe  non  dodrinae, 
sed  Doctoris.  Nec  mmerito  Ptolemaeus  Rex  ab  Eudide  pasUdavU  oompenr 
diariam  magis  ad  geometriatn  viam,  quam  eius  Elemeniorum,  Vera  quidem 
ülie  mniOf  sed  ordine  pratpostcro  plcrunvque  IradUa,  See  per  te  ehHeeimae 
mImIo  demon^remdi  studh  eibeeuriores  reddUae,  Immmem  nm  ättumde  pra- 
hata,  quam  ab  imposeibSi,  gwod  InMrvqfuii^  mm  etL  BrebaHonet  denigife 
fere  cnmee  eMnMmt»  aäduetae  ntm  ex  nahura  figurarum» 

TL  Beeiam  datae  rectae  aequalem  describere  noH  problematis  loeum 
habere  debei,  sed  posMaU,  Omismm  in  Etementis  emgiUonm  aequalmm 
axkmta  In/Moni  ebeeurikdem  pcpiriL  Angulorum  ad  baeim  aeguaUtae  «m 
(riofVttfo  oieqmerwro  9üiMe  admodim  ab  Eudide  vd  Theene  dmonttratur. 
Quod  in  16.  d  17,  Rrop,  Ub.  I  traditur  ab  Sisterologia  nm  poted  exetuari. 
Duo  iriangtdi  latera  rdiquo  eeee  mahra,  noUue  per  ee  ed  quam  Eudidie 
demondradone.    Quod  aequaH»  aUUudinia  d  bona  paraUehgramma  dni 

V'  jiuln's  nmthematicus  der  gnlne  Glasstailb  oder  Sand,  worin  die  antiken 
Mathematiker  mit  «'iiieiu  StÄlx  lieii  ihn'  Fipnron  reichneten,  daher  fig.  fflr  die 
WigBCDBchaft  ael\>si  am  h  jxtlvis  t  ri«litus  au  mehreren  klassischen  Stellen,  vgl. 
Heinichen,  ImL  WörUrbuch  Art,  pulvis. 
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oegMoKa,  sme  uUis  triangulis  d  trapeeiis,  ex  sola  paraUdogranmi  naUtra 
dmonstran  poUtL   NuUm  egf  miguilm  oaüacku;  et  reeku  €ti  mgtUm 

temicircuU. 

HL  Ästrcmmia  geometriae  8ohole$  rwdlutionum  coelesHum  leges,  mumia- 
mrwm^  öorponm  »itum  et  ordmem  corUempkUur.  Ut  perfecta  sit,  nom 
soUrn  eahM,  sed  dkm  naiurae  tacüonem  habere  debeL  J^/$tema  IHolemair 
cum  undiqw  mikm  faciL  8i  kmam  exoyiof  tmnm  immium  aol  eeHirum 

est.  Circa  terram  vcMkir  kma  sphaerioa,  opaca,  et  prorsuB  o&MHr».  Laevem 
et  perfeäe  poUkm  non  esse,  sed  seaprosa  admodum  et  ospemi  mtperficie  nm 
modo  tdescopium  ostmdit,  sed  eiiam  cpUcae  roHones  evmetml, 

IV.  Quod  terram  in  mmdi  ceniro  immotam  stare  credamm,  moffis 
auctarücUi  quam  rationi  dcbemus.  NuUis  siquidem  hactenus  argummOs  vd 
astronmUcis  vel  physicis  immobüUas  terrae  demonstraia  est.  Vana  sunt 
praesertim,  quae  vulgo  desumi  soleni  a  motu  gravium  ad  perpendictUum 
cadentium:  inanis  etiam  meins  ne  per  terrestrem  vertiginem  aedificia  cor- 
ruerent,  ne  aves  nidos  sttos  repetcre  non  possent.  Nm  minus  terra  lunam 
Ulustrat  quam  ImM  terram;  d  eadem,  ektsdemgue  periodi,  phasnm  in  utraqjite 
varktas. 

Es  ist,  um  zunächst  von  den  astronoinischen  Sätzen  zu  reden,  ein 
ehrendes  Zeichen  von  Arnaulds  geistiger  Freiheit  und  seiner  durch  nichts 
einzuschüchternden  Liebe  zur  Wahrheit,  dal's  er,  der  junge  Kleriker,  hier 
zwar  in  vorsichtiger  Fonn,  aber  in  unverkennbarer  Wcis^  sich  für  das  Koper- 
nikanische  System  entscheidet;  denn  der  Satz  ..Quod  U:rr<im  in  mnndi  auiro 
immotam  stare  credamus,  mtujis  (uidorifnti  dibctnus,  q\uim  rfithni.  NuUis 
sifinidtni  hactenus  argumetid'^  rd  astronomicis  vcl  physicis  immohilUus  terrae 
dnnothtinita  ist  richtig  betrachtet  genau  dasselbe  wie  Galileis  „E  pur 
si  mnove"^);  imd  das  im  Jahre  1641,  nachdem  im  Jahre  1633  erst  Ga- 
lilei von  der  römischen  Inquisition  venirt^ilt  worden  war  und  dessen  Lehre 
nicht  einmal  als  Hypothese  auftreten  sollte,  „quam  /  Inipoihdice  a  se  illam 
proponi  simularet".  Descartes  hatte  sich  bekanntlich  (s.  Kuno  Fischer 
Bd.  I  S.  207)  die  Herausgabe  seines  kosmologischen  Werkes  durch  jenes 
Urteil  verleiden  lassen.  Arnauld  rügt  offen  die  kindisch-lächerlichen  Ein- 
würfe der  (iegner,  dafs  durch  die  Bewegung  der  Erde  die  Häuser  einstürzen 
müfsten  oder  die  Vogel  ihre  Nester  nicht  mehr  finden  könnten.  Auch  im 
übrigen  sind  Arnaulds  astronomische  Ansichten  ganz  veniünftig. 

Die  niatheniatischen  Sätze  beginnen  mit  einem  Hinweis  auf  die  Wichtig- 
keit mathematischer  Schulung;  sollte  sich  die  Spitze  des  Wortes  „Male  pro- 

1)  Der  Ausspruch  „E  pur  .st  mtKweF*  wurde  von  Galilei  nicht  gethan,  son- 
dern von  H])ätem  Schriftatellern  ihm  in  den  Mund  gelegt,  bezeichnet  aber  sehr 
troffend  Galileis  Haltung. 
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feeto  de  IMetepkia  merüus,  qui  ab  iUius  shtdio  mathefHaticum  ptdverem 
eieeif  gegen  Bacon  riohten,  der  die  hoho  Bcdeutong  der  Mathematik  in 

seinem  Syst«m  nicht  xa  würdigen  vei-stand,  sodafs  erst  unter  Hobbos'  Ein- 
fioTs  jenes  Einströmen  and  dio  enge  Verknüpfung  des  mathematisehen  £le- 

ments  mit  den  nach  der  Methode  der  Induktion  betriebenen  natarwissen- 
Schaftlicbon  Forschungen  stattfand,  welche  in  Newton  ihre  höchste  Blüte 
und  Vollendnng  erreicht«?  Schon  hier  setzt  Arn  aal  ds  Euklidkritik  ein, 
w^elche  in  seinen  folgenden  mathematischen  l^t  briften  einen  immer  pronon- 
ciertwen  Charakter  erhült  und  als  positives  Ergebnis  unter  Pascals  direktem 
Einflufs  sein  geometi-isches  Hauptwerk  entstehen  läfst.  Schon  einmal,  ein 
.Tahrb\indert  früher,  hatte  ein  Mann  yon  ^reübarer  GeistesverarUagun^*, 
Petrus  fiamns,  in  seinem  Kampfe  gegen  die  aristotelisch  -  scholastiaGhe 
Schule  seine  Angriffe  gegen  p]uklid  geri<]itot  Aber  die  Zeit,  welche  ein 
wirklich  neues  und  inhaltsvolles  System  der  Elementargeometrie  bringen 
sollte,  war  damals  noch  nicht  gekonunen.  So  blieb  es  von  Seiten  dieses 
Mannes  bei  unreifen  Versuchen  (vgl.  8.  226).  Die  reformatorische  Stellung 
gegen  den  gi'ofsen  griechischen  „Elemcntensrhreibn-"  prägt  sich  schon  scharf 
in  der  kühn  originalen  Wfise  aus,  in  welcher  Arnauld  die  bekannt«  Ant- 
wort Euklids  auf  die  Fragt'  des  Ptolemaeus  negiert:  ..Are  immerito 
Pl()lrnuii'>ts  Jirx  ah  Knrlide  postulavit  rompend'iariam  maffis  ad  Geo- 
)H(  triam  riani  quam  das  Klcnientorum."  Arnauld  glau})t  jenen  geraden 
Pfad  zu  kennen.  Wahr  sind  die  Ergebnisse  Knklids,  al)er  eine  nalürliehe, 
ungezwungene  Ai'cbitektonik  des  (lobilnde';  der  Klementargeometrie  ersclieint 
unsenn  Autor  unbedingt  notwendig,  und  diese  vennifst  er  bei  dem  (triecben. 
l)iuge,  welche  an  si<ili  klar  seien,  also  durch  unmittelbare  Anschauung  ein- 
leuchteten, seien  durch  einen  blinden  lieweiseifer  nur  verdunkelt  wurden. 
Wenn  M.  Cantor  in  seinen  „Vorlrsunrjnt"  Bd.  I  S.  209  sagt,  „dajs  die 
Alten  sirh  der  apagogisrlmi  JinnisfUhrung ,  difsrr  indirrlirn  Methode  der 
Zurückführanfi  auf  das  (legi  nieil  (nanu  »(lieh  bei  snqetuinnh  n  Krhauütionen 
immer,  na  nur  die  sifHtlirtisfhr  /Ii/pot/ies<  drs  rnrHdlir/ikieinen  a/s  Ertatz 
zu  dienen  rrrma/f),  U'etin  auelt  nicht  gerade  abeneiefiend.  doch  viel  häufii/rr 
als  die  modernvn  Gcometer  bedienten,  ja  daß  in  neuerer  Zeit  die  indtrekien 
Beweise  nicht  beliebt  sind",  so  sehen  wir  hier,  dafs  Arnauld  derjenige  war, 
welcher  wohl  zum  ersten  Male  dieser  Abneigung  klaren  Ausdruck  gegeben 
hat:  Innumera  non  aliandc  probata  quam  ab  impossibili,  quod  iTiiarji^iixov 
non  est.  „Der  Grund  lier/f  darin",  tahH  M.  Cantor  1.  c.  erläuternd  fort, 
„dafs  bei  aller  zwinrirndi  n  Sirenf/i  fiir  dm  Verstand  der  indirekte  Heweiit 
der  Einbildungskraft  I,i  Dir  ndlständiije  liefrii  diijamj  zit  f/eu  ühri  n  pflegt. 
Ungezügelt  umherseh leeifend  sucht  sie  noch  immer  dritte  Fälle  ausfindig  zu 
tnadicn,  welche  neben  der  Existenz  van  J\'idU-JJ  eine  Koexistenz  vott  D  eu- 
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kuam,  und  nur  admtr  giebt  sie  »ich  gefangm,  dafs  wirMkh  die  EttUeUwig»- 
teile  des  EitUeätmgsgaiuem  tfoOstOndig  en«Mpft  wwrden,  ,da/i  teirklich  swei 
Siek  amsehliefsende  HkUsachen  vorliegen,  die  nicht  gMduteUig  gesetzt  «erden 
hSumm"  Sodann  beangtandet  Arnauld,  da&  Euklid  seine  Beweise  viel- 
fach mit  Hilfe  firemd«r  Bestandteile  {eaMmeeus\  nicht  ans  der  Natur  der 
betreffenden  Figur  herMU  ftÜire.  Im  zweiten  Absatz  der  Thesen  wird  die 
Kritik  noeh  etwas  weiter  spezialisiert.  Eine  einer  gegebenen  gleiche  Strecke 
abzutragen,  mfisse  als  Forderung,  als  Postulat  eingeführt  werden,  da  der 
Charakter  einer  Aufgabe,  eines  Problems  hier  nicht  vorliege.  Die  Gleichheit 
der  Winkel  an  der  Basis  eines  gleichschenkligen  Dreiecks  werde  von  Euklid 
oder  vielmehr  Theon  so  gut  wie  fehlerhaft  bewiesen.  Arnauld  denkt 
wohl  hier  an  daa  nach  seiner  Ansicht  vergessene  Axiom  über  die  Gleichheit 


rechuot  er  den  Satz,  dafs  die  Summe  zweier  Seiten  im  Dreieck  gröfser  ist 
als  die  dritte.  Dahin  gehört  nach  ihm  auch  der  Satz  von  der  Flächen- 
glcichheit  von  Parallelogrammen  gleicher  Höhe  und  Basis.  Mit  dem  letzten 
Satze:  „NiUlus  est  angnim  «mtaetM,  sed  rectm  est  angulus  semMrciUi'* 
ninuut  Arnauld  Stellung  zu  einer  wichtigen  Frage,  zu  der  über  den  Con- 
tingenzwinkel.  Mit  diesem  gemischtlinigen  Winkel,  dem  Winkel  zwischen 
Tangente  und  Kreis,  hat  sich  Euklid  III  16  beschäftigt  und  daselbst  be- 
wiesen, dafs  dieser  kleiner  ist  als  irgend  ein  geradliniger  spitzer  Winkel. 
Die  Bezeichnung  angulus  contingencie  tritt  bei  Jonlauus  Nemorarius  iui 
geometrischen  Werke  „De  iriangulis"  im  dritten  Buche  auf.  Von  da  an 
hat  er  die  Mathematiker  fortwährend  beschJiftigt.  Wii-  finden  den  Con- 
tingenzwinkel  wieder  bei  Johannes  Campanns  erörtert,  der  Euklids 
Ansicht  teilt.  Ende  des  XVI.  Jahrhunderts  entbrannte  über  die  Natur  dos 
Contingenzwinkels  eine  heftige  Meinungsverschiedenheit.  Der  Frau/ose 
Jacques  Peletier  oder  Peletarius  hatte  in  seiner  Euklidausgabc  von 
1657  erklärt,  der  in  Rede  stehende  Winkel  sei  gar  nicht  als  Winkel  zu 
betrachten;  er  sei  ein  Nichts,  und  der  Winktl,  welchen  der  Halbkre  s  mit 
dem  Durchmesser  bilde,  sei  von  einem  Kechten  nicht  im  mindesten  ver- 
schieden. Peletarius  hatte  in  scharfsinniger  Weise  seine  Ansicht  durch- 
geführt. Ein  Gegner  faml  sich  in  dem  Jesuitcnpatir  Clavius.  Dieser 
sagte  in  der  von  ihm  verunstalteten  Ausgabe  Euklids  {\\\.  Ausgabe  1591), 
dafs  damit  ein  neues  Ergebnis  nicht  erzielt  worden  sei,  denn  Euklid  hätte 
eben  dann  einfach  III  IG  bewiesen,  dafs  das  Nichts  kleiner  sei  als  ein 
spitzer  Winkel.  Vielmehr  müsse  man  annehmen,  dafs  der  Contingenzwinkel 
wohl  eine  gewisse  Grüfse,  ein  Etwas  sei,  aber  ein  Winkel  anderer  Art  als 
der  geradlinige.  Damit  war  aber  der  Streit  nicht  beendigt-,  es  bildeten  sich 
zwei  förmliche  Parteien.    Der  Ansicht  Peletiers  püichteten  in  der  Folge 
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cBe  ersten  Ifstheiiifttiker  bei.  Vieta  Tertritt  sie  ndi  einer  neuen  Beweis- 
fahrnng  in  seinem  „Yainoriim  de  rdnts  maihemaUcis  respontarum  Uber  VJIV* 
Dort  heifst  der  Contingeniwinkel  eormefilairis.  John  Wallis  gab  1656 
eine  Abhandlung  heraus:  „De  angiOo  coiUadm  H  semiemmk  tnutahuC*, 

worin  er  den  Contingenzwinkel,  einen  non-anfftdum,  ein  nm-quantum  nennt. 
Dies  Teranlafste  eine  Entgegnnng  in  der  Cydmiaihia  des  Leotaud  (1662). 
Wir  sehen  aus  dem  Satze:  „Nullus  et  anffuius  otmktdus,  et  rcctus  est  an- 
g¥hl8  semicirculi",  dafs  Arnauld  dieselbe  Überzeugung  hat  wie  Peleta* 
rinS)  wie  Vieta,  wie  Wallis.  Die  besprochenen  Sätze  sind  zum  grofsen 
Teile  noch  lülher  ausgeführt  im  IV.  Abschnitt  von  Aruaulds  Buch  „La 
Logique  Ott  L'Art  de  penser",  das  wir  schon  im  ersten  Teile  vorliegender 
Arbeit  angekündigt  and  charakterisiert  haben.  Dieser  IV.  Abschnitt  handelt 
Ton  der  MeÜiode  im  allgemeinen  und  speiiell  von  der  der  Geoanet«r.  In 
dem  ,J>i8Cours  sur  le  dessm  de  cette  Loffiquel",  welcher  dem  ganzen  Budie 
TOfBUSgeht,  sagt  der  Verfasser,  dafs  er  besonders  im  vierten  Abschnitt  eine 
kleine,  bis  dahin  nicht  gedruckte  Schrift  eines  aasgezeichneten  Geistes  mit 
verarbeitet  habe,  die  von  jenem  betitelt  worden  sei:  „De  l'esprÜ  giomi- 
trique";  hier  also  in  Arnaulds  Logik  von  1662  ist  Pascals  gröfseree 
Fragment  über  die  „Methode  der  geometrischen  Beweisftihrunff'  zuerst  ge- 
nannt und  der  Inhalt  veröffentlicht  worden.  Wir  legen  der  Übersicht  über 
den  ganzen  für  die  Geschichte  der  Mathematik  bemerkenswerten  IV.  Ab- 
8(')i;iitt  die  erste,  sehr  seltene  Ausgabe  von  1662  zugrunde.  Das  erst« 
Kapitel  handelt  von  der  analytisehen  und  der  synthetischen  Methode.  Ar- 
nauld beginnt  mit  der  Definition  der  Methode  im  allgemeinen:  „Es  i«/ 
Methode:  Die  Kunst,  eine  Foh/e  von  Gedanken  uohl  anzuordnen,  sei  es  um 
die  Wohrhe-it  zu  entdecken,  trenn  wir  noch  niefit  int  liesitz  derselben  sind, 
sei  es  um  eine  Wahrheit  andern  sn  beweisen,  wenn  wir  sie  schofi  kennen." 
Dem  ersten  Falle  entspricht  die  analytische  Methode,  methode  de  resohtiion 
oder  methode,  d'inveniion,  dem  zwoiit'n  die  synthetische,  methode  de  e&tnpo- 
sition  oder  methode  de  dodrine.  Bei  der  analytisclien  setzt  man  voraus, 
dafs  das  Gesuchte  ni<lit  vollständig  bekannt  ist ,  aber  dafs  man  darauf 
kommen  kann ,  indem  man  die  Angaben  darüber  ins  einzelne  prüft  und 
das  Ergebnis  «lioser  Prüfung  benützt,  inn  zu  dem  Gesuchten  zu  gelangen. 
Bei  beiden  Methoden  aber  ist  (inindregel,  von  dem  Bekannteren  zum 
weniger  Bekannten  fortzuschreiten ;  dieser  stillschweigenden  Annahme  mnfs 
sich  jede  wahre  Methode  tilgen.  Was  al>er  die  aualytisi  he  von  (h't  synthe- 
tischen Methode  unterscheidet,  ist,  dafs  nmn  zu  bekannten  Wahrheiten  durch 
die  eingehende  Prüfung  des  (Jegenstandes  gelangt,  und  nicht  wie  bei  der 
synthetischen  gleich  zu  Anfang  allgemeiiu  re  Wahrheiten  etabliert,  aus  denen 
man  die  Wahrheit  s^es  speziellen  Objektes  herleitet.    Ais  treö'eudes  Bei- 
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^pi«l  wild  die  G«iie«l(^e  «iiar  Paiwm  dnroligelUirt  Hiecsog  «rgitibt  neli 
■ehr  flinfiMiht  wie  die  Geometer  Tufthren,  wenn  flnem  eine  Frage  yorgelegt 
wird,  deren  Bioliftigkeit  oder  ünriditigkett  im  Felle  eines  Thetnemi,  deren 
Mfli^idilceit  oder  ünnU^^idikeit  im  Falle  einer  Ao^be  sie  nielit  kennen. 
Sie  nehmen  also  «n,  die  Sadie  sei  so,  wie  behanptot  wird;  darauf  riehen 
sie  die  notwendigen  Konsequensen  daraus  tmd  sohUeften,  daA  die  vorgelegte 
Behanptaqg  richtig  besw.  dne  veriangte  Angabe  möglich  ist,  wenn  unter 
diesen  notwendigen  Konseqnenzen  eine  evidente  Wahriieit  sich  befindet: 
wenn  aber  diesee  Verfahren  anf  eine  Absnrditöt  oder  Unmöglichkeit  ffthrt, 
so  war  jene  erste  Annahme  von  der  Richtigheit  falseh  oder  vielmehi'  der 
Saits  ist  oatiehtig  oder  die  betreffende  Aufgabe  ist  unmdglich.  Hatte  der 
so  eingeschlagene  Weg  ein  positives  Ergebnis,  so  gehen  die  Geometer  beim 
Beweis  eines  Satzes  oder  der  Möglichkeit  einer  Att^g[abe  von  jener  Wahrheit 
ans,  zu  der  sie  das  analytisehe  Entdecknngsverfahren  p^eftlhrt  hatte,  und 
liefern  ihn  dnroh  die  entgegengesetzte,  die  synthetische  Methode.  Die  Auf- 
findung einer  W^ahrheit  durch  Analysis  sei  mehr  Sache  einer  gewissen 
Urteilskraft  und  Geschicklichkeit,  als  bestimmter  Regeln.  Zur  Vermeidung 
des  Intnms,  so  fährt  Arnauld  fort,  leisteten  aber  jene  rier  Ton  Des- 
eartes  aufgestellten  Regeln  sehr  gute  Dienste: 

1)  Mm  9oUe  nie  ätcas  fUr  wahr  haUen,  an  dem  man  diese  Eigenschaft 
nidU  eoidmi  erkennt,  d.  h,  sich  sorgfältig  vor  Überstürzung  oder  Vorurteil 
hüten  nfid  nur  solche  Bestandteile  in  seine  Urteile  aufnehmen,  die  sich  so 
Idar  dem  Geiste  darstellen,  dafs  man  keinen  Grund  hat,  daran  zu  zweifeln. 

2)  Jede  Schwierigkeit  in  so  viele  Parzellen  auflösen,  als  überhaupt 
möglich  oder  doch  zu  ilirer  Überwindung  notwendig  sind, 

3)  Seine  Gedanken  in  Ordnung  so  reihen,  dafs  man  mit  den  einfachsten 
und  leicht  erkennbarsten  Gegenständen  heginnt  und  stufenweise  zu  den  zu- 
sammengesetzteren aufsteigt,  indem  man  selbst  unter  denjenigen  eine  Ordnung 
voraussetzt,  welche  auf  dm  ersten  Anschein  sich  nicht  Bwanghs  eu  folgen 
scheinen. 

4)  Überall  so  vollständige  Aufsä'Jilungen  machen  und  so  allgemeine 
Übersichim  geben,  dafs  man  sicher  sein  darf,  nichts  vergessen  zu  haben. 

Freilich  stellen  sieh  der  Anwendung  dieser  Regeln  vielfaeh  Scliwierij,'- 
keiten  entgegen,  aber  ihre  besluKigliehste  Anwendung  garantiert  auch  eine 
weitgehende  Sicherheit  bei  der  Erforschung  der  Wahrheit,  soweit  sie  der 
Vernunft  erkennbar  ist. 

Im  zweiten  Kapitel  wird  nochmals  speziell  auf  die  syntlictiscbe  Metbode 
der  Geometer  eingegangen.  Durch  die  Voranstellung  allgemeinster  un<l  ein- 
fachster Wahrheiten  vermeidet  man  Wiederholungen,  die  unfelilbar  eintreten 
mtUisten,  wollte  man  die  Arten  vor  der  Gattung  behandeln.    Die  geo- 
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metrische  Methode  ist  die  überzeugendst«  und  sie  befriedigt,  zugleich  den 
lutellekt  vollstUndig.  Die  Geometer  wollen  nur  voll^^tändig  überzeugende 
Resultate  zutage  fördern  und  glauben  dies  durch  Beobachtung  der  folgenden 

Begeln  zu  erreichen: 

1)  Man  laue  keinerlei  Ziveidfufifjkeil  m  dm  Betekkmmgm  bestehen 
(ne  laisser  aucune  ambiguite  dam  les  termee). 

2)  Man  stüUe  seine  Überlegungen  nur  auf  Idare  und  evidente  IVtn- 
eipien,  die  von  niemand  bestritten  werden  können  (n'estaUier  leurs  raisonne- 
mens  que  sur  des  principes  clairs  et  evidens);  deshalb  legen  die  Geometer 
vor  allem  ihre  Axiome  fest  und  verlangen,  dafs  man  ihnen  einräume,  diose 
seien  so  klar,  dafs  sie  durch  Beweisversuche  nur  verdunkelt  werden  könnten 

3)  3Ian  beweise  (die  seine  Sehlüsse  demmistrativ  (prouver  demonstraiite- 
nvent  toules  les  conclusions  qtt'ils  arnneenl),  d.  h.  man  hniütse  dazu  nur  die 
ausgesprochenen  Definitionen,  dir  zugestandenen  Prinzipien  oder  Axiome  und 
die  hieraus  durch  DenHrafi  hergeleiteten  Sätze,  tcelche  SO  brauchbar  wie  die 
Ajcionie  selbst  für  die  leriten'  Ih  lei  isführuyig  sind. 

Dieses  sind  die  drei  Haujitsätze;  sie  lassen  sieh  weiter  ausführen  in  fünf 
anderen.  Es  folgen  die  fünf  positiven  Vorsehrifteu  Pascal s,  die  M.  Cantor 
unter  2,  3,  5,  7,  8  in  seinen  „Vorlesungen"  Bd.  11  8.  {)><2  wiedergegeben 
hat.    Wir  benütsen  au  ihrer  Aussprache  M.  Gantors  Übersetzung: 

Für  die  DefinitUmen. 

1)  Maik  soU  keinen  dmüteln  <>der  Zweifel  gestattenden  Äusdrudt  ohne 
Ihfkdtim  lassen, 

2)  Man  seil  bei  den  Definitionen  nur  soldier  Wörter  sich  bedienen,  wMe 
entweder  vollkommen  bekannt  sind  oder  vorher  ihre  Erklärung  gefünden  haben. 

Ffir  die  Axiome. 

3)  Man  soll  als  Axiome  nur  Dinge  aufstellen,  die  an  «idl  voUkommeii 
einlendiiend  sind. 

Für  die  Beweise.' 

4)  Man  seU  jeden  Seit  beweisen,  dem  irgend  Dunkdhett  anhaftet,  md 
als  Beweismittd  nur  s^  einteudUende  Axiome  oder,  vorher  «eftofi  Bewiesenes 
besw.  Zugestandenes  anwenden;  bei  Arnftvld: 

4)  I^rouver  toutes  les  projposiüons  un  pen  eibseiares,  en  n'emphgant  ä 
leur  preuve  que  ks  deßfwUons  ^  anront  prieidi,  ou  les  eaümies  qui  amront 
esti  aeeordeg,  on  ks  proposüHtm  qai  anroni  d^  esU  demoniries,  ou  la  com- 
strueHm  ds  la  oltofe  «leniie  doni  U  s^t^a,  hrs  qu'ü  y  aura  ^uelque  operar 
Hon  ä  faire. 

5)  Man  soU  fortwährend  in  Gedanken  das  DefinHerts  durdt  seine  Defi- 
nition ersetsen,  um  nicht  vermöge  des  vidfadwn  Skmes  von  Yf9rtem,  du 
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itmerhalb  der  DefSmUmm  enger  gefaf^  wMm,  tu  IrrtOmem  verhUet  tu 
uterdeu. 

Kvp,  m  ist  den  Defimtumen  gewidmei  Schon  im  enfeen  AbMÜmitt 
war  mit  Beneliimg  auf  Pascal  in  Kap.  X  der  ünterBebied  swischen  Verbal- 
definition  (d^iMm  du  nm,  defMth  nemM)  nnd  der  Bealdefimtion  (defi- 
nUioM  de  la  eikeee,  defktUio  rei)  Uai^gaatellt  werden.  Die  Nominaldeflnitionen 
sind  willkfirlieh  und  nnan&olitl»ar  und  deshalb  kann  eine  solche  Definition 
die  Stelle  eines  Pzinsq»  Terfareten.  Dag^pen  hat  eine  Bealdefinition  durch- 
ans  den  Oharalcter  eines  Theorems,  das  bewiesoa  werden  miib  wie  jeder 
Sala,  imd  nnr  wenn  jene  an  dch  klar  ond  evident  isl^  tritt  ne  als  Axiom, 
als  Friniq»  anf.  NatQilidi  mllsse  man  d«n  Gegenstand  einer  Nominal* 
defiaition  nicht  ohne  weiteres  Bealitit  anschreiben.  Sehr  oft  wtbrden  Beal- 
definitionen  anff^estellt,  die  sehr  anfechtbar  seien,  von  denen  aber  ihre 
Uriieber  durdi  Verwechslnng  ^nbten,  es  seien  Kominaldefinitionen,  mithin 
Pruuipien,  nnd  man  kOnne  auf  die  Gegner  derselben  den  Gnmdsats  an- 
wenden: eontra  negantem  priHe^pia  tum  ett  dieputandum,  Deshalb  sn  es 
notwendig,  gleichsam  eine  neue  Sprache  sa  schaffen,  indem  man  die  ge- 
brftachlichen  Bezeichnungen  ihrer  Bedeutung  ganz  und  gar  entkleide.  So 
könne  man  z.  B.  das  Wort  Parallelograniin,  80  paradox  es  klinge,  für  eine 
dreiseitige  Figur  gebrauchen,  deren  Winkelsumme  zwei  Rechten  gleich  sei, 
wenn  man  nur  an  der  Bezeichnung  konsequent  festhalte,  d.  h.  eine  be- 
stimmte, wohluntersohiedene  Idee  eindeutig  dadurch  fixiere.  Wem  ficlo  hier 
nicht  Pasc  als  souverftne  Bezeichnung  „antobola"  für  Ellipse  ein,  die  in 
seinen  Kegelschmttfra«rment<'n  wohl  ans  Gründen  der  Symmetrie  mit  hfper- 
bola  und  parabola  durcbgefOhrt  ist?  Durch  yemachlKssigte  oder  nicht  ein- 
deutige Nominaldetinitionen  bringen  es  viele  sogenannte  Philosophen  an- 
stände, mit  Hilfe  der  klaren  Idee  einer  Sache  unklare  und  verworrene 
Seiten  derselben  Sache  zu  verfechten.  Auch  zur  Abkflr/.ung  von  langen 
Definitionssfttsen  dient  eine  Nominaldefinition,  und  dies  ist  ein  nicht  m 
gering  aniuseblagwider  Vorteil  einer  passend  gewählten  kurzen  Bezeichnung 
gerade  in  geometrischen  Abhandlungen.  Diese  Dinge  werden  im  dritten 
Kapitel  des  vierten  Abschnitts  wieder  aufgenommen,  besprochen  und  mit 
qMSiellen  historischen  Beispielen  belegt.  So  definiere  Euklid  den  ebenen 
gradlinigen  Winkel  als:  Zusammnitreffen  ttceier  geneigter  Geraden  in  der- 
seiben  I^ene  (La  rencontre  de  di  ux  lignes  droites  incUndes  sur  un  mesme 
plan).  Gegen  diese  Nominaldetinition  an  sieh  könne  man  ja  nichts  ein- 
wenden; aber  Euklid  hat  im  Verlaufe  nicht  daran  festgehalten,  sondern 
ist  in  die  natürliche  Konzeption  des  Winkels  zurückgefallen.  Durch  Sub- 
stitution des  Definierten  an  Stelle  der  Definition  orgeben  sich  daher 
mancherlei  Absurditäten  und  Inkonvenienzen.    Wenn  man  einen  Winkel 
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halbiere,  so  werde  nicht  das  „Zusammentreffen  etoeier  Geraden"  halbiert 
Auch  hätte  dieses  keine  Schenkel  and  keine  Basis,  sondern  alle  diese  Eigen» 
schafton  kümcn  dorn  eingeschlossenen  ebenen  Winkebttom  HL  Euklid  Sei 
wohl  abgeschreckt  worden,  den  ebenen  Winkolramn  einzufOhren  dadurch, 
dafs  dieser  gröfser  oder  kleiner  sein  könne,  ohne  dafs  der  Winkel  selbst 
sich  ändere.  Gebrauche  man  dagegen  folgende  Definition:  Der  Winkel  ist 
ein  zwischen  zwei  sieh  schneidenden  Geraden  liegender  Flächenraum,  unbe- 
grenzt hinsichtlich  der  Dimension,  welche  der  Länge  der  Geraden  entspricht, 
und  begrenzt  in  Bezug  auf  die  zweite  Dimension  durch  den  proportionalen 
Teil  des  Umfangs  eines  Kreises,  dessen  Mittelp\inkt  mit  dem  Schnittpunkt 
jener  beiden  Geraden  zusammen fäUt ,  so  sei  diese  Detinition  so  hübsch  und 
reinlich,  dafs  sie  zugleich  als  Nominal-  und  Realdetinition  gelten  könne. 
Auf  Grund  dieser  Deünition  liefseu  sich  alle  Eigenschaften  des  ebenen 
Winkels  entwickeln,  ohne  dafs  mau  nötig  habe,  in  eine  andere  Vorstellung 
überzugehen.  Heson<iers  Hiefse  daraus  mit  Leichtigkeit  der  begriff  der 
Gleichheit  zweier  Winkel,  der  bei  Eukliil  fehle,  was  schon  Petrus  Ranius 
bemerkt  habe,  ohne  daßs  diesem  seine  Verbesserungen  sonderlich  geglückt  seien. 

Ein  zweites  Beispiel  von  mangelhafter  Nominaldefinition  biete  Euklids 
unklarer  VerhUltnisbegriff,  Er  dertuiert:  „La  raison  est  une  habitude  de 
deux  grandoos  de  mesmr  genre,  comparös  IKne  avec  lautre  sehn  la  quan- 
tite;  Proportion  est  une  simi/itudc  de  raison."  Auch  die  Differenz  zweier 
Gröfson  sei  eine  solche  ( irörsenhpziHhung  zwischen  ihnen.  Euklid  habe 
also  seine  Definition  zu  eng  gcfafst,  wenn  bei  ihm  3  •  5  :  8  •  10  nicht  als 
Proportion  gelte.  Er  hülle  also  liemerken  müssen,  dafs  man  zwei  Grö£sen  auf 
zweierlei  Arten  vergl'icheu  kann;  dementsprechend  seien  zwei  Bezeichnungen 
zu  wühlen:  DitTeren/.  und  Verhältnis.  Eljenso  hätte  er  die  Proportion  als 
Gleichheit  zweier  gleichartiger  jener  beiden  Gröfsenbeziehnungen  definieren 
müssen  und  auch  hier  wieder  zwei  Bezeichnungen  auswerfen:  Für  Gleich- 
heit von  Differenzen:  Arithmetische,  fßr  (ileichheit  zweier  Verhiiltnisse: 
Geometrische  Proportion  mit  dem  Zusatz,  dals  letztere  (Ileichheit,  weil  sie 
wichtiger  und  häutiger  sei,  Proportion  schlechtbin  heifsen  solle.  Solcher- 
gestalt wäre  alle  Dunkelheit  und  Zweideutigkeit  vermieden  worden. 

Kap.  IV  führt  die  Sache  noch  weiter.  Nicht  immer  seien  die  Geo- 
meter  sich  bewufst  gewesen,  dafs  Nomiualdetinitionen  unbestreitbar  seien. 
Der  ganze  Streit  tlbor  den  Contingenzwinkel  zwischen  Clavius  und  Pele- 
tier  gehöre  hierher.  Mit  einem  Worte  wäre  er  beendigt  gewesen,  hätte 
mau  sich  darüber  verständigt,  was  man  eigentlich  unter  Winkel  verstehen 
wolle.  Derselbe  Fehler  sei  von  Simon  Stevin,  dem  beiühmten  Mathe- 
matiker des  Pnnzen  von  Oranien,  gemacht  wurden.  Er  habe  definiert: 
„Nombre  est  cela  par  lequel  s'expUgue  la  quaniUe  de  chacune  dme"  und 
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sei  dann  sehr  aiifgebracht  gewesen  gegen  diejenigen,  welche  die  Einheit 
nicht  als  Zahl  bezeichneten.  AUecduigB  sei  in  jenen  Disput  eine  Frage 
eingemengt  worden,  welche  yorw^  auszuscheiden  sei,  nämlich,  ob  sich  die 
Einheit  zur  Zahl  verhalte  wie  der  Punkt  zur  Strecke.  Untersuche  mau 
jeden  Teil  der  Kontroverse  für  sich,  so  müsse  in  Bezug  auf  den  ersten  die 
gemachte  Nominaldefinition  entscheiden.  Für  Euklid  z.  B.,  der  dofiniore: 
nomhre  est  une  multitude  d'unitez  assembldes,  sei  allerdings  die  Einheit  keine 
Zahl.  Aber  da  dies  eben  eine  Nominaldefinition  und  diese  ganz  beliebig 
sei,  so  könne  man  natürlich  mit  Stevin  eine  andere  zu  Gunsten  der  Ein- 
heit aufstellen.  Aber  damit  sei  die  Sache  erledigt  und  man  könne  nichts 
weiter  gegen  eine  andere  Detinition  einwenden,  ohne  sich  einer  petitio  prin- 
cipii  schuldig  zu  machen;  wie  man  erkonnf,  wenn  man  die  sogenannten 
Beweise  8tevins  genauer  ansielit.    Dieser  schlielse: 

„La  partir  est  de  mr.stnr  naiurc  que  le  tont.     Uriiff'  rst  pariie  d'um 

multitude  d'mU&s.    Dane  i'unü^  est  de  mesme  nature  quutte  multitude 

d'unitez. 

Et  pur  consequent  nomhre." 
Dieses  Argument  beweist  nichts,  sagt  Arnauld,  ein  Halbkreis  ist  kein 
Kreis,  der  Teil  eines  Quadrats  kein  Quadrat. 

Ebensowenig  besage  der  andere  Versucli  Stevins: 

du  nomhre  donne  Von  osic  aucun  nomhre,  Ir  nomhre  donn^  de- 

meure.    Dono  si  l'nnite  n'estoit  pas  nomhre,  eti  ostant  un  de  trois,  le 

nomhre  donn4  denu  uroit,  cc  qui  est  absurde." 
Arnauld  findet  den  Obersatz  lächerlich,  denn  er  setze  voraus,  was  bewiesen 
werden  soll.  Euklid  müfste  ihn  leugnen,  denn  nach  seiner  Definition 
brauche  er  nur  die  Einheit  zu  subtrahieren,  um  ilin  zu  widerlegen.  So 
könne  man  auch  beweisen,  dafs  ein  (ganzer)  Kreis  bleibe,  wenn  man  einen 
Halbkreis  abziehe,  weil  man  keinen  (ganzen)  Kreis  abgezogen  habe.  Es 
besagen  Stevins  Argumente  also  höchstens,  dafs  die  Ähnlichkeit  zwischen 
der  Einheit  und  einer  Mehrheit  von  Einheiten  genügend  sei,  um  für  beide 
eine  Kolloktivbezeichnung  einzuführen.  Das  hänge  aber  vom  Belieben  ab 
imd  deshalb  war  Stevins  ganze  Kontroverse  ein  Wortstreit.  Seine  Bücher 
seien  voll  derartiger  Wortstreitigkeiten,  indem  er  sich  an  anderer  Stelle 
bemühe  darzuthun,  die  Zahl  sei  keine  diskrete  Menge,  die  Proportion  der 
Zahlen  sei  immer  arithmetisch,  nie  geometrisch,  jede  Wurzel  einer  beliebigen 
Zahl  sei  eine  Zahl.  Die  zweite  anfangs  ausgeschiedene  Frage  aber  sei  von 
ganz  anderer  Natui'.  Da  bandle  es  sich  um  eine  Realdetinition  und  die 
Behauiitung:  Die  FAnheii  verholte  siiJi  zur  Zahl  icie  der  Punkt  zur  Strecke 
sei  ganz  und  gar  falsch.  Denn  die  Addition  der  Einheit  vergröfsere  die 
Zahl,  während  der  Punkt  an  der  Strecke  dies  nicht  bewirke.    Wir  haben 
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nur  deshalb  die  Stroittrage  so  eingehend  wiedererzählt,  weil  sie  eine  gewisse 
Etappe  bildet  in  der  fortwährenden  Erweiterung  des  Zahlbegriffs,  der  von 
Stevin  hier  auf  die  Irrationalen  ausgedehnt  wird,  und  deshalb  für  die 
Entwicklungsgeschichte  einfacher  Begriffe  der  heatigen  Mathematik  inter^ 
essant  ist. 

Im  V.  Kapitel  wird  die  Natur  der  Axiome  beleuchtet.  Alle  Welt  sei 
einig  darüber,  dafs  es  an  sich  evidente  Sätze  gäbe,  welche  nicht  bewiesen 
werdcu  könnten.  Solche  Prinzipien  müssen  das  Fundament  einer  richtigen 
Beweisreihe  bilden.  Viele  aber  seien  sich  nieht  recht  bewufst,  worin  die 
Evidenz  besteht:  sie  plauben,  dafs  der  Widerspruch  irgend  eines  Menschen 
einen  üewei.s  nötig  mache.  Diese  sind  auf  das  Wort  des  Aristoteles  zu 
verweisen,  dafs  ein  Beweis  nur  die  innere,  nicht  die  äufsere  Zustimmung 
verlange.  Es  folgt  ein  Exkurs  gegen  die  Sensualisten;  deren  Behauptung, 
dafs  alle  Gewifsheit  aus  d^n  Sinnen  und  der  Erfahrung'  stamme,  widerlege 
sich  selbst,  da  die  Erfalinmg  nur  unvollständige  Induktionen  liefere,  zur 
Gewifsheit  aber  vollständige  nutwendig  siim.  Als  Beweis  führt  Arnauld 
die  neu  entdeckte  Kapillarltilt  ins  Feld,  die.  eine  ne\ie  Eriahrung,  die  alten 
umstofse.  Auf  der  klaren  nud  distinkten  Idee  des  Ganzen  und  der  des  Teils 
beruht  allein  die  Kvidcn/  des  Axioms:  Das  (hiuze  ist  ;p<ifsrr  (ils  sein  Teil.  Wir 
haben  schon  im  erslen  Teil  der  vorliegenden  Arbeit  Ar  na  ulds  rationalistischen 
Standpunkt  gekennzeichnet.  So  folgt  denn  hier  eines  der  rationalistischen 
Grundprinzipien:  ivus  in  der  klaren  und  disiinkim  Idee  einer  Sache 

enthalten  ist,  kann  in  Wahrheit  ron  dieser  Saehe  Itehaiiptet  werden."  Solche 
Grundwahrheiten,  wie:  „Das  Ganze  ist  profsir  ids  sein  Teil"  können  nicht 
bezweifelt  werden,  denn  man  kann  sie  nicht  bezweifeln,  ohne  sie  zu  denken, 
ohne  sie  für  wahr  zu  halten.  Nun  aber  gelangt  Arnauld  zu  einer 
Schwierigkeit,  die  offenbar  duri>b  die  Parallelentheorie  und  deren  logische 
Bedeutung  in  ihm  angeregt  worden  ist:  Es  giebt  gewi.sse  Eigenschaften  von 
Dingen,  die  in  deren  klarer  Idee  enthalten  sind,  die  aber  bewiesen  werden 
können  und  bewiesen  werden  müssen.  Die  Verwendbarkeit  gewisser  Sätze 
als  Axiome  ist  durch  die  beiden  folgenden  Vorschriften  geregelt,  die  wir 
im  Texte  wiedergeben: 

1.  Regel.  Lorsquf  pour  roir  elniremi'^fd  ipt'un  lütrihiit  conrient  ä  un 
9%i^,  coniute  pour  imr  qu'il  conrient  au  tont  d'istre  plus  grand  que  sa 
partie,  on  n'a  bcsoin  que  de  considerer  les  deux  idees  du  ^iujet  et  de  l'attribut 
avec  nne  mcdiocre  atteniion  en  sorte  qu'on  ne  le  puisse  faire  sans  s'apper- 
eevoir  que  l'idee  de  l'attribut  est  ceritablement  enfrrniee  dans  l'id^e  dtt  sujef: 
on  a  droit  alors  de  prendre  cette  proposition  pour  un  ajiome  qui  n'a  }>as 
heaoin  ^tstrt  demontri,  parce  qu'il  a  de  luy  mesnw  touie  Vcvidence  que  luy 
pomroU  doMur  la  demonstration,  qui  ne  pourroit  faire  auire  chose  sinan 
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dbMfrfr^r  qne  od  aUnbut  eomimU  m  m  «e  urvaiU  d^me  troitUme  idit 
pimr  moiUnr  eette  Uaiion  ee  qu*on  m  voU  d4tA  umi  faUk  ä^ammMMmeiäie, 

Dabei  dlli&  niaa  aber  ErUinuig  und  Beweia  nicht  yeirweebaeln;  denn 
manche  Axiome  mttnai  eridftrt,  d.  h.  mit  immer  andenm  Worten*  aoflge- 
sproehen  wevden,  um  Terstftndlich  zu  sein,  wibrend  ein  Beweis  ein  gans 
neues  Moment  (froM^me  id4^  einführt 

3.  Bogel,  qmmi  la  amte  comideraiim  des  idü»  dm  tt^ä  «t  de  Vat- 
tribut  m  tmffU  pat  povur  Mir  otoiremenf  qfie  VaUründ  eomieiU  m 
firoposUion  qui  Vaffkim  m  doU  pomi  esbre  prUe  pom  axiome,  medt  eOe  doU 
estre  demmdrie,  m  se  servanf  de  quelques  mdnt  iditB  pew  faire  vair  cette 
Hais&n,  comme  on  se  sert  de  l'idee  des  lignes  paralkiee  powr  mundrer  gtte  les 
troia  angles  d'tin  triangle  sotU  Sgeutx  ä  dem  ^oits. 

Die  beiden  Regeln  seien  von  heryoiragender  Wi(  htigkeit;  denn  die 
meisten  Menschen  pflegen  in  der  Befragung  ihres  logischen  Gewissens  nicht 
gewissenhaft  genug  zu  sein. 

Das  folgende  Kapitel  zählt  einige  solche  allgemeinste  Axiome  auf. 

An  erster  Stelle  steht  der  Sata  des  Widerspruchs,  dem  aber  Arnauld 
keine  groüie  praktische  ßedeutUQg  tuerkennt.  Dann  folgen  Axiome,  die 
wir  wegen  des  allzuengen  Zusammenhangs  mit  Doscartes'  Körperbegriff 
und  dessen  oceasionalistischer  Ausläufer  hier  nicht  anführen.  Hat  Arnauld 
bisher  in  Kap.  lH  und  IV  die  Kegeln  Pascals  tkber  die  Definitionen  niher 
erlftutert,  in  Kap.  V  den  Begriff  des  Axioms  in  Pascals  oben  wieder^ 
gegebenem  Satz  3  eingehend  untersucht,  so  kommt  er  in  Kap.  VI  auf  die 
Sfttze  4  und  5  Pascals  über  die  Beweise.  Bei  einem  Beweise  mnfs  so- 
wohl die  Materie  wahr  und  unzweifelhaft  sein,  als  auch  die  Form  des  Ar- 
gumentierens  richtig.  Das  erstere  tritt  ein,  wenn  man  nach  Pascals 
viertem  Satze  nur  Nominaldefinitionen,  nur  Axiome  und  bewiesene  Sätze, 
sowie  Konstruktionen  venvendet,  deren  Möglichkeit  vorher  demonstriert 
wurde.  Die  flinfte  Regel  (zweiter  Satz  über  den  Beweis)  Pascals  gewähr- 
leistet die  Richtigkeit  der  Form,  sie  verhindert,  dafs  man  sich  gegen  die 
Regeln  des  Syllogismus  vergeht,  was  meistens  nur  dadurch  geschieht,  dafs 
in  den  Ober-  und  Untersatz  eine  mehrdeutige  Begriffsbildung  eingeht. 
Andre  Fehler  aber  können  einem  uornialeu  Verstände  in  der  Form  nicht 
leicht  begegnen,  wir  sieb  dif^  Geometer  nicht  darum  kümmern,  ob  ihre 
Überlegungen  uniuer  genau  den  Schablonen  des  Schlusses  angepafst  sind. 
Man  braucht  somit  l)  bei  evidenten  Sätzen  niilit  immer  /u  wiederholen, 
warum  sie  es  sind,  d.  h.  den  rationalistischen  (iriindsatz  anzuführen,  dafs 
alles,  was  in  der  klaren  und  distinkten  Idee  einer  Suche  enthalten  ist,  in 
Wahrheit  von  ihr  gilt.  Und  '2\  gilt,  was  von  der  Gattung  bewiesen  ist, 
ohne  nochmaliges  Schiulsvert'ahren  von  deren  Arten. 
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„Öbmhl  es  bewuptdermwert  im  Mekitm  Qrade  sei",  beginnt  Arnauld 
das  YIIL  Ki^iiel,  „läofs  auf  Grund  dieser  fünf  einfachen  Regeln  die  Geo- 
mäer  saviek  verborgne  Wahrheiten  entdecken  und  sk  durch  unzerbrechliche 
Beweise  sichern  konnten,  obwohi  He  unter  den  FhüosopJien  die  einzigen  seien, 
die  am  ihrem  Hause  und  aus  ihren  Schriften  WorUänkereien  und  Dispute 
im  attgemeincn  verbamU  hätten,  und  es  hei  den  Qe&meiem  stehender  Qrundr 
sats  sei,  nur  Überteugcndes  und  Unbestreitbares  tu  behaupten,  so  müsse  man 
doch  hmzufügen,  dafs  einige  Fehler  übrig  geblieben  seien,  welche  sie  zwar 
nicht  von  ihrem  Ziele  alMten,  aber  doch  schuld  sind,  dafs  sie  es  msiht.wuf 
dem  kürzesten  und  bequemsten  We</r  erreichen." 

Wir  folgen  bei  deren  Aufzählung  wieder  Arnaulds  Text: 

7  Avoir  plus  de  soin  de  la  certUude  gue  de  V4videnee  et  de  conioamars 
l'esprit  que  d'^dairer. 

In  der  voUendetieii  Wissenschaft  ist  es  nicht  genng  zu  beweiseiif  dafs 
etwas  80  ist,  sondern  durdi  Gründet  welche  der  Natur  der  Sache  ent- 
nommen sind,  ist  darzuthun,  wamni  es  so  ist  Erst  dann  ist  der  Intellekt 
beCriedigt. 

IT.  ProHver  des  choses,  qui  n'ont  pas  besoin  de  preuves. 

Wir  haben  schon  anläfslich  der  Thesen  hiervon  gesprochen.  Der  Satz, 
die  Summe  zweier  Seiten  ist  im  Dreieck  gröfser  als  die  dritte,  sei  ebenso 
evident  und  intuitiv,  wie  die  natürliche  Notion  der  geraden  Linie  als  des 
kürzesten  Wegs  und  des  natürlichen  Distanzmafses  zweier  Punkte.  Die 
Bestimmtheit  einer  geraden  Linie  durch  zwei  Punkte  sei  in  der  klaren  und 
distinkten  Idee  der  Geraden  enthalten,  ebenso  dafs  jeder  Punkt  einer  Ge- 
raden von  zwei  festen  Punkten  einer  andern  Geraden  gleich  weit  absteht, 
wenn  zwei  Pimkte  der  ersteren  dioso  Eigenschaft  ])psit7,en.  So  gelangt 
man  zum  Begriff  der  Senkrechten.  Die  Senkrechte  ist  ab^r  das  Qatüi'Uche 
Mafs  der  Distanz  eines  Punkt ts  von  einer  Geraden.  Wenn  dann  zwei 
Punkte  einer  Geraden  gleiche  Distanz  von  einer  andern  Geraden  haben,  so 
sind  alle  Punkte  der  ersteren  von  der  zweiten  ebensoweit  entfernt;  man 
bezeichnet  die  beiden  Geraden  als  parallel;  so  ist  Arnaulds  Auffassung 
hiei-  vom  T'.irüllelisnius.  Diese  Vorstellungen  seien  ebenso  klar  wie  das 
Giuiiilprinzip  Archinieds,  dafs  von  Curven,  die  in  denselben  beiden  Punkten 
endigen,  die  eingeschlossene  immer  die  kürzere  sei. 

Jene  Beweissucht  sei  ja  an  und  für  sich  nicht  so  schliimu,  aber  sie 
ist  es,  die  an  Stelle  eines  natürlichen  Aufbaus  Verwirrung  heryorbringtk 

III.  Demonstration  prir  rimpossibilHe. 

Wir  haben  eingebeiifl  Ai'naulds  Stellung  zum  ajtagogischen  Beweis 
kenneu  gelernt-,  hior  präzisiert  er  sie  dahin,  dafs  man  ihn  gelten  lassen 
könne  in  negativen  Corollareu  oder  mehr  an  Stelle  einei  £rläuterungi 
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wahre  Berechtigang  besitze  er  nur,  wenn  kein  direkter  positiver  Beweis 
möglich  sei. 

IV.  DemonstraUoHS  par  des  voyes  trop  doignSes. 

Auch  dieser  Beweisfehler  wurde  in  den  Thesen  schon  oröi-tert.  Ein 
Beispiel  sei  Euklids  Beweis  des  pythagoräischen  Lehrsatzes  I  47.  Die 
benfltsten  Dreiecke  seien  der  Sache  ganz  firemd,  und  der  einzige  natürliche 
Weg  der  dnrdi  Proportionen,  mit  einer  einzigen  Hil£slinie,  der  Senkrechten 
ans  der  Spike  des  ndttaii  Winkels  auf  die  Hypotenuse. 

y.  iraedr  anteim  $ein  «Im  «rogfs  »dre  äe  la  mUtre, 

Arnauld  gertt  hier  in  Feuer.  Dies  ist  ja  aueh  das  &ui|i4liald  seiner 
Kritik.  Die  Geomstsr  glaubten,  kein«  w«tere  Oidnimg  eiahslteii  n  mfissen, 
wenn  nur  die  folgenden  SKtoe  durch  die  voriiergehenden  bewiesen  würden. 
Btatt  sich  um  die  Regeln  der  wahren  Methode  zu  kflmmem  und  Tom  Sin« 
faoihsten  nnd  Allgemeinsten  smm  Znsammengosetsteren  und  Spesiellereii  fort- 
snschrwten,  weifen  sie  Idnien  und  Oberflftehen  dnrdieinander,  ebenso  Drei- 
ecke imd  Qnadrate,  nnd  beweisen  £e  Eigenschaften  einftwber  Linien  mit 
HUIfe  von  Figuren ,  wodunsh  die  schOne  Wissenschaft  der  Geometrie  so 
mgranein  entstellt  wird.  Man  mflbte  den  ganzen  Euklid  abschreiben,  nm 
alle  die  Beispiele  beisammen  zn  haben.  Nachdem  dieser  in  den  Tier  ersten 
•Bachem  von  der  Ausdehnung  gehandelt,  behandle  er  im  Anften  Buche  die 
IVopdrtionen  an  GrSl^  jeder  Art.  Er  nimmt  die  ausgedehnten,  d.  h. 
rftumUchen  wieder  auf  im  sechsten,  bringt  die  Zahlen  im  siebenten,  achten 
und  neout«,  und  fftngt  im  aehntm  nochmals  wieder  von  der  Ausdehnung 
SU  qpredien  an.  Das  ist  seine  Unordnung  im  groÜMn,  im  qwaellen  aber 
lehrt  er  s.  B.  SU  Beginn  des  ersten  Buches  die  Konstraktion  eines  glnch- 
scbenkligen  Dreiecks,  wBhraid  erst  sweiundxwansig  Sitae  weiter  unten  die 
allgemeinfire  Konstraktion  eines  beliebigen  Dreiecks  angenommen  wird. 
Seine  Beweise  Aber  Senkrechte  und  Parallele  sind  alle  dnroh  Vermittlung 
yon  Dreiecken  geführt,  und  so  die  lineare  Dimension  mit  Gebilden  swaer 
Dimennonen  bunt  durcheinander  gemengt  Auch  die  Stellung  des  für  die 
Paralleleatheorie  wichtigen  Satses  I  16  und  dessen  Wiederaulhahme  sechs- 
sehn  Sitse  spftter  bemerkt  Arnauld  mit  ünwiUen. 

VL      se  paint  senk  de  dMtkm  et  de  partUUme. 

Die  Geometer  geben  für  die  Arten  einer  Gattung  nur  Nominaldefini- 
tionen und  stdlen  sie  beliebig  nebeneinander,  statt  zu  bemerken,  dab  eine 
Gattung  so  'riele  Arten  hat  und  nidit  mehr  haben  kann,  weil  ihre  Idee 
nur  gerade  soviele  verschiedene  Spezialisierungen  zuUfet 

Es  folgt  ein  Schema  für  die  Dreiecke.  Wir  geben  es  wörtlich  wieder: 

Le  triatigle  se  pmä  dMser  eekm  he  eostee,  au  eehrn  les  rnifß», 

CSnr  les  eottu  eoni 
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Ott 

.  Le$  angks  sont 


deux  seidmmt  igavt»  ^appeUe  ItosceU 
Um»  Mb  itUgm»»  iappiU  .  .  Sooimt, 


{Ums  trois  aigus,  et  il  s'appeUe  Oxigom 
[deux  seulement  aigus,  et  alor8  le  3.  est 

^[(7roi7,  d  U  s'appeUe  Ii  cd  angle 

\obius,  et  ti  a'appelle  An^ijfgom. 

Am  bMten  gieVt  man  diese  Einteilung  «rst,  irann  die  aUgemeinen 
Eigenschaften  des  Dreiecks  entwickelt  sindf  weü  man  dann  ihren  not- 
wendigen und  hinreichenden  Charakter  erkennt.  Man  definiert  also  die 
Arten  eist  nach  Charakterisierung  der  Gattung,  ein  Vorteil,  der  sich  be- 
sonders da  geltend  macht,  wo  innerhalb  des  Gattungsbegriffs  die  Anaahl 
der  d^ereitUae  spedficae  relativ  klein  ist. 

Kap.  IX  giebt  A\e  Erwiderung  der  Geometer,  um  in  dieser  Form  noch- 
mals die  Vermeidung  jener  sechs  Methodenfehlcr  anzuraten.  Arnauld 
sagt:  £s  giebt  Geometer,  welche  glaubetti  dafs  die  Sache  erledigt  sei, 
wenn  sie  erklären  über  jene  Ausstellungen  zur  Tagesordnung  überzugehen, 
da  ihre  einzige  Absicht  sei,  durch  überzeugende  Beweise  die  Wahrheit  fest- 
zustellen, gleichviel  auf  welchem  Wege.  Man  mufs  ja  /Aigebon,  dafs  jene 
sechs  Punkte  nicht  verhindern  konnten,  dafs  die  geometrische  Beweisführung 
besser  ist  als  die  aller  anderen  Wissenschafton,  dafs  kein  Wissenschafts- 
komplex besser  behandelt  worden  ist  als  der  in  der  Gesamtbeseichnimg 
„Mdfhemaiikf'  begriffene  (les  sciences  qui  annt  oomprises  sous  le  nom  g6n&cd 
de  MiMthematigttes)^  aber  alles  ist  vervollkommnungsfähig,  und  wenn  auch 
der  einzige  Zweck  der  AVisscnsclmft  ist,  die  Wahrheit  zu  erforschen  und 
festzustell<'n,  so  mufs  sie  doch  auch  dafür  sorgen,  daCs  der  Weg  der  natür- 
lichste ist,  auf  welchem  die  Wahrheit  ihren  Einzug  in  den  Geist  hält.  Es 
liegt  im  Wesen  des  Verstandes,  dafs  wir  ein  reinlicheres,  vollständiges  und 
vollendetes  Wissen  von  dem  bekommen,  was  wir  durch  seine  wahren  £r- 
kenntnisgrOnde  erfahren,  als  von  auf  entlegenen  und  gewundenen  Wegen 
Ihrworbenem.  Sodann  erlernt  mau  auch  leichter,  was  in  seiner  natür- 
lichen Folge  gelehrt  wird,  weil  die  Ideen,  welche  eine  natürliche  Ordnung 
besitzen,  sich  in  unserem  Gedächtnis  besser  aneinanderreihen  und  sich 
leichter  gegenseitig  auslösen.  Denn  Dinge,  deren  wahren  Grund  man  kennt, 
werden  nicht  inecbaniscli  bclialton,  sondern  jedesmal  durch  einen  Urteilsakt 
reproduziert,  (icretht  ist  der  Einwand,  tiibrt  Aruuuld  fort,  dafs  es  besser 
sei,  sich  einer  lukonvonienz  auszu.setzen  und  die  natürliche  Ordnung  zu  vor- 
nachlässigen, als  die  Strenge  der  Beweise  zu  opfern.  Er  sei  pei-söulich 
überzeugt I  dafs  beides  vereinigt  werden  könne,  und  dafs  es  möglich  sei. 
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«ine  Elementai^eometnp  -/u  liefern,  wo  alle  Sätze  in  der  natürlichen  Ord> 
nung  sich  folgen,  alle  Beweise  auf  den  einfachsten  Wegen  nnd  mit  den 
einfachsten  Mitteln  geführt  seien  und  doch  der  Kraft  nicht  entbehrten.  £r 
glaube  also  den  Regeln,  die  (von  Pascal)  schon  gegeben  seien,  noch  zwei 
oder  drei  hinzufügen  zu  mtLssen,  die  ebenso  wichtig  seien,  weil  sie  die 
gebräuchliche  Methode  venroUkoffimneten. 

Der  Vollständigkeit  wegen  geben  wir  nochmals  eine  Znsammenstellimg 
getreu  dem  Original;  Arnauld  bemerkt,  dafs  die  erste  und  zweite  dem 
I.  Abschnitte,  die  dritte  und  vierte  dem  II.,  die  fünfte  und  sechste  dem  III., 
die  siebente  und  acht^  l^egel,  die  methodologischen,  Arnauld  eigenen,  dem 
IV.  Abschnitt,  der  Methodologie,  seiner  Logik  entsprechen. 

La  Meßtode  des  sdemies  redmte  ä  kmt  re^  prmeipalee, 

Detus  JRegks  Umdumt  les  d^inUkms, 

1*.  Ife  laisier  auem  des  temea  m  pm  obteur»  au  eqmoo^ues  emu  k 
d^fiuif* 

2*.  ITemploifer  dam  ks  defimHone  gae  des  temea  parfaUemeni  eomm  9u 
d4iä  esopU^aeg. 

Deux  reglcs  pour  les  axiomes. 

3**.  Nc  demander  cn  axiomes  quc  des  choses  parfaifenient  evidentes. 
4°.  Beccvoir  pour  evident  cc  qui  n'a  besoin  que  d'un  peu  d'atiention  pour 
eatre  reconnu  veriiable.  » 

Deux  regUa  powr  les  demonsbraüom, 

b\  Frewoer  toutes  les  propasUiane  im  peu  obscures,  en  n'employant  ä  leur 
preuioe  que  Us  defmitions  qui  auront  precedS,  au  les  axiomes  qui 
auront  esU  aeoordee  eu  les  prqpositions  qui  aurotU  d^jd  esU  dt- 

montrdes. 

6®.  N'abuser  jamtis  de  l'eqitivoque  des  iermes  cn  manqmnt  de  substtfuer 
memtakmetU  les  de/imtiOHS  qui  ka  reatreignetU  et  qui  lea  ejDpHquent. 

Deux  tefßm  jpour  la  Jfefftods. 

7*.  TroHkir  ka  dioaea  autant  qWÜ  ae  peut  dam  leur  ordre  naturei,  en 
eommeufant  par  ka  ptua  gMredea  et  ka  phu  aimpka  et  expUguant 
Umt  06  qui  apparüent  d  la  uaknrt  du  genire,  avant  que  de  paaaer  au» 
eipeeea  partkuHera, 
8^.  DMaer  autant  qu*U  ae  peut  ^ague  genre  m  toutea  aea  eapeeea,  tiiaque 
tout  en  toutea  aea  partka,  ä  dkagwe  düffieuM  en  Um  aea  eas. 

Arnauld  fügt  bei,  dafs  er  schreibe  autant  qu'K  .sc  peitt,  weil  gewisse 
Schwierigkeiten  sich  der  strenfjnn  Puri-hfülirun^f  cntgt^genstellcii,  /..  H.  inüsse 
man  vom  Kreis  in  der  Eitimcutaigeumülric  handeln,  uhne  die  Gattung,  die 
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ebenen  Curven,  näher  zu  entwickeln,  man  müsse  sich  damit  begnügen,  sie 

2U  definieren 

Wir  haben  aus  dem  Behandelton  die  Überzeugung  gewonnen,  dals 
Arnauld  neben  und  mit  Pascal  der  Begiiinder  der  modernen  Philosophie 
der  Mathematik  ist.  Wir  haben  zugleich  hier  im  IV.  Abschnitt  seiner 
JjOgik  das  Programm  kennen  gelernt  füi*  Arnanlds  geometrisches  Haupt- 
werk. Die  Veranlassung  zur  Abfassung  und  Heransga})e,  pHS(  als  An- 
ic^ning,  den  Inhalt,  die  Bedeutung  und  die  Nachwirkung  dieses  Haupt- 
werkes, in  welchem  .Vrnauld  die  methodische  Emanzipation  von  Euklids 
Klement«n,  diesem  alter>grauen,  ehrwürdigen  Penkmal  antiker  Weisheit  im 
Geiste  einer  Renaissance  vollzogen  hat,  werden  wir  im  nächsten  Abschnitt 
auseinandersetzen. 

Wir  glauben  die  Tjt<iih  Arnaulds  von  1(')62  nicht  verlassen  zu  dürfen, 
ohne  darauf  hingewiesen  zu  haben,  dafs  eines  der  nächsten  Kaintel,  welches 
vr»n  der  Glaubwürdigkeit  menschlicher  Zeugnisse  handelt  und  betitelt  ist: 
„Qurlqiics  rcf/lis  pour  bun  cnnduirc  sa  raison  dam  hi  crennce  des  i  rcncmcns 
({in  dependent  de  la  foy  Immtiint",  noch  mehr  aber  das  Schlufskapitel  des 
ganzen  Buches:  „Dn  jugemcnt  qit'on  doit  faire  des  accidem  fuiurs"  Wahr- 
scheinlichkeitsbetrachtuugen  enthält.  Arnauld  sagt  an  letzterer  Stelle: 
„Pour  obtenir  nn  bic/i,  oii  pour  cviter  nn  mal  il  ne  faut  pas  seulemcnt  con- 
sidcrci'  Ic  bien  et  le  mal  cn  tioi/,  niais  aussi  la  probnhilite  qu'il  arriic  ou 
n'arrivc  pas  et  regarder  (ji'inmtriqurtnnit  In  proporiion  que  iouies  CCS  dwses 
ont  ensemhle.    Ce  qni  pent  estre  cclairei  par  cd  excmple." 

Daii  Beispiel  ist  das  von  zehn  Spielern,  wobei  jeder  einen  Thaler  ein- 
setzt, jeder  hat  die  Cham  e,  neun  Thaler  zu  gewinnen,  aber  die  Wahrschein- 
lichkeit, den  einen  zu  verlieren,  ist  neunmal  so  grofs  als  die,  jene  neun  zu 
gewinnen,  sodafs  für  alle  t-in  voller  Ausgleich  eintritt  (Mathematische  Hoti- 
nung  —  Einsatz!^  l'ngereilit  dagegen  seien  die  Lotterien,  da  der  Unter- 
nehmer gewöhnlich  den  zehnten  Teil  V()rweg  für  sich  beanspniche,  sodafs 
die  Gesamtheit  der  Losabnelimti  in  derselben  Weise  betrogen  wird,  wie 
wenn  ein  Mann  in  einem  Spiele,  wo  die  Möglichkeit  des  Gew^inns  so  grofs 
ist  wie  die  des  Verlusts,  zehn  Pistolen  gegen  neun  setzt.  In  dem  gleichen 
Nachteil  befindet  sich  aber  auch  der  einzelne,  weil  er  Glied  der  Gesamtheit 
der  Spielenden  ist. 

Manchmal  ist  die  Wahrscheinlichkeit  des  Verlustes,  wie  klein  aach  der 
Einsatz  ist,  so  grofs,  dafs  es  nnvorteilhaft  ist,  jenen  letzteren  zu  machen. 
So  iHbre  es  toll,  zwanzig  Bols  gegen  zwanzig  Ifillionen  GoldstAcke  zu 
wetten,  dalli  ein  Kind,  wenn  es  die  Lettern  einer  Druckerei  nebeneinander- 
setst,  zufällig  die  erstm  Yerao  von  Virgils  Äne^  trifft  Aoflii  die  oft- 
malige Wiederholung  eines  iti^(ll2iBtigeii  Umstsndes  geringerer  Bedeutung 
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kaam  die  Wabncheinlichkeit  eines  günstigen  Ausfalls  der  Hauptsache  kom- 
pensieren oder  gar  in  ünwahrscheinlicbkeit  umschlagen  lassen.  Schai-f  ist 
sich  Arnauld  der  Bedeutung  der  „Möglichkeit"  in  geometrischen  Wahr- 
heiten und  in  Wahracheinliohkeitsbetraehtnngen  bewuürt.  Er  sagt,  wenn 
die  Geometer  wissen,  dafs  sich  eine  Curre  durch  vier  oder  fünf  Be- 
wegangOft  verschiedener  Art  beschreiben  läfst,  so  kümmern  sie  sich  nicht 
dämm,  ob  jene  Corve  wirklich  gezeichnet  wird,  sondern  sie  halten  es  für 
gentigcnd,  dafs  dies  möglich  ist,  um  ihre  (Verlegungen  daran  zu  knüpfen. 
Bei  zufalligen  Ereignissen  aber  bedingt  die  Möglichkeit  derselben  durdums 
nicht  die  Annahme  ihres  Vorhandenseins  oder  Eintretens.  Mit  diesen  im 
Text«  sehr  ausführhcheu  Betrachtungen  hat  Arnauld  Leibniz'  systematischer 
Unterscheidung  der  ewigen  und  thatsftchlichen  Wahrheiten  TOtgearbeitetb 

ArnanldB  mathematisclies  Hauptwerk,  dleNonveaux  Elemens  de  Geometrie. 
EiitsteliTiiigsgescMclite,  Paseals  Einflnfs,  Nachwirkungen. 

Unter  umstehendem  Titel  erschien  1667  die  editio  princeps  von  Ar- 
naulds  Geometrie  in  4°.  Wie  die  Wiedergabe  des  Titelblattes  zeigt,  er- 
8clii<'n  das  Burh  anonym;  es  ist  in  den  modernen  Bibliographien  unter  den 
An(ynyma  und  Fseudonyma  i.  B.  bei  A.  Barbier  nicht  verzeichnet. 

In  der  VoiTede  sagt  der  Verfasspr,  nachdem  er  den  Nutzen  der  Geo- 
metrie für  die  Ausbildung  der  ürtHÜskratt  betont,  von  sich  und  seinem  Werke: 

„Cc  tpd  luy  a  donc  fnirr  rroire  qii'il  cstoii  utile  de  donner  um  nouvcUe 
fonnt'  ä  rrtte  sci>'fU'('  rst,  qu'csfiiut  permndf^  quo  cestoit  um  chosr  fort  tiron- 
((lyeuse  de  s'ticroütunicr  ä  rt'duirc  ses  pensns  d  nu  ordre  nutmiL  cet 
ordre  estant  comme  une  lumiere  qui  les  ednirrit  touies  unes  par  les 
nutres,  il  u  toujours  pu.  quchpic  peine  de  ce  que  le,s  J'^emrHS  d'F.neJ idi' 
eMoient  tellement  eonfus  d  broüülez,  que  bien  (oin  dr  poxroir  dnnnrr  ä  l'esprit 
l  idce  et  le  goust  de  veritable  ordre,  Us  ne  pouvoient  au  c(nUraire  gue  Voer 
CMiiXkmer  au  d<sordre  et  d  la  confusioti. 

Cr  df'fuut  luy  paroissoit  considerable  dnns  une  seience  dont  hi  princ't- 
pulc  utilitc  est  de  perfectionner  la  rui^'^oH ;  mais  il  x'eust  pas  }>ense  nean- 
nwins  d  y  rcmedier  sans  In  rencontre  que  Je  eu.'i  dirc  qui  Vy  vnqufjea  in- 
^enf!iblement.  Un  des  plus  grands  esprits  de  cc  siede,  et  des  plus 
eelehrrs  par  l'ouverture  odmirable  i/u'il  avoit  pour  les  Mathe- 
matiques,  avoit  fait  en  quelques  jours  un  essay  d' Elemens  de  Geo- 
metrie; et  comme  ü  nnvoit  pas  cette  vUc  de  L' ordre,  U  s'rsioit  rontetde  de 
rhauger  plusicurs  des  demonstrations  d'Eucl ide  pour  en  suhstituer  d'nutres 
plus  nettes  et  plus  naiurrUis.  Ce  petit  ouvraye  rstnnt  tomhe  entrc  les  mains 
de  celujf  qui  a  depuis  compose  ces  ItUemens,  il  s'äonna  qu'un  si  grand  esprit 
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NOVVEAVX  ELEMENS 

DE 

GEOME  TRIE5 

CONTENANT. 

Outrc  un  ordre  tout  nouvcau  ,  &  de  nouvclics 
dcmonilracions  des  propodtions  Icspluscom- 
munes  ^ 

De  nouveaux  moyens  de  faire  voir  (jueUes  ligncs 
(bnc  incommenfurables» 

De  nouvelles  mefurcs  des  angles ,  dont  oa  ne 
s'eftoic  poinc  encore  avife » 

Et  de  nouvelles  manieres  de  trouver  &  de 
demoncrcrlaproporcion  desLignes. 


A  PARIS, 

Chez  Charles Savreux^Libraire Jute, au  pied  de  laTour 
dcNoftce-Dame,!  TEnfeigiie  des  crois  Vercus. 

M.   DC.  LXVII. 
^VBC  JPRjyjLEGE   Bfr  ROJT. 
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n'tMti  pat  M  profpi  de  la  eoi^UtUm  qttfU  awM  Mstie  pour  et  gui  ett  de 
la  mMode,  d  oeUe  pmsü  lujf  o%tvrü  m  mime  Umpe  une  mattiere  natureUe 
de  düapoter  toute  la  Qtometrie,  he  dimontMiKm  ifamamgeßre^  d^dke  mime» 
dam  M»  etprU,  H  toui  le  eorpe  de  Vouvrage  tpte  mm  dmmm  MoMeNOMl 
cm  ptMie  se  forma  dam  »on  tdde. 

Oda  Utiß  ß  dite  en  riatU  ä  gudqme  um  de  ees  amis,  gm  avoU 
de  Mfir  U  lug  eerait  faeUe  de  fake  des  Ehmem  de  Qeametrie  mieux  of 
dornte»  gm  eeux  gm  Vom  Wg  maU  montree  ,  ,  ,** 

Für  den  Vflrfiuser  Ttiriiegonder  Arb«it  stend  w  fest,  daft  mit  dm 
Worten:  Tin  de»  phu  gramud»  eeprü»  de  ee  »kde,  et  de»  pUm  edebre»  par 
Vomerime  admiirMe  gvfü  amU  pour  ks  Mathematiqu»  mtmaiid  gememt 
Mü  könne  ab  Blaise  Pascal.  Den  thats&chlichen  Nachweis  fttr  diese 
Annahme  zu  führen,  gelang  aber  erst  nash  Jbngen  Naehforsohnngen.  Er 
wird  «rbradit  dnrdi  folgende  Stelle  eines  schwer  zngtaglidien  Werkes.  Im 
sechsten  Bande  8. 183-  184  von  Besoigne,  Histoire  de  Vabhage  de  Fort  Bopalp 
A  Cologne,  atix  depem  de  Um  Compagme  MDCCLJI  (seconde  patOe)  heifst  es: 

J[l  a  bim  paru,  qu'ii  (Arnauld)  avoU  Vesprit  fait  pour  les  Mathe- 
matiques  piwr  Vouvrage  qu'il  n  cnmjyoeS  »om  k  tUre  d'Ekmtm  de  GäomArie, 
et  gui  a  ^  plusieurs  fois  imprime. 

On  trouve  Vhisiowe  et  l'origim  de  cd  ouvrage  dans  une  anecdoie  que 
raeontoit  M.  Nicole  ä  ses  am»,  et  gm  tnontre  bim  jmqif'ä  'V^l  po'wf  le 
gimie  de  M.  Arnauld  e'toit  propre  out  Mathnnntlijnes.  AI.  Nicolr  (iiti>it 
que  M.  Pascal  apant  motifre  un  jour  ä  M.  Arnauld  im  travaü  gu'ü  anmt 
fait  Sur  les  Elements  d'Euclide,  celui-ci  n'en  fut  pas  content,  paree  qtte 
M.  Pascal  y  la'moit  le  defaut  d'ordre  qui  se  trmive  dans  Euclide. 
M.  Pascal  difia  en  riant  le  Docieur  de  faire  mieux.  M.  Arnauld  accepta 
le  d^  et  ä  son  premier  loisir  U  traqa  Vordre  selon  lequel  ü  faüoit  etudier 
et  emeigner  la  QSom^trie.  Etant  au  CStes$uu  procke  YereaUhs  pour  räahlir 
8a  sant4  aprh  une  maladie,  il  commett^a  ä  execufer  .»an  plau,  et  enfi»  H  le 
uut  dam  l'^kU  ü  est  imprimd.  Lorsque  M.  Pascal  i>U  Voui^rage,  il 
eomdamna  le  sien  au  fm.  et  reconnut  fratwhemeni  'i>tf  M.  Arnauld  awM 
trour^  le  vrai  ordre  natmrel  de  traüer  eette  matOre,  et  U  en  reHdü  gkire  au 
Docteur  de  Sorbotme." 

Hier  haben  wir  durch  einen  vollstfindig  einwandsfreieTi  Ziagen,  durch 
Nicole,  einen  der  bedeutendsten  unter  den  Herren  von  Port  royal,  der 
W(*hl  persönlich  jener  Unterredung  zwischen  Pascal  und  Arnauld  bei- 
\voiiiite,  einer  Unterredung,  die  wir  in  den  Salon  der  geistreichen  Madame 
de  Sable  verlegen,  von  der  wir  im  ersten  Teile  unserer  Arbeit  ausführlich 
er/ahlten,  ein  hübsches  Bild  von  der  Entstehungsgeschichte  der  Geometrie 
Arnaulds.    Wir  erfahren  sogar»  wo  sie  verfafst  wurde,  wir  vernehmen, 
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wie  Pascal  die  Anregung  gab  zur  Niederschrift  und  endgültigen  Fassung 
der  Gesichtspunkte,  welche  schon  in  Arnaulds  Thesen  von  1641  uns  zu- 
erst entgegengetreten  sind.  Damit  ist  zugleich  erwiesen,  dafs  auch  Pascal 
wirklich  eine  Elementargcometrie  verfafst  hat,  eine  Thatsache,  die  bisher 
aus  dem  winzigon  Fragmente,  das  C.  J.  (ierhardt  in  den  Sitzungsberichten 
dfr  Berliner  Akademie  1892  S.  202 — 204  aus  Leibniz'  Nachlals  veröffent- 
licht hat,  nur  vemiutet  werden  konnte.  Leibniz  hatte  jenes  Blatt  vou 
de  Billettos  erh;ilt<m  ( s.  M.  Cantor,  „Vorlesungen"  Bd.  IT  S.  G82).  Dafs 
wirklich  Teile  von  Pasc  als  „Kssdi"  der  Verbrennung  entgingen,  könnte  man 
aiifserdetn  aus  einem  Briefe  Leibniz"  an  Oldenburg  vom  12.  Juni  107.') 
schliefsen,  der  lautet:  Clarissimus  Pcrerius,  Pascdlis  ex  somre  nepos.  misit 
mihi  ex  Avernin  per  suf).t  f'raires  Hfs.  qudediitn  fragmenta  Pascaliana.  Kx 
quibits  nunc  p<)i<',<  nie  hnheo  e/enie/itd  Geometrim  singulari  quadam  ratione  ab 
eo  trdetdtd ,  quiinnjudni  non  integrn.  Quae  uhi  reddidero  etuim  Conicii  mihi 
legettda  dahuni  (s.  Leibiriz'  Brief  vom  30.  August  1(170).  Um  damit  Be- 
soignes  Er/ühliing  in  Einklang  zu  bringen,  braucht  man  ja  nur  anzunehmen, 
dafs  dir  Freunde  Pasc  als  jene  Fragmente  dem  Feuer  rechtzeitig  entrissen. 
Besüignes  Nachricht  enthält  zudem  durüh  Leibniz'  Zusatz  „tu>»  integra" 
eine  gewichtige  BestUtigung. 

Arnaulds  Klemeniargeomefrie  wurde  also  von  Pascal  sehr  gtinstig 
beurteilt,  so  gtinstig,  dafs  er  sie  über  seine  eigene  Arbeit  stellte.  Ein 
glänzendes  Zeugnis!  Mit  ebenso  grofsem  Beifall  wurde  Arnaulds  Lehr- 
buch von  der  gleiclizeitigen  (ielelirtenwelt  aufgenommen.  Wir  linden  in 
den  PhUc>sophie<d  Dansdetions ,  dem  Organ  der  Royal  Society  in  London, 
folgende  Ankündigung  im  Februarheft  von  1007 '8  (in  der  Lateinischen 
Ausgabe:  Aeia  philosoph ica  soeirteiiis  regiae  in  Anglid  Anni  MDCLXV,LXVI; 
LXVIJ,  LXVIII,  IjXIX,  AucUtrc  Ilenrico  Oldenburgico ,  socieidti^ 
reg.  seercl.,  Anglice  conscripid,  et  in  Latinum  versa  inlerprete  C.  S.  Nunc 
Uerum  udiccto  indice  aernrafo  ediia  Lipsine  anno  MDCLXXV  S.  öl 2). 

VJ.  Knfidrrdtio  quonihdam  libroriim. 

I.  Noneeaitx  Klemens  de  Geomrtrie. 

Sire  trdctdtus  mitthematicns  Ütnliim  ferens,  Nova  Elementa  Geometrica, 
impressas  l'arisii^  in  quarto.  Anno  1067. 

Divi.'<as  in  15  libros  sen  scciiones  continet: 

N()Vdm  metliodum,  novasqm  Demonstrationes  cotnmunissimarum  Piroplh 
siiionum  G eom vtriats. 

Nova  medid  domonstrandi,  quaenam  lineae  sint  ineommeMUte^Ues. 

Novas  mensura.s  Angulorum  hactenus  non  consideratas. 

Novos  modos  invcnietidi  et  detnonstnindi  proportionem  lincarum. 

In  ([uibus  observamua,  Authoretn  prodere  mcthodo  nova  et  Ordine  pro- 
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prio,  fiundato  Mfwr  Alffdfrmea  EUmmta,  divenas  tuvat  DmumtMiones 
emmmimm  propo^Uiomm,  etmimtanm  praeeipue  in  pnmia  tex  l&ria  Ute- 
mmtonmEuelidis,  ei  Hne  recttrm  ad  EueHden,  vd  quemvi$aliim$eriptorem 
Qeomänam,  «d  demotuiirmidim  quodlibet  im  novis  hit  jßmmtie  aateiium, 

Qtrihut  addUiir  aoMio  ProbtemaÜa  Änikmdiei,  guod  Äuäkor  wad  Qua- 
dnda  Magioa  9cH.  Dato  qwtdrato  Cdlt$kurtm  pari  seu  impari  rqpkto  Numeris 
Biw  MenndiMi  Brcgressionm  AnOiimetioam  Ho€  Cteamdrieam:  ita  di^^onere 
OMNtf  iBo8  nmneree,  in  oKgifo  9im&i  qitadmio  CeOakmnn,  ttf  mnet  Nmuri 
atmtqtie  ordinit  8i»e  colkderaliB,  «ive  atemd&Uis  et  deeeendentie,  eioe  dnpUd» 
JHagonoM»»  «vManto  im  proffmriüne  AHÜmdka  addUi,  eandem  iemper  pro- 
dnemd  stmmam,  et  in  Brogreuitme  Oeometriea  muMpUeafi  ein»  invieem, 
Semper  idem  Produekm  eonficiant. 

Mit  d«n  letztgenannten  Problem  wird  sich  der  dritte  Absduitt  des 
xweiten  (mathematischen)  Teils  vorliegender  Arbeit  beschäftigen. 

Aber  nicht  genug  damit,  auch  die  andere  bedeutendste  gelelirte  Publi- 
kation der  Zeit  hat  Steh  mit  Arnaulds  Geometrie  bekannt  gemacht,  das 
JoUTHOl  des  S^avans,  welches  im  Jahre  1655  von  Denis  de  Sallo  begründet 
worden  war.  Wir  haben  mit  HiltV  von  Cornrlius  a  Beughem's  La  France 
SfOVemte,  Amstelod.  ^fDCLXXXIlI  in  12°,  einem  8ehr  brauchbaren  General- 
register mit  chronologischem,  Personal-  und  Realindex  der  ersten  Jahrgänge 
des  Journal  des  Sgavans,  die  betreffende  Stelle  gefunden.  Sie  lautet  (im 
Hea  TOm  26.  Desember  1667): 

Nouveatix  Klemens  de  Geometrie. 
In  4.  ä  Paris  chez  Charles  üavreux. 

De  totäes  les  Sciences,  il  n'y  en  a  powd  gui  ait  ^  trait^  avec  une  H 
belle  mäihode  gue  la  Geometrie.  N^animoins  on  a  remarqui  ee  d^faui  dans 
Us  ouvrages  des  anciens  G^omHres,  qu'Hs  ont  eu  plus  de  soin  de  la  certi- 
lüde  que  de  V^vidence  de  Imrs  dmonstrations.  Et  cela  ae  voit  particuliere- 
meni  dans  Varrangen\ent  des  proposiiions  qui  composent  Ic  lAure  des  JEle- 
mens  que  Von  attribue  ä  Euclide.  Car  cd  Auteur  Sans  sc  tnettre  en  peine 
de  Vordre  naturel,  qui  est  de  commencer  par  ce  qu'ti  y  a  de  pbts  simple  d 
de  traitter  s^retnent  ce  qui  est  differeni,  a  sculetnent  pris  garde  d  ranger 
les  prc^ositions  en  sorte  que  les  premihres  scrvent  ä  demontrer  les  suivantes 
et  a  souvent  mesle  des  proposiiions  oti  il  traife  de  figures  trh  differenies. 
Hamus  qui  a  raffine  sur  toutes  les  sciencefi,  a  cotnpos^  un  Liure  de  Geo- 
metrie ou  il  a  lache  d'eviier  ce  defaut.  Mais  il  avoüe  qu'il  s'esi  phifi 
appliqu^  ä  y  ohsener  les  regles  de  la  Methode ,  qu'd  traiter  le  fond  de  la 
Geometrie.  Et  en  effet  s'il  a  suivy  un  ordre  plus  naturel  qu'Euelide, 
il  s'en  faut  beaucoup  qu'il  n'aU  donnS  tont  fite  force  d  ses  demonstrations. 
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Nf'antmoim  eomme  ces  dmx  t^sra  ne  aont  pnfi  ineompoHbles,  l'Auleur 
de  ee  JAure  a  fintrepris  de  les  accorder:  Et  ü  y  a  heurememmt  r^euMi  au 
jugement  des  plus  intelligens  dam  cette  S^ence.  L'ord/rt  qv^Ü  garde  est  trds 
naturel.  II  considere  dam  les  qiiatre  premiers  TAures,  ce  qfU  conrient  ä  In 
Grandeitr  en  ghieral  et  principaiement  les  Baisom  et  les  Proportions,  qui 
8oni  les  fondemem  de  la  G^tometHe.  Tl  rietU  m  suitte  aux  differentes  etpi- 
ees  de  Grandeur:  Et  eomme  de  iotUes  Ua  granäeurs  eoiUmües  U  n'y  m  a 
pomt  de  plus  simple  que  In  Lignt,  U  en  ejcamme  les  proprietee  dans  les 
trois  Lmres  suivnm,  rt  ü  traitte  par  ordre  des  lAgnes  PerpendiaUaires,  des 
Obliques,  des  ParaUeles,  et  de  rellrs  qui  sorU  termitiers  (]  une  circonference. 
Des  Lignes  U  passe  aus  Ängles,  dmü  il  parle  dans  le  VIII.  et  dans  le 
IX.  Liure.  II  employe  le  X.  d  le  XI.  ä  traitter  des  lAgnes  Proportiondles 
et  des  Heciproques:  Et  aprts  avoir  parU  des  Figures  dans  le  XIIL,  U 
considhre  en  parfirulier  dans  les  trois  demiers  Lintres  les  Trimgks,  Us 
Qu€ukilateres  et  les  autres  Figures  Polygones. 

Mais  le  principale  avantage  de  ce  Liure  est  que  quantite  de  demon^ 
stratiom  tr^s  embarrassees  qui  ne  convairiquoient  l'esprit  qn'nprh  l'avoir 
heaucoup  fotig^te  et  qui  apres  l'avair  concaincu  ne  le  satisfaisoient  point,  y 
soni  prnposees  d'uw  wanihe  si  simple  qu'on  a  aucune  peine  <l  les  conreroir, 
et  cependant  si  certaine  qu'elles  ne  sont  pas  moins  convamcantes  que  ceiies 
d'Euclide. 

De  plus  il  //  (i  dans  ee  lAurc  de  miteeauj  moyem  de  faire  roir  quelles 
lif/nes  sont  incomnwmurahles,  de  mesurer  les  angles,  de  trourer  et  denitmtrer 
la  Proportion  des  lignes;  et  une  methode  ires  -  farile  de  faire  les  ^uarrejs 
Magiques,  qui  est  un  des  plus  celebres  Problemes  d'Ärithtnetique. 

Die  Verbnitmig  Ton  Arnanlds  Cf^omStrtB  wurde  dureb  die  AnkOndi- 
gung  in  den  JPhUoBophieal  DrantaeHtma  und  die  Svfsent  gflnsiage  Besension 
im  Journal  des  Sfavans  jedenfklla  sehr  befördert,  noch  mehr  aber  verdankte 
sie  ihr  raachee  Bekaontwwden  inneren  Ursachen;  denn  das  Stadium  der 
Elementargeometiie  wurde  durch  Arnaulda  Methode  ungemein  erleiditert 
und  weiteren  Kreisen  sngftnglidi.  Im  Jahre  1688  wurde  eine  sweite  Aus- 
gäbe  notwendig;  sie  etschien  wiederum  sn  Paris,  diesesmal  bei  d«n  yer> 
leger  von  Pascals  Schriften,  bei  Guillanme  Desprea  (De  Prexius  bei 
Leibnia).  Laut  dem  Ävertissemeni  aur  la  seeonde  4dUitm  ist  in  den 
ersten  vier  Bflchem  vieles  verKndert,  das  sweite  und  dritte  Buch  toII- 
stlndig  umgearbeitet  worden.  Arnauld  selbst  schien  Yon  der  zweiten 
Ausgabe  ni<dit  so  befriedigt;  wir  finden  seine  Ansieht  darttber  in  einem 
Briefe  vom  38.  Oktober  1688.  (Gesamkutsgabe  der  Wethe  Tom.  IV  p.  149 
Lettre  XL) 
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A  Madam  Boißl 

Je  ffai  res»  fu»  dtpiri»  den»  jom  lea  noavtaux  EUmena.  Je  ks  trcme 
bien  mynnmA  pour  ce  gtU  ett  du  earadere.  Mais  n'en  agant  hu  que  ce  qui 
est  de  neuveau  dam  eette  edUkn,  ff  ai  troav^  hien  des  faates,  oatre  edles 
de  Venrata,  que  je  tfoudr^ris  qa'on  eOi  mia  m  pUts  grosses  iettres.  Je  ne 
m'ea  preads  A  persome.  Je  ne  doate  poiai  ^  vaus  Ofßiu  faU  de  votre 
fmeuse;  ä  je  suis  assari  gue  M,  Ferrier  y  aara  aussi  mis  im  ffrand  sein. 
Je  Im  en  suis  Uris-ebUgä,  Ceta  peut-äre  venu  du  eopisie  qui  a  eopiS  mes 
brouiUons,  qui  n*apas  asses  pHs  garde  aux  avis  gue  favais  dotmü  et  ä  smore 
ma  poaduaäm  ei  utes  A  Haea,  Cor  um  des  pluß  gnmds  d^auts  et  qvtü  ff 
en  a  irop  peu. 

Quai  gi^U  en  soU,  faü  peus^  au  remede,  qy^m  pemrroU  apporter  A  eda, 

que  d^impHmer  fAria  au  leeteur  que  je  wus 
emvoie  pour  le  meHre  au  oommeueomout,  o/lf»  gue  par  lA  et  Perrata  chaeuu 
puisse  eoniger  san  Umre,  eomme  fai  «iNig4  «Ten  eorriger  un  aeaut  que 
de  le  doaueir  A  uns  persome  de  eoMdMofi  de  mes  amis.  Je  salue  ma  eom- 
mere  et  tout  le  rette  de  witre  famüUe,  Je  prie  Dieu  qt^Ü  la  bemsse. 

En  ouorant  le  Höre,  je  suis  tmbd  sur  la  page  S47.  II  g  a  une  figure 
qt^on  a  wnd»  faire  par  des  earaeteres  tPimpression,  au  Ueu  de  la  faire  par 
une  figure  de  hois;  et  die  est  ioult  A  fait  mal  faUe.  Cor  au  Ueu  qu^dle 
dewrit  äre  quarrd  <fest  A  dire  aussi  Uurge  d^un  efitä  que  de  Vauire,  eUe  est 
bien  moins  haute  que  large;  et  (es  dmsions  sont  presque  igaks,  au  Um 
qmfdks  demroient  itre  notaiiement  migaks.  Je  wem  eneore  de  trauver 
une  autre  chose  asses  mal.  O'eat  que  dam  le  XIV.  Uvre  on  renvoie  asses 
souvent  au  ^  et  au  3*  Uore,  Or  emmne  ees  deux  Uiores  saiü  tout  dumgis, 
ü  faUoU  aussi  ehamger  ees  renvois,  ä  m  a  ouibUd  de  le  faire.  Je  wms  prie 
done,  man  wmptfte,  de  fimre  «mfwimer  VaeiB  que  je  vous  envtne,  qui  r^ßorera 
un  peu  les  d^auts  de  est  ouvrage,  en  donnant  mögen  de  le  eorriger  A  eeux 
qui  le  wmdront  üre. 

Je  me  suis  eneore  eipperqu  qt^agant  egouU  am  X*  Uvre  deux  ou  trois 
prcpoattions  toudiant  um  Ugm  coup4e  harmoniquement,  on  m  les  g  a  point 
mises,  sam  que  fen  puisse  deviner  la  raison;  ei  ee  n'est  peut'äre  qpiein  a 
eu  si  peu  de  soin  des  papkn  qfte  faeeia  enoogü  pour  faire  eette  seeonde 
ädOion,  qfifon  en  oüt  laissi  perdre  est  endroiL  Je  souhaUerois  qu^on  le 
eiierdiät,  et  si  on  k  trouvoU,  qu*on  le  fä  imprmer  aoee  ee  tUre:  Addition 
pour  la  fin  du  X*  Umre  qui  a  4t4  oubMe  par  m^/arde, 

Page  98  l,  Sld  prqposUiom,  lisee  proporUom* 

Bio  Siltze  Arnaulds  übor  h;irm< misch  geschnittene  Geradf  wurden 
nie  gedruckt;    vielleicht   ^iiid  ^a-rade  am  es,  die  Leibniz  im  Auge  bat, 

Abb.  B.  OMeb.  d.  oiAtb.  WiHeiiaub.  XIV.  16 
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wenn  er  schrieb:  „11  (Ärnauld)  mSdUoit  ahn  qudque  chose  de  fort  beau 
9»r  les  raisons  et  sur  les  proportions  et  je  sfrois  facM  s'il  en  avoU  ^4 
distraii  entihemmt^*  (27.  April  1683j.  Wir  haben  bis  jetzt  wenigstens  den 
Verlust  der  gerade  fOr  die  neuere  synthetische  Geometrie  intarewantem 
Papiere  zu  beklagen. 

Auch  der  nachstehend  wiedergegebene  Brief  (Dez.  1693)  bezieht  sich 
auf  die  /Avpito  Ausgabe  {QescmiMeirJse  Tom.  III  S.  701  Lettre  DCCCGXCm) 
A.  M.  Dodart'): 

Je  vons  r^ponds  par  avance  ä  votrc  Uiirr  du  25  que  je  re0ts  Mer,  ne 
sachant  encore  comment,  ni  qumid  je  rous  tnvcrnii  crtie  reprmse. 

Je  commence  par  er  qnr  j'nvois  nuhlir  de  raus  mander  touchant  les 
Noveaiir  Klemens  de  Geometrie,  de  pettr  de  l  oublier  encore  une  foüf.  L'Auteur 
est  mal  satisfaif  de  la  secofide  edition,  ä  causes  des  ftiutes  d'impressi&n  quon 
y  n  Idissf'es.  Mais  res  fantes  rtant  eorrigees,  comme  nn  hahile  homme  Je 
pent  faire  aise'mcfit ,  il  estime  heaucoup  jiias  Ir  71.  lirre  de  la  seconde  t'di- 
tiofi.  qae  er  mnne  lirre  de  la  premiere.  Et  il  croit  (juil  feroit  entrer  votre 
ami  dans  sou  sentimetit,  s'il  lui  pourroH  parier.  Mais  cela  tie  se  pcat  ejr- 
pliquer  par  lettre.  Le  V  lirre  de  la  seconde  edition  est  aussi  heaucoup 
meiUeur  que  celui  de  la  premiere.  Kt  il  me  semble  qu'il  y  a  quelque  chose 
paar  Vexplication  des  incommensural)tes  qui  est  noveau.  On  y  a  aussi  cor- 
rige  une  grosse  faute  de  la  premiere  editiem ,  toucfutnt  les  nombres  qnurres 
qui  sont  e'gaur  ä  deu.r  autres  nombres  quarres  com.  25,  ä  ü  et  IG.  Je  riens 
de  ]>enser  que  je  (crois  mirii.r  de  rous  enroyer  un  Iure  de  res  Klemens, 
eorrige  par  l'Auteur  en  beaufonp  d'endroHs;  avec  un  brouiüon  de  ce  quii 
avoit  marque  tfu'il  falloit  cetrriger  dans  eette  seconde  cditian,  outre  l'erraUi; 
mais  ä  cnnditum  que  vous  mc  rcnverrez  l'un  d  l'autre  quand  vaus  en  auree 
fait  l'usage  qne  vous  roudrez. 

Eine  dritte  Ausgabe  von  Arnaulds  Buih  wurde  1692  in  Holland 
veranstaltet.  Sie  ei-schien  in  La  Uaye,  cbez  Jean  van  Düren,  jedoch  im 
Format  kleiner,  in  12®.  Mit  neuem  Titelblatt  versehen,  kennt  man  von 
dieser  Ausgabe  Exemplare  vom  Jahre  1711.  In  den  uachiolgenden  Briefen 
wird  diejenige  des  Jahres  1692  erwähnt. 

Lettre  de  M.  Dodart  (Ges.  Werke  Tom.  IV  p.  24).    Der  Brief  ist 

von 

II  y  a  quelques  mois  qu'un  de  mes  amis,  grand  npprobateur  et  meme 
admiraieur  de  la  GeomÜrie  fWUücUe  attrihuiic  d  M.  Arnauld,  im  fit  de- 


1)  Denis  Dodart,  Mitglied  der  Ancienno  Academie  des  Sciences,  geboren 
1C44,  gent.  1707,  bervormKender  Botaniker,  VerfaMer  der  „Memoire»  pottr  »ervir 
ä  l'histoire  iUh  planten"  1670. 
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mander  s'ü  (M.  Arnauld)  trouvcroit  bon  qu'il  poussdi  cctie  Geometrie  jus- 
ques  auj-  solides.  Je  lui  fit  dire  qnc  la  repomc  etoit  dam  l'avertissement, 
OH  VAxteur  si  je  inen  souviens,  s'excusc  de  ne  l'avoir  piis  fait,  parce  qn'il 
iu'oit  d'autrcs  occupations ,  et  ajoute,  ce  me  semble  (jue  suivnnt  la  rouic 
marquee  datis  ce  livre,  il  sera  facUc  de  SKplt'er  ce  qui  y  matique.  Depnis 
le  temps  j'tii  rue  l'nutcnr  de  cc  supph'inrnt  prrtcndu  qui  m'a  dii  que  rou- 
hini  if  trdvaüler,  il  en  uvoit  ete  detonrne  pur  la  noureUe  ediiion  de  la  Geo- 
metrie du  P.  Lnmi,  qui  n'est  visihhment  qu  les  Element  de  M.  Arnauld, 
poussc's  ju.sqHÜ  la  Stneomriric  iiiclusirrttient ,  quoique  saus  riommer  M.  Ar- 
nauld. Cur  oulrc  que  mon  ami  est  nn  Gernnetre  sublime,  il  est  tres-f'umdier 
et  trts-net,  et  vouloit  ajouter  outre  In  Stneomrtrie  unr  introduction  d  l'Al- 
gtbre,  tre.'^  courte  et  trh  nette,  et  projiosrr  une  nrision  du  Tl.  lirrc,  qui 
est  des  p/-o;)w//c>«.s-.  Un  mot  sur  cet  article,  si  vou.'i  pourez  trourcr  une 
voie  pour  saroir  de  M.  Arnauld  s'ü  le  trouvera  bon;  cor  softö  ceia  <m 
n'icrira  p<ts  ?/«  mot  .  .  . 

Araaiild  erwiderte  im  folgenden  Briefe  vom  10.  Juli  1694  {GesanU- 
amgabe  Tom.  IV  p.  63  Lettre  MLXI): 

Ä,  JT.  Doäart 

Jt  Mfe  Me»  otmgi,  Mammr,  ä  vohre  ami,  guü  veui  Men  se  äomur  la 
peim  ^t^jonter  ä  mea  EUmmu  de  OiomäHe  ee  ^wj  y  mai^pte,  g^ui  est  de  la 
Stiremäne,  Maü»  fed  tm  avts  d  lui  doimer  mr  eefc»,  ^ui  ett  que  se- 
eonde  Edition  de  ees  EUmens  qui  a  iU  foUe  ä  Paris,  est  pUme  d^une  t»- 
fiM  de  fautes,  et  qufü  faudroU  qt^U  eAt  eeOe  qui  a  faUe  en  Holkmde 
par  une  persoime  que  je  ne  eoimois  peinL  ffü  ne  Va  peut  trcuver  ä  Paris 
je  td^erm  de  wm  Penwtjfer.  n  ff  a  eq^endant  dans  eette  SdUion  de  Hot' 
kmde  qnetques  fautes  qui  jf  sont  restSes,  mais  un  habUe  komme  les  oorrigenra 
aisiment  poiuvu  qWü  y  fasse  aümüon»  Je  ne  vois  ee  que  wttre  ami  entend 
pat  ces  mots,  „proposer  tMfr  remsion  du  seeonde  Uore  qui  est  des  Propor- 
Hmuf*.  Cda  o-MI  rapport  ä  ee  que  vom  m'aveg  mandS  autrefois  ^une 
perscmte  estimoU  ph$s  la  numOre  dont  on  avoit  parU  des  raiMn8  et  des 
proporHons  dans  la  premiire  idUion  de  ee  qt^on  en  dit  dans  la  seeonde? 
Mais  <fest  de  quoi  que  je  ne  saurois  eommir,  En  ouorant  le  Uere  de  Vim- 
pressUm  de  Paris  page  $9  Ugne  11  fp  ai  troupS  deux  fautes,  La  prmmbre 
,jpr4ciM«mmt,  Mais  ü  p  aun^,  ü  faut  ,^^rMsement  taut  de  fois;  mais  ü  jr 
Mira".  La  seeonde  Hg,  16  la  eon^osiUon",  Hees  la  eompairaiMiiif, 
Cette  demOre  faute  est  demeurü  dans  fimprestion  SHoUande. 

Arnauld  verfolgte,  wie  wir  aus  diesen  Briefen  ersehen,  mit  gespannter 

Aufinerksamkeit  die  Ausgaben  seiner  Ge'omärie.    Nach  seiaon  Tode  wurde 

sie  unseres  Wissens  nur  noch  einmal  aufgelegt;  nämlich  fllr  die  Oesamt- 

16* 
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Zweites  KepiWL 


ausgäbe  von  Arnaulds  Werken,  im  Jahre  17H1.  Die  Nouveaux  I^emens 
de  Geometrie  sind  in  Tom.  LXII  entlialten,  al)grdnu  kt  von  der  dritten  Aus- 
gabe von  n)92;  zur  Korrektur  der  in  dieser  letzteren  noch  stehen  ge- 
bliebenen ent.slt  llenden  Dnickfehler  wurde  von  den  Herausgebeni  der  Oeuvres 
(1f  Messire  Avtnha-  Armiuld  ein  Exemplar  der  /.weiten  Pariser  Ausgabe 
benützt,  das  mit  liiiinlschriftlicben  Verbt'sserungen  bedeckt  war;  diesellten 
sind  von  sachkundiger  Hand,  vielleiclit  nach  Arnaulds  eigenen  Notizen, 
mit  grofsem  Fleifs  aasgeführt  gewesen,  wie  die  Uerausgeber  berichten. 

Es  würe  ein  gänzlich  verfehlter  Schlufs,  wollte  man  die  Bedeutung 
von  Arnaulds  (it'ometrie  nach  der  verhältnismUfsig  geringen  Zahl  von  drei 
Ausgaben  (die  vierte  in  den  Oeuvres  ist  nicht  hierher  zu  rechnen)  beurteilen. 
Im  Gegenteil,  Arnaulds  JS'iymeaux  FMmetiS  bezeichnen  eine  Epoche  in  der 
Geschichte  des  mathematischen  Unterrichts.  Eben  deshalb,  weil  Arnaulds 
Methode  sich  so  ganz  und  rmwiderstehlich  der  Elementargeoraetrie  bemüch- 
tigte,  weil  sie  (iemeingut  wurde,  weil  alle  Btliritti^teller  jener  und  der 
Folgezeit,  welche  die  Elemente  behandelten,  von  ihr  abhiingen,  konnte  es 
geschehen,  dals  Arnaulds  Name  und  das  Buch,  welihes  die  Exiklidkritik 
des  siebzehnten  Jahrhunderts  zur  schärlsttu  Auspriigung  brachte  und  einen 
in  solcher  VoUstHndigkeit  zum  ersten  Male  seit  Euklid  unternommenen 
Neuaufbau  der  Elementargeometrie  darstellt,  in  gänzliche  Vergessenheit 
geriet.  Montucla  nennt  Arnuulds  Namen  nicht;  merkwürdig  berührt 
es,  dafs  (  hasles  im  Apercu  historique  Arnauld  nicht  erwähnt,  während 
er  in  einer  eigenen  Note  (Note  XVIl)  seine  Verwunderung  ausspricht,  dafs 
der  Eudides  adattctm  et  nieihodicus  von  1671  des  Italieners  Otiarini  nicht 
in  der  Geschichte  der  Geometrie  genannt  werde.  Einen  anderen  italienischen 
Schriftsteller  Vitale  Giordano  Giordani,  der  1686  einen  Eudide  resii- 
tuto  herausgab  (s.  M.  Cantor,  „Vorlestmgen"  Bd.  III  S.  14),  machte 
Leibniz  auf  Arnaulds  Buch  aufmerksam:  ,^(mancurtitt8  qmdam  in  Bdgio 
Ubellum  scripsU  de  raiionibus  quem  me  vxdere  memim;  huiM  methodum 
iaudat  Ärnaldus  (cdebris  apuä  Tkeologos,  sed  idem  im  omni  ioetrimKnm 
gmere  exedlens)  in  secunda  tdüHime  UM  MÜci,  yuem  kueriptU:  JTora  Q«h 
mdriae  Elmenta  (s.  Laibnis'  Brief  in  Bd.  I  von  Gerhardts  Leämiit- 
amgabt). 

Unter  den  SchriflsteUem,  deren  Abhftngigkeit  von  Arnanld  wir  ur- 
knndlich  MstellMi  konnten,  iat  »lerst  Bernhard  Lamy'),  Pater  Yom 
Oratorinm,  su  nennen.  Wir  haben  ihn  sdion  in  dem  Brirfe  D.odarte  an 
Arnauld  kennen  gelernt.  Auch  in  der  Qeechichte  der  Philosophie  ist  er 
eine  bekannte  PersSnliehkmt:  er  sehrieb  la  Gunsten  des  OocationaUamiu. 


1)  Lamy:  llteie  Schxeibweiie;  die  nenere  iit  Lama. 
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Auf  matlMmaiasQh-iiatiirwiBBnisdiAfU^  Gebiete  nennt  uns  Oornelins  a 
Benghem  Ton  ihm  seine:  DraUeß  de  MecAtmique,  de  VEgtiiHbre  dee  Sdlidea 
ä  de$  lAgmun  ä  Avis  1^9»  besproohen  im  Joumai  des  Staoam  XXII  ' 
1679.  Dieser  Mann  gab  nnn  1688  ein  Lebriraeli  der  Geometrie  hentus 
unter  dem  Titel:  Xes  eliiima  de  f/imitne  et  la  mürnre  d€  Vilendue,  Paris 
in  12*.  Obwohl  er  in  der  Ycnrede  selbst  ssgt|  dab  er  für  seine  Methode 
Arnanld  Terpfliohtet  sei  und  nie  darsn  gedacht  bitte,  dne  Elementar- 
geometrie sn  sehreibso»  wenn  Arnanld  dar  sdnigea  eine  Stereometrie  bei- 
gegeben  bitte,  scheint  Lamys  Unternehmen,  wie^  auch  in  Dodarts 
Brief  an%e&0it  wird,  eine  gewisse  „Ckmirefafo»**  gegen  Arnanlds  Original- 
Idstong  sn  sein.  'Wir  wissen  nicht,  glauben  aber  ans  Arnanlds  Antwort 
an  Dodart  m  entnehmen,  daft  es  sls  Fortsetsong  TOn  Arnanld  meki 
autorisiert  war.  Nichtsdestoweniger  erlangte  es  raaohe  Yeriiratang  nnd 
wurde  als  Lehrbuch,  das  eben  Arnanlds  Methode  fast  nuYerindert  auf- 
genommen hatte,  vielfach  bentltst  Es  wird  in  der  von  Tschirnhaus 
▼«or&lkten  nnd  von  Leibniz  ausfohrlich  resensierten  dentadben  Schrift: 
„Gründliche  Anleitung  gu  niUlichen  WitsenadiaßeH,  t^tonderUch  eu  der  Mar 
thesi  md  Fhjfsica,  wie  sie  aniexo  von  den  gdehriesten  abgehandelt  werden**, 
(in  4*  pftgg-  32)  empfohlen.  Leibniz  sagt  in  seiner  Rezension  in  dem  in 
Haanorer  1700-— 1702  erschienenen  „Momif/ichcn  Auszug  aus  netten  Büchern": 
„Langsame  und  geschwinde  können  hernach  den  Lam^  Noupeaux  IS^nens  de 
GSamStrie  durdmelmen,  da  sie  das  vorige  in  besser  ordntmg  wiederholen,'* 
Wir  sehen,  dafs  schon  hier  Lamy  geradezu  als  Verfasser  von  Arnaulds 
Nouveaux  Elimens  de  Geometrie  erscheint.  Hat  Lamy  diirch  seine  Csnr» 
pation  yon  Arnauld  die  Aufmerksamkeit  ab  nnd  anf  sich  /u  h  nkcn  gewufst, 
so  hat  er  wenigstens  das  Seine  zur  Verbreitung  von  Arnaulds  Mctliod«  L'othan. 
Du  wir  jetot  den  historischen  Znsammenhang  nnd  das  Verikältnis  beider  Lehr- 
bücher kennen,  so  könnon  wir  es  nur  als  Triumph  von  Arnaulda  Methode 
gelten  lassen,  dafia  noch  1758  eine  siebente  Edition  von  Lamys  Buch 
erschien.  Ein  Opos  mehr  algebraischer  Natnr  scheinen  Lamys  „Elömens 
des  MtUhimaligues  ou  trait^  de  la  grandeur  en  gSn&eU"  gewesen  zn  sein, 
von  denen  wir  eine  3.  edit.  Amsterdam  16;)2  in  12"  kennen.  Wollte  der 
besorgte  Autor  vielleicht  durch  dieses  Werk  die  Verbreitung  von  Jean 
Prestets  geschätztem,  TOrwiegend  zahlentheoretischem  Werk:  Siemens  des 
Mathimatiques  übernehmen,  welches  1675  (besprochen  im  Journal  des  Sqq- 
vans  1676  X  p.  135)  unter  dem  Titel:  „Elimens  des  Mathimatiques  ou 
lYindpes  GinSraux  de  tautes  les  Sciences  qui  anf  les  grandeurs  pour  objeh" 
a  Paris  in  4®  erschien,  das  1681)  wiederum  in  Paris  in  2  vols  znm  zweiten- 
male,  1694  ebenda  nochmals  ^rodruc-kt  wurde  V 

Wir  wenden  uns  von  Lamy  ab  und  zu  jenem  Ibnne,  welcher  in 
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offenster  und  ehrlichster  Weise  in  Dodarts  Brief  anfragen  liefs,  ob  Arnauld 
damit  einverstanden  sei,  wenn  er  dessen  Werk  durch  eine  Stereometrie 
vervollständige.  Dieser  Freund  Dodarts  kann  wohl  nur  Pierre  Varignon 
sein.    Wir  haben  daffir  folgende  GHinde: 

1)  War  Varignon  an  der  Redaktion  des  JoumtU  d€8  Sfoomu  be- 
teiligt, muTste  also  daher  Amanlds  Buch  kennen. 

2)  Varignon  wur  wie  Dodart  Mitglied  der  Akademie  der  Wissen- 
8chaft«n,  die  beiden  Gelehrten  kannten  sich  also  daher  und  waren  befreundet; 
auf  Varignon  pafst  Dodarts  Satz:  Car  outrt  q^e  mon  OHN  vi  tm  Oto- 
mbtre  sublime ,  il  est  tr^-familier  e.st  trds-net. 

S)  Wenn  Dodart  schreibt,  dafs  der  Verfasser  des  geplanten  Supple- 
ments zu  Arnaulds  Nouvemtx  El^mena  sich  von  der  Heransgabe  dnrch 
Lam ys  Veröffentlichung  abhalten  liefs,  so  stimmt  dies  wieder  ausgezeichnet 
mit  dem  Umstände  überein,  dafs  Varignon  sein  Lehrbuch  nicht  selbst 
wlhzend  seines  Lebens  veröffentlichte,  sondern  dafs  dasselbe  erst  1731  nach 
seinem  Tode  (1722)  unter  dem  Titel:  El^ms  de  MatMmaütite  de  Math 
siew  Varignon  zum  Dnick  befördert  wurde. 

4)  Jener  Freund  Dodarts  's.  dessen  oben  wiedergegebenen  Brief) 
wollte  eine  Einleitung  in  die  Algebra  beigeben;  wir  finden  diese  als  JEW« 
mens  d'aigehre  et  d^anÜmAi^  auf  66  Seiten  an  der  Spitze  von  Va- 
rignon s  Buch. 

h)  Machen  innere  Grtinde,  z.  B.  die  gerade  bei  M.  Cantor,  „For- 
lesitngen"  Bd.  III  S.  527  wiedergegebene  Herleitung  des  Satzes  der  Winkel- 
summe im  Dreieck,  welche  genau  mit  der  Arnaulds  übereinstimmt,  die 
Bedeutunir,  welche  auf  Axiome  und  Detinitionen  gelegt  wird,  die  Stellung 
des  pytliagöriiisclicn  Satzes  und  dessen  l^t  wcis  mit  Hilfe  von  Proportionen 
es  geradc/n  iinwi  l«  rlcglich,  dafs  jener  vertraute  Freund  Dodarts  der  groDse 
Geometer  Pierre  Varignon  ist. 

Wir  haben  das  Resultat  gewonnen:  Pierre  Varignons  Werk  El^ 
mens  de  MaHu'nmliiiue  ist  direkt  nhhtinf/i{f  von  Arnauld  und  dessen  ori- 
ginaler Methode;  ihre  konseijuente  Durchführung  auf  stereometrisehe  (irund- 
higen  ist  Vurit/nnus  Verdirt/sf.  Cantor  nennt  das  Buch  „eine  Gemnetrie 
rm  Hherdll  ihtrcli/Jifkr/nhr  Eigenart,  die  philosophische  Geistesrichtung  seifies 
Vcrfossrrs  zu  erkennt  n  gt  ltetid";  damit  ist  am  treffendsten  Arnaulds  Schule 
in  ihrem  herutcnsten  Verti'cter,  in  Varignon,  charakt4»risiert. 

Wir  haben  schon  früher  bei  der  Besprechung  von  Arnaulds  mathe- 
matischen Thesen  erwähnt,  dafs  ihm  die  ])ekanute  Frage  des  Ptolemaeus 
an  Euklid,  ol»  es  hei  geometrisclipn  I)ingen  nicht  einen  abgekürzteren  Weg 
gä})e  als  den  d\ircli  Euklids  I llmif^ntc.  sehr  berechtigt  erschien.  Arnauld 
glaubte  den  geraden  Weg  für  Könige  zu  kennen;  in  seinen  NouvetMuc  EU- 
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mens  de  Geom^rie  hat  er  ihn  angebahnt.  Diodor  stolze  Ausspruch  Ar- 
naulds  sollte  fünfundvierzig  Jahre,  nachdem  er  getban  wurde,  thatgUchlich 
seine  Verwirklichung  finden.  Ein  Herzog  von  königlichem  Gebltit  sollte 
duix'h  Arnaulds  Methode  den  Zugang  zur  (ieometrie  eneieheu.  Niihere 
Auskunft  hierüber  giebt  uns  der  folgende  Auszug  aus  der  Hiatoirc  dr  Vnrn- 
dänif  Iioi/ale  des  Scktices,  annee  MDCCXXVJI,  d  Paris,  de  l'Jmj^runerie 
Majfole  MDCCXXIX: 

En  1696  fcH  M.  Ic  Duo  de  Hottrij'Ufne  ttant  venu  en  äye  ddjtprrndrr. 
les  Mathenuiii'jKes,  Mad'.  de  Maintenon  porta  Ic  Rot  d  con/ier  cette  pariie 
de  San  eduention  ä  M.  de  Mdlrzieu ,  t<(ndifi  qu'U  donneroit  ä  M.  Sauvcur 
/(W  detix  uutres  Enfants  de  France.  M.  de  Malezieu  <i^s(^s  delieat  pour 
cniindre  qu'un  si  grand  honneiir  nc  s'neeorddt  pas  parfaiiement  avec  Vat- 
taehement  imiohible  ([hU  devoit  n  M.  et  Mad".  du  Maine  et  ra^surc  par 
eux-met)us  sur  ce  scruj>ide,  demanda  du  moins  en  grnce,  que  pour  mieux 
marquer,  qn'il  ne  sortoit  point  de  son  aneien  engagenunt ,  ii  lui  fut  permis 
de,  ne  point  reeevoir  d'appointenients  du  Roi.  (Malezieu  hat  den  Ilor/og 
von  Maine  in  seiner  Jugend  unterrichtet,  noch  1722  tindeu  wir  Malezieu 
als  Direktor  der  Privatstern  warte  dieses  Herzogs.) 

Parmi  tous  les  Siemens  de  Geometrie  qui  avoient  paru  Jusque- 
Id  il  choisit  ceux  de  M.  Arnauld,  comme  les  plus  claires  et  les 
mieux  digiris,  pour  en  faire  le  fond  des  legons  qu'il  donneroit  ä 
M.  le  Duc  de  Bourgogne.  Seulemeni  il  fit  d  cet  Ouvrage  quelques 
additions  et  quelques  retranehements.  II  remarqua  hienUit  que  U 
jeme  Prince,  qui  surmontaU  avec  tme  extrime  vivaeit^  les  difficuUA  ifune 
äude  8%  6pineust,  iomiboU  quelques  fois  aussi  dam  VMwmomkiiü  ä$  eowMr 
passer  ä  cot^,  quani  U  ne  les  emportoU  pas  d'ak&ri,  Fmr  U  fixtir  itanamr 
tage,  ü  M  proposa  ä^iarkt  i$  M  mai»  au  eommencement  dfme  et 
qu'ü  M  aaoU  4U  enseignä  la  vieäle.  Taute»  ees  iegim  iorites  par  ie  JVnmm 
pmäamd  le  eomn  dB  quaire  am,  et  prielmumaiA  rasgemUSet,  aiU  faU  tm 
Corps,  que  M.  Boiss^re,  BOlMheeaire  de  M,  U  JDue  du  Maine,  ß  m- 
primär  m  171$  wus  le  «ire  d^EUments  de  Q4omärie  de  JTr  k  Duc  de 
BourgegneJ)  L'^dUeur  k»  didie  a»  Brinee  mime,  qui  en  est  FÄuieur,  ei 
n'aubUe  pae  tout  cc  qui  eet  dü  au  tfoeani  maiUre  de  Oiomärie.  II  p  a  d 
la  fin  du  Liare  quelques  Rtotlimes  gui  n'apparHennent  point  d  dee  EUmenta, 
rMus  par  la  mähode  Amipliique  et  gm,  sehn  ioute»  les  apparences,  sont 
de  Jr.  de  MaUeieu.  H  est  dU  sur  ee  suQet,  qu'AreMmhde,  et  les  prands 


1)  Louis,  Herzog  v.  liourpogin',  Knkcl  Lmlwigs  XIV.,  geb.  1682.  Lanis 
Auguste,  Herzog  v.  Maine,  ik>ha  Ludwige  XIV.  und  der  Frau  v.  Monteapan, 
geb.  1670. 
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BiontÜres  aneieiu,  <mt  dA  avoir  nobre  AsutMu,  ou  quelque  mSfkode  dquivor 
knie,  parce  qu'ü  est  moraHment  imp08S%t>te  qv^Us  «usteni  »uwi,  tamB  4gaitet 
des  rmtkt  muH  eomposüs  quc  etBe»  qu'Us  propoMü,  Mais  par^ä,  cn  leur 
^  la  foree  merveäleuse  qui  ä  neeAsaire  powr  smore  sam  igairer,  des 
rüutes  si  tortumues,  si  Umgvtts  ä  si  embarrassies,  ä  eette  forcs  tomfitnts  U 
mirtU  moderne  d^avoir  d^couvert  des  c^emins  sans  cmparaison  plus  couris 
d  phie  facOes.  On  veut  que  pour  eauser  phis  itamMim,  üs  aifsni  eafM 
leur  Seeret,  qmiqu'en  le  rMasd  Us  euuetU  eami  me  admMion,  dns  moIw 
igale,  ä  qu'Üs  eusseni  e»  ntime  tem^  tn/Uiimmt  wemei  des  Säenees  uäks, 
on  veiU  qH'üs  a/gent  iU  Ums  igalement  fUMies  A  garder  oe  seeret,  igtäement 
jaloux  d^me  gMre  gjvfüs  powDOkiü  dumger  eomtre  «me  undre,  4galement  «n- 
diffAretUs  pom-  le  Man  pubüe, 

Dandt  ist  enriesen,  dalls  auch  Hal^sieua  Lehrbuch  sich  auf  Ar&auld 
sMtit  und  da&  Nicolas  de  MaUsiens  Unteiricflitenielhode  (M,  Oantor 
erwtimt  Mal^sieu  in  Bd.  III  8.  14 — 15  der  „Vortesungen  Über  GesekiMe 
der  Maikemaiil^)  im  grolmn  und  ganzen  die  Antoine  Arnaulds  ist; 
zugleidi  giebt  zitierte  Stelle  Auftchlnb  Aber  die  Entetehung  der  EUnms. 
de  Oimibrie  powr  Wmstügintim  U  Duo  de  Bowrgogne,  — 

Iiüialtsftberaiolit  dar  Nouveaux  Elbens  de  CMom^trie. 

Sehen  in  der  Rezension  des  Joumed  des  Sfwam  haben  wir  in  grofsen 
Zflgen  den  Inhalt  Ton  Arnaulds  Qiomibrie  kennen  gelenit;  wir  haben  bei  der 
Besprechung  der  für  die  Geschichte  der  Mathematik  in  Betracht  kommenden 
Teile  seiner  Logik  viele  der  Qesichtapunkte  kennen  gelesnt,  weldie  Ar- 
nanld  in  seiner  CMomärie  verwertet  hat;  es  erftbrigt  aber  doch  noch  eine 
etwas  ausführlichere  Darstellung  des  Buches  unter  H^oibebiing  inter- 
essanter Stellen,  WiedergiJ>e  originaler  Beweise  und  die  Konstetiemng  des 
Eigentumsrechtes  Arnaulds  an  zahlreichen  LehrsStoen.  Damit  haben  wir 
uns  im  folgenden  zu  beachSItigen. 

Arnaulds  Nouveam  EUmens  de  Q4omibri/e  sind  eingeteilt  in  16  BOcher. 
Dem  L  Buche  voraus  gehen  die  Definitionen  der  Hilfsmittel  des  syntfae- 
tisohen  Apparate,  die  Definitionen  des  Axioms,  der  Forderung  (Demande), 
des  Theorems,  des  Problems,  des  Lemma,  GcffoUars,  der  Definition  selbst; 
für  SUse  mit  zahlreichen  CoroUaren  verwendet  Arnauld  die  Beaeiehnung: 
tJ^roposüim  ftmdammtoitf*.  Arnauld  fOgt  hinzu,  dafo  diese  Dinge  eigent- 
lich in  die  Logik  gehflren;  wir  haben  dort  schon  z.  B.  besonders  fllr  das 
Axiom  und  die  Definition  die  Begriffe  kennen  gelernt,  wekhe  Arnauld  mit 
den  aufgeführten  Bezeichnungen  zur  Deckung  bringt  Bei  Pascal  und  Ar- 
nauld sind  fiberhaupt  Logik  und  Geometrie  keine  sehr  streng  geschiedenen 
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WiMan^gebiflie.  Pascal  bat  «uimal  den  Annpnieh  geChaa,  Geometrie  sei 
Logik,  und  Arnauld  sagt  in  der  Vorrede  der  Nauoeanut  EUttma:  „0»  wrii 
qufü  Wesm  paß  fort  dtfjfitnU  ä  rÄutmr  de  la  NonvOe  Loffigtie  m  AH  dt 

ü  a  faü  dana  1a  IV.  Mi»,  k$  difmdt  de  Ja  miOiode  ^Euelide,  et  d^aoaih 
eer  qnfim  pmrroU  digerer  la  Oeomärie  dane  un  meSUem  wdtt,  CetMt 
deolner  lee  ekoees  paetimn''  10t  dem  letrten  Satse  weist  er  auf  die  ?on 
ihm  selbst  gefundenen  Lsliztätee  bin. 

An  diese  Bekapitiilation  schliefM»  sieh  dk  EiUlnmg  der  ▼erwendeten 
mathemaHsehen  Operationsseichen  an.  Wir  finden  in  der  henttgen  Bedeutung 
das  Zeichen  der  Addition  und  Subtraktion,  das  Gleicihbeitsieichen;  die  arith- 
metisdie  Brofiortlon  schreibt  Arnauld  7 '3::  13 -9,  die  geometrische 
6  .  2  : :  12  .  4,  die  stetige  3  .  9  .  27.  Durch  Kebeneinanderstellung  zweier 
kleiner  lateinischer  Buchstaben  bezeichnet  er  sowohl  das  Produkt  zweier 
Faktoren  {grandeur  plane)^  d.  h.  ein  Rechteck  der  Höhe  b  und  der  Breite 
als  auch  eine  Strecke,  deren  Endpunkte  b  und  d  genannt  werden. 

Ffir  die  Rückverweise  führt  er,  was  wieder  bezeichnend  ist  für 
seinen  Sinn  fttr  Methodik,  eine  sorgfältige  Nummerierong  der  einseinen 
Atissprtiche,  seien  es  nun  Ariome,  Theoreme  n.  s.  w.  oder  Definitionen  und 
Beweise,  durch. 

Das  erste  Buch  behandelt  getreu  dem  in  der  Logik  festgestellten 
Grundsätze,  die  Gattung  vor  den  Arten  zu  behandeln,  die  Gröfsen  im  all- 
gemeinen; es  lehrt  die  vier  Grundoperationen.  Arnauld  setzt  gewisse  ein- 
fachste natOrliche  Kenntnisse  voraus;  Zweck  sei  es  für  jede  Wissenschaft, 
diese  zu  vertiefen  und  zu  erweitem.    £s  wird  also  hier  Torausgesetst: 

I  j  Das  Rechnen  mit  Zahlen. 

2)  Das  konimutative  Prinzip. 

3)  Der  Begriff  des  Körpers,  der  Oberfläche  {swrface)^  indem  man  von 
einer  Dimension  abeieht»  und  der  Linie,  wobei  zwei  Dimensionen  unberück* 

sichtigt  bleiben. 

4)  Die  Übertragong  des  Begriffs  des  Produkts  auf  den  Inhalt  be- 
grenzter Flächenstüekeb 

5)  Die  Deutung  von  Gröfsen  als  Körper,  Flächen  und  Strecken. 

An  sechster  Stelle  mrd  die  Wichtigkeit  allgemeiner  Gröfsenzeichen 
betont  gegenüber  speziellen  Fällen,  in  welche  noch  deren  spezifische  Ab- 
hängigkeit einzugehen  pflegt;  es  wird  darauf  aufinerksam  gemacht,  dafs  die 
Identität  der  formalen  Bezeichnung  gewahrt  werden  mufs.  Unter  Gröfse 
im  allgemeinen  versteht  Arnauld  die  geometrischen  Gebilde,  die  Zahlen, 
die  Zeit,  Geschwindigkeit,  kurz  jede  Quantität. 

Sodann  wird  der  aliquote  Teil  (mesure)  eines  Ganzen  definiert 
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3  und  4  sind  „aliquotes  pareilles"  von  9  und  12,  weil  9:8aMl2:4; 
tjßOriion"  ist  ein  aliquoter  oder  nicht  aliquoter  Teil. 

Es  folgen  Axiome  Ober  Gleichheit  and  Ungleichheit,  vrie: 

Das  Ganze  ist  gröfser  als  sein  TeiL 

Das  Ganze  ist  gleich  der  Summe  seiner  Teile. 

Sind  zwei  Qröisen  einer  dritten  gleich,  sind  sie  untf>r  sich  gleich. 

Gleiches  um  Gleiches  vermehrt  oder  vermindert  giebt  Gleiches  n.  s.  w. 

Die  „aliquotes  pareilles"  gleicher  Gröfsen  sind  gleich  und  umgekehrt. 

Als  Schreibweise  f&r  das  Quadrat  giebt  Arnauld  in  der  ersten  Aus- 
gabe von  1667  &*  (b  quarre')  oder  6'  {b  de  deux  dimensions)  analog  für 
den  Gubus  b"  oder  in  den  späteren  Ausgaben  ist  auch  die  Schrnbweise 
der  zweiten  Potenz  qb  und  (2  erwähnt. 

Der  inverse  Charakter  von  Multiplikation  und  Division  wird  betont 
(Ja  muUipUcation  refaU  ee  quc  la  diiision  avoU  def'nit). 

„Orandeurs  complexcs"  heilsen  bei  Arnauld  die  Aggregate;  dalttr  giebt 
er  besondere  Regeln  hinsichtlich  der  Gnuidoperationen. 

Jermff'  ist  einer  der  Summanden  des  Aggregats. 

Der  Klammern  bedient  sich  Arnauld  nicht.  Die  Zeichen&nderangen 
bei  der  Subtraktion  der  „grandeurs  complexeS"  werden  begrifflich  klar  gemacht 

Bei  der  Multiplikation  der  Aggregate  sind  soviele  Partialprodukte  zu 
bilden,  wie  das  Produkt  der  Zahl  der  Terme  des  einen  Faktors  in  die  ent- 
sprechende Anzahl  des  andern  Faktors  angiebt.  Daran  schlieüsen  sich  die 
Vorzeichenregeln  fOr  die  Multiplikation.  Um  sich  klar  zu  machen,  wie  zwei 
n^ative  Faktoren  ein  positives  Produkt  geben,  verfährt  Arnauld  in  den 
qi^teren  Ausgaben  seines  Buches  so.  Er  giebt  dem  einen  Faktor  den  Vor- 
zug. Wir  wollen  ihn  Multiplikator  nennen.  Ist  der  Multiplikator  positiv, 
so  ist  die  Multiplikation  auf  die  Addition  snrflckzu führen ;  denn  S)'t/t  man 
den  zweiten  Faktor  sovielmal  als  Summand  an,  als  der  Multiplikator  Ein- 
heiten hat,  so  bleibt,  ob  der  zweite  Faktor  nun  positiv  oder  negativ  ist, 
das  Zeichen  nach  den  Beg^  der  Addition  erhalten,  a.  B. 

8-7  — -f7-|-7  +  7    oder    3  •  (— 7)  =  (— 7)  +  (— 7)  +  (— 7). 

Ist  dagegen  der  bevorzugte  Faktor,  der  Multiplikator,  negatiT,  80  ist  die 
Multiplikation  auf  die  Subtraktion  xurfickzuführen,  z.  B. 

(_3).7^  (+ 7)  -  (4- 7)  -  (+  7) 

und 

(_  8)(_  7)  (-  7)  -  (-  7)  -  (-  7), 

d.  b.  der  zweite  Faktor  ist  sovielmal  (ob  positiv  oder  negativ)  als  Subtra- 
hend anzusetzen,  als  der  Multiplikator  Einheiten  enthält.    Hier,  z.  B.  f&r 
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1 :  (—  8)  —  (— 4) :  18,  sei  die  DeBnition  der  Miütiplibitioii:  dab  die  Ein- 
heit  siöh  mm  einen  lUcfaxr  Terbalten  mAaM»  m  deor  «nden  nun  Beniltat 
der  80  definierten  Operation,  nicht  ,  gerechtferlagt.  Dnreh  diese  BetnMshtimgen 
ist  Arnauld  ra  der  Ansiolit  golangti  daft  die  Rpoportion  Is— — 1:1 
nicbt  wirUieh  richtig  sei;  dies  ist  die  Stelle  in  Arnanlds  Bodi,  weldie 
Leibnis  im  Streite  mit  Grandi  unter  Beroftmg  auf  Arnanlds  Namen 
angefUirt  hat.  H.  Cantor  erwähnt  diese  Thatsache  Bd.  III  8.  867  ssinar 
„VoHmmffm**,  wir  haben  schon  in  der  Einleitimg  m  TorHegeDder  Arbdt 
daranf  hingewiesen. 

Am  SchluCs  des  I.  Bncbes  werden  die  Gldichmigai  ersten  Grades  ein- 
geführt Die  Seite  der  Gleichung  heifst  »^menibre  ^^guaUm*',  Dis  Bedoktion 
auf  0  wird  gelehrt  Das  Negative  weniger  als  NiiU  genannt  Einige 
einfitche  Textgleichungen  mit  mehreren  Unbekannten,  z.  B.  die  alte  Auf* 
gäbe  Tom  sickebeladeoen  Esel  und  der  Eselin,  eine  WecheelauigBbe  v.  s.  w. 
folgen. 

Das  II.  Buch  beginnt  in  der  ersten  Ausgabe  mit  dem  Begriff  der 
Differenz  (excis,  difference)  und  des  Verhältnisses  (raison).  Der  erste  Term 
bei  einer  Vergleichung  zweier  Gröfsen  heifst  „iin(ece(knt",  der  andere  „con- 
sequenf".  Das  Verhältnis  {raison)  zweier  Gröfsen  ist  der  Ausdruck  dafOr, 
wievielmal  die  zweite  in  der  ersten  enthalten  ist  Das  Verhältnis  wird 
Yon  Arnauld  also  als  Quotient  definiert  Eb  werden  sodann  zwei  Arten 
von  Verhältnissen  unterschieden:  raison  exade  oder  raison  de  nombre  d 
nomhrc  ist  ein  Verhältnis,  in  welchem  der  Konsequent  selbst  aliquoter  Teil 
oder  ein  aliquoter  Teil  des  Konsequenten  aliquoter  Teil  des  Antecedenten 
ist.  Solche  GrOben,  deren  Verhältnis  eine  raison  de  nombre  d  nombre  ist, 
heifsen  kommensurabeL  Die  zweite  Art  ist  das  Verhältnis  zweier  Gröfsen, 
welche  kein  gemeinsames  Mafs  besitzen  (InkoTTimensurablen);  es  heifst 
f^raism  iomrd^'.  Es  wird  dann  weiter  unt«rschiedeu,  und  zwar:  Raison  de 
nombre  ä  nombre  in  misoM  d^igaliU  (ein  Bruch,  dessen  Wert  1  ist)  und 
raison  d'indgäliii;  letzteres  wieder  in  raison  de  moindre  inegalite  (echter 
Bruch)  und  raison  de  plus  grande  inegalite  (unechter  Bruch).  Es  folgt  die 
Definition  der  arithmetischen  imd  geometrischen  Proportion  als  Gleichheit 
zweier  Differenzen  bezw.  Verhältnisse.  Raison  d'egaliU  und  ^galiU  des 
raisons  dürfen  nicht  verwechselt  werden.  Eine  stetige  arithmetische  Pro- 
portion von  mehr  als  drei  Gliedern  heifst  ,j>rogre8sion". 

Eingehend  behandelt  Arnauld  die  geometrische  Proportion. 

Die  beiden  änfseren  Glieder  inhesug  auf  die  inneren  heiÜBen  redf 
proqttes;  allp  Güpder  proporiionels. 

Für  dif  Bt-weisp  spinpr  Siltze  iiher  Proportionen  pebt  Arnauld  von 
folgende^  von  ihm  natürliche  genannten,  einfachsten  Proportionen  aus: 
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(I) 

AiA^ 

BiB  (aU( 

(n) 

C:8t7, 

(in) 

B:0  — 

SB:  SC, 

(IV) 

3B  :  hB^ 

3(7:6(7, 

(V) 

ZB'.ZC^ 

6£:ö(7. 

Was  von  den  Unltiplen  güt,  gilt  ftuch  vom  aliquoten  Teil;  denn  jede 
GrOito  ist  Moltipliim  ihrer  aliquoten  Teile  und  sellist  aliquoter  Teil  ihrer 
Multipleii. 

Arnanlds  Hauptdefinition  der  Proportion  lautet:  Zwei  VeriUÜtniise 
soUen  gleich  heibem,  wenn  alle  ,/iUgM0te9  pamSüaf  der  heiden  Anteoedeiit>en 
gieichvielnial  in  den  beiden  Oonsequenten  entiialten  dnd:  d.  h.  wenn  es 
sieh  um  die  Proportion  handelt  ft.c::f.^  und  gt^r^h  ist,  soU  y  so 
gewSUt  wevden,  daft  ymm^f^  dann  sind  Kunftehst  %  und  y  ,fiUqu(itet 
paniBl&f*  von  h  und  f\  also: 

h  .x::  f  .y 
b  .  f  ::  X  .  y; 

wenn  nun  et  dt  ff  ist,  hat  man  eine  raison  de  mmbre  A  nomirs  und 
es  ist  &  .e::f.d;  diese  Proportion  gilt  aoeh  noch,  wenn  x  swar  niöht 
restlos  in  c,  aber  p  (und  zwar  dann  auch  nidit  ohne  Beet)  ebenso<rft  in  d 
(auf)geht;  dann  hat  man  eine  Gleichheit  (Proportion)  zweier  raisotu  wurde» 
(irrationaler  Verhiltnisse).  [Es  heilst  dies  also  soviel,  um  eme  moderae 
Ausdmcksweise  zu  brauchen,  dafs  der  Exponent  eines  irrationalai  Yeihftlt- 
nisses  eine  Irrationalzahl,  aber  ein  ganz  bestimmter,  einer  und  nur  einer, 
istj  Arnanld  fährt  fort:  Wenn  man  den  zweiten  Fall  hat,  also  der  Best 
▼on  X  in  den  ersten  Conseqnenten  r  heifsen  möge,  der  Ton  y  in  den  zweiten 
Oonseqnenten  r\  so  sind  tfil^kqfuik»  pareültg'*  von  x  und  y  gleicfaoft  in  r 
und  r'  entiialten,  also: 

«:r  — y  :r'; 
es  sei  die  ursprQngliohe  Proportion 

b : c  =  t  :g 

gleich  der  folgenden: 

öa;;(3aj  +  r)  —  5y:(3y4-r')i 

es  sei  nun 

  -  -kd'x .     y'  -  l,d'r,  0 

■ 

1)  Das  hier  in  Druck  erHchienene  y  ffir  einen  Bruchteil  von  x,  und 

zwar  einon  kloinen,  alifiuoten,  erinnert  lebhaft  an  iln<  Differential  rfx,  sollte  dieses 
tiranzOeiscbe  d'xLeibniz  bei  der  Wahl  seiner  Bezeichnung  vorgeechw^t  sein? 
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ich  behaupte,  dab,  wenn     in  r  7inal  -f-rj  geht,  auch     TnuJ  -j"*"!' 
in  r'  gehen  mnls;  ee  wird  die  Proportion 

« :  r  =ss  jf ;  r' 

jetaet 

die  erste  Prop<Hrtion  katet  jetzt,  da  5  «  50«'  (da  e  =  SOx'  und 
r  -8  7«'  +    ,  also  0  »  87«'  +  rj, 

50a;':  (37a?'+ri)  —  60y':  (37y'+r,'); 

würde  diese  Pr<^ortioii  nieht  getten,  ao  würde  sie  auch  die  Unrichtigkeit 
der  als  richtig  ToranagaMtiten 

nur  ifolge  haben;  also  muis 

«:r  jr:r' 

sein. 

Für  t^roimm  d»  mmbre  d  membnf*  IftCit  sieh  der  Beweis  also  podtiT 
(Uumn;  fOr  imtimiak  Yerhiltnisse  dagegen  nur  apagogisoh. 

Bs  sohliefiMn  8i«di  hier  belcannte  8Sin  über  PropcMrtionen  an,  s.  B.: 

Die  Summe  oder  DifSsreiis  der  Anteoedenten  in  einer  Piroportiotk  TeriiUt 
tath  rar  Snmme  beiw.  Differens  der  Gonäequbaten  wie  ein  Anteoedent  an 
seinem  Conseqnent 

Eine  Proportion  Ueibt  bestehen,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  die 
Snmme  oder  Differenz  eines  Anteoedenten  und  seines  Gonsequenten  ver- 
gleicht mit  denselben  CSonseqnanten.  Diese  Operation  heiftt  in  der  ersten 
Auflage  Oomponendo  bezw.  Dividendo. 

Der  Hauptsata  über  geometrische  Proportionen:  Das  Pkodnkt  der 
ftnfseren  Glieder  ist  gleich  dem  der  inneni,  wird  flir  die  Gleichheit  zweier 
,jrai8ona  ioiirde^  besonders  bewiesen  unter  ZorDckgreifen  auf  die  Definition 
der  Proportion. 

Fflr  die  bei  Proportionen  möglichen  Vertauschungen  der  Glieder  giebt 
Araauld  folgende  Tabelle: 

1)  b  .  c     f  .  g]  Principalc, 

2)  f  .  g  ::  b  .  c]  EquiKÜcnic, 

3)  c  .  b    g  .  f  ]  Pcrmutaiion, 

4)  g  .  f    c  .b  \  Eqmivalente, 

5)  b  .  f  ::  c  .  g\  Alterne, 

6j  c  .  g  :'.  b  .  f  \  Equivalente, 

7)  f  .  b  ::  y  .  G  \  J'ermutaiion  de  i' Alterne, 

8)  g  .  c  ::  f  .  b  \  l'^iukalmie. 

Davon  sind  drei  für  den  Geometer  wichtig:  1),  3)  und  5). 
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Buch  III  bandelt  vom  zusammengesetzten  Verhältnis  {Des  raisons  ami- 
posies).  Arnauld  vorsteht  das  Produkt  von  Verhältnissen  darunter.  Es 
werden  hier  viele  Süt/e,  die  mau  jetzt  nicht  mehr  in  Worten  ftuazusprechen 
pflegt,  erörtert  und  bewiesen,  z.  B.: 

Das  Verhältnis  einer  Gröfse  mehrerer  Dimensionen  zu  einer  homogenen 
Gröfse  (von  ebensoviel  Dimensionen)  ist  zusuinmengesetzt  aus  den  Verhält- 
nissen jeder  Dimension  der  ersteren  Gröfse  zu  der  entsprechenden  Dimension 
der  anderen  Gr()rse. 

Wir  heben  folgende  Sätze  liervor:  In  einer  stetigen  Proportion  ist  das 
VerhültnLs  zweier  Terme  eine  raison  doiiplce,  triplee  u.  s.  w.  des  Verhältnisses 
zweier  unmittelbar  sieh  folgender  Tenne,  je  nachdem  jene  ersteren  dureh 
einen  Term  (d.  h  zwei  Intervalle)  oder  zwei  Tenne  getrennt  sind,  z.  B.  ist  in 

1  «       ^'       b    b  /    .  h\ 

..  a  .  u  .  Cf    —  «iB-iai«-— Iraisan  aouplee  von  — I  • 

C         C  C      C   \  C  J 

Das  Produkt  zweier  Chröfiwn  ist  mittlere  Proporti(male  zwiaehfn  ihren 
Quadraten.  In  einer  geometrischen  Progresskm  verhalten  sich  die  Gaben 
zweier  sich  anmittelbar  folgender  Glieder  wie  zwei  Glieder,  swimImb  welchen 
drei  Intervalle  liegen. 

Beweil.  Wenn 

•'.7-  b  m  €  m  d  ,  f  f 

80  ist 

bb  ,  cc c ,  ft 

also 

bbf  =  ccc    und    bbb  :  bbf     6  :  /*, 

also 

bbb  teee^bif. 

Auf  diesem  Wege  ist  man  zur  Würfelvordoppelung  gelangt.  Denn  wenn 
der  gegebene  Würfel  hbb  ist,  hat  man  /'  ~  1? b  zu  nehmen,  wenn  man  nun 
zwischen  h  und  /"  zwei  mittlere  Propoi-tionalen  einschu  bt,  .so  dals  b.c.d  .f, 
so  ist  der  Cubus  der  ersten  mittleren  Proportionale  das  Doppelte  des 
Cubus  von  b. 

Allgemein  kann  man  genannten  Satz  so  ausspreeheu:  Die  Guben  zweier 
beliebiger  Glieder  einer  stetigen  geometrischen  Proportion  verhalten  sich 
wie  zwei  Glieder  derselben  Proportion,  zwischen  denen  dreimal  soviele  Inter- 
valle liegen  wie  zwischen  den  beiden  erstgenaniTten  Gliedern. 

Aus  den  folgenden  Sätzen  möge  noch  der  herausgegriffen  werden,  weil 
er  für  die  Art  des  Ausspreiliens  von  Sätzen  chanikteristisch  ist,  die  wir 
heute  einfach  mechanisch  nacli  den  liegein  der  Multiplikation  und  Division 
in  Anwendung  zu  biingen  pflegen: 

Zwei  gleiche  ,4frandmrs  planes"  (^Produkte   zweier  Faktoren )  sind 
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immer  xwqprcric;  d.  b.  die  beiden  Dbnenaioiieii  der  eineB  sind  die  KnAeren 
Glieder  einer  Proportion,  deren  innere  Gliedtr  die  Dimenacmea  der  andern 
büden  (Dimension  ist  der  eine  laktor  des  ProdoUs). 

Von  zwei  Verhältnissen  beibt  dugenige  grOte,  weloiiM  der  roiMW 
^igaiUi  (der  Einheit)  niher  kommt  Bier  bat  Arnauld  olfonbar  nur 
eebte  Brüche  im  Sinn. 

Zmr  Vergleichung  der  VerlüUtnisBe  binsichtlich  ibrer  GrOfiw  lebrt  Ar- 
navld  weiter  das  Verfahren  auf  gemeinsamen  Nenner  zu  bringen. 

Bainit  schliefst  in  der  Ausgabe  Ton  1667  das  IQ.  Buch. 

Der  Titel  des  IV.  Bncbee  laatet:  De»  Qramdeun  OommemuraNe»  et 
LtcommentiirtMes. 

Inkommensurabel  beilsen  zwei  Gröfsen,  wenn  sie  sich  nicht  yerbalten 
wie  zwei  Zahlen.  Wenn  zwei  GrÖfsen  inkommensurabel  sind,  dagegen  ihre 
Quadrate  oder  Guben  kommensurabel,  nennt  Arnauld  diese  Gröfsen  „in- 
commetmtrables  en  dies  mcmes,  en  langeuf"  oder  Jineairemenf'.  Die  teiler- 
fremden Terms  des  reduzierten  Bmdkes,  durch  welchen  ein  Verhältnis 
(raison  de  nombre  ä  nombre)  gemessen  ^vird,  heifsen  „Exposans  de  cette 
raison".  Hier  betont  Arnauld  nochmals  den  Unterschied  bei  der  Stellung 
von  Ziffern  und  Buchstaben.  Erstere  sind  nebeneinander  gestellt  addiert, 
letztere  multipliziert. 

Man  darf  bei  Ziffern  die  Beibenfolge  niebt  ftndern;  im  Produkt  der 
Buchstaben  ist  sie  gleichgültig. 

Durch  zwei  nebeneinandergestellte  gleiche  Buchstaben  wird  eine  Quadrat-, 
durch  drei  eine  Cubikzahl  bezeichnet.  Überhaupt  stellt  jede  Neheneinander- 
stellung  TOB  Buchstaben,  welche  genau  in  zwei  gleiche  Hälften  zerlegt  werden 
kOnnen,  eine  Quadratzahl  dar,  z.  B.  bbccdd,  die  Wurzel  derselben  ist  hcd. 
Daraus  folgt  ohne  Beweis,  dafs  das  Produkt  zweier  Quadratzahlen  wieder 
eine  Quadrat/ahl  ist,  ebenso  für  Cul  iV  nhlf  ti 

l'm  eine  Gröfse  zum  Zweck  der  \  ergleiuhung  mit  einer  andern  auf 
ebensoviele  Dimensionen  zu  bringen,  fügt  Arnauld  eins,  zwei  u.  s.  w.  i 
hinzu,  einen  Buchstaben,  den  er  zur  Bezeichnung  der  reellen  Einheit  re- 
serviert. Zwei  Gröfsen,  die,  beide  zum  Quadrat  erhoben,  sich  verhalten 
wie  zwei  Zahlen,  die  nicht  Quadratzahlen  sind,  stehen  in  keiner  raison  de 
nombre  d  nombre  (unter  nombre  wird  immer  eine  rationale  Zahl  verstanden), 
ferner:  Zwei  Gröfsen,  deren  raison  douplde  oder  tripler  (d.  h.  das  Verhältnis 
ihrer  Quadrate  oder  Guben)  nicht  gleich  ist  finoTn  Verhältnis,  dessen  Ex- 
posans beide  Quadrat-  oder  Cubikzahlen  sind,  stehen  in  keiner  raison  de 
nombre  d  nombre;  umsomehr  verhalten  sich  Gröfsen  nicht  wie  (rationale) 
Zahlen,  wenn  schon  ihre  Quadrate  oder  Guben  sich  nicht  verhaUen  wie 
(rationale)  Zahlen.    Zwei  Gröisen  dieser  Art  hei£^  inkonuneosurabel. 
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Wenn  drei  QrSIben  in  stetiger  Proportion  stehen  und  die  erste  und  dritte 
ntch  vollzogener  Redaktion  nicht  wie  iwei  Qoadratzahlen  sich  verhalten, 
80  ist  die  erste  and  zweit«  und  die  zweite  nnd  dritte  GräTse  linear  in- 
kommensiirabel ;  ihre  Quadrate  dagegen  kommensnrabeL 

Beweis.  Das  Verhältnis  der  ersten  nir  dritten  ist  zusammengesetzt 
aus  den  Verhältnissen  der  ersten  zur  zweiten  und  der  zweiten  Sur  dritten. 
Da  diese  beiden  letzteren  Verhiitnisse  aber  gleich  sind,  so  können  sie  keine 
raisom  de  tumbre  ä  twntbre  sein,  wenn  ihre  ^rultiplikation  nicht  das  Ver- 
hältnis zweier  Quadratsahlen  orgiebt;  es  sind  also  raiaOlU  BOmrdu.  Zwei 
Gröfscn  sind  inkommensorabel  oder  bilden  eine  raivm  mmrät,  ist  aber 
gleichbedeutend. 

In  Zeiehen:  l  ? 

jfc .  IN ::  3  . 4 

da  —  ™  4"  *  :^  =  1  ist,  so  kann  k  und  —  nicht  das  Verhältnis  sweier 
mim*'  f  m 

(rationaler)  ZtUen  sein;   dagcgeu      =  ^  =      also      imd  P  kxnnmen» 

surabtil. 

Wenn  das  Verhilltuis  der  ersten  zur  dritten  (iröfse  sich  nicht,  durch 
zwei  I  rationale)  Zahh-n  (hirsteUen  lülsl ,  so  ist  die  zweite  und  dritte,  uud 
die  erste  und  zweite  linear  und  quadratisch  inkommensurabel. 

Wenn  vier  stetig  i)roportionalo  (iröfsen  gegeben  sind  und  die  erste 
zur  vierten  sich  vcrhillt  wie  eine  ("ubikzahl  zu  einer  andcri-n  Cubikzabl,  so 
Verhält  sich  die  erste  /.ur  /weiten  wie  die  erstero  ('ul)ikzahl  zur  Wvirzel 
aus  der  zweiten  X  dem  Quadrat  der  Wurzel  der  erstercn  Cubikzalil,  und 
die  dritte  (iröfse  zur  vierten  wie  das  Produkt  der  Wur/.el  der  ersteren 
Cubikzabl  in  das  Quadiat  der  Wur/el  der  zweiten  Cubikzabl  zui'  zweiten 
Cubikzahl. 

.«  .d  *f 

87 

m 

also  d  .  0  .d  .  f 

-TT  8. 12. 18.27 


::  XXX  .  xxy  .  yyx  .  yyy. 

Wenn  die  erste  und  vierte  sich  nicht  wie  zwei  Gubiksahlen  verhalten, 
so  ist  die  erste  und  zweite,  die  zweite  und  dritte,  sowie  die  dritte  und 
vierte  linear  [  und  quadratischj  inkommensurabel,  und  erst  deren  Guben  sind 
kommensurabel. 
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Denn  wenn 

k*l  ,m  ,H   und  l;.fi::8.4, 

so  ist 

k       l  m 

nnd  da  f  ^  ^  ^      ^*  ^'^^  keines  dieser  drei  Verhältnisse  rational 

sein.  Dagegen     =      =  ^  s  =  ^^  rational  Wenn  endlich  das  VerhSltnis 

der  orston  znr  vierten  Grölse  eine  raimn  sourde  ist,  so  sind  die  Verhältnisse 
der  zweiten  zur  dritten,  der  ersten  zur  /woitpn  und  der  dritten  zur  vierten 
irrational;  linear  und  cubiscb  inkommensurabel  jene  Gröfsen  selbst.  Wenn 
zwei  quadratische  Gröfsen  sich  nicht  verhalten  wie  zwei  rationale  Zahlen 
oder  wenigstens  nicht  wie  zwei  Quadratzahlen,  so  sind  ihre  Wurzeln  in- 
kommensurabel. 

Wenn  drei  Gröfsen  eine  stetige  Proportion  bilden  und  die  gröfste  der 
Summe  der  beiden  andern  gh  icb  ist,  so  sind  sie  absolut  inkommensurabel. 

Eines  der  Glieder  ist,  wenn  die  drei  Grölsen  sich  wie  Zahlen  ver- 
halten würden,  nach  möglichster  Reduktion  jedenfalls  angerade,  die  beiden 
andern  gerade,  oder  beide  ungerade.  Die  auferlegte  Bedingung  schlieJjst 
also  aus,  dafs  die  drei  Gröfsen,  zu  je  zwei  ein  VerhftltniB  bildend,  Bich  wie 
(rationale)  Zahlen  verhalten  können. 

Den  letzten  Abschnitt  des  vierten  Baches  bilden  Sätze  über  Quadratr 
zahlen,  welche  die  Summe  zweier  Qaadratzahlen  sind,  alw  die  Konsimktion 
ratumaler  reditwinklig«^  Dreieoke  ermOgUchen. 

Arnaald  giebt  in  der  erston  Auflage  fidgende  Begeh  Die  grOftero 
Hilfte  einer  ungerad»!  Qnadratzahl  ist  die  Wurzel  eines  Quadrats,  welches 
gleich  der  Smnme  zweier  Quadrate  ist 

Beweis:  (b -\- 1)*  ^  b*  •\-  2b     t  ist  jedenfalls  dann  Summe  zweier 

Quadrate,  wenn  26-f-  i  Qnadratzahl  ist;  seiner  Form  nach  ist  aber  2b-^l 
ungerade;  &  -f-  1  nennt  Arnauld  gröfsere  Hälfte  von  26  -f-  1. 

Arnauld  giebt  zur  Berechnung  rationaler  rechtwinkliger  Dreiecke 
t'olg<'ude  Tahollf  bei,  deren  erste  Kolonne  eine  arithmetische  Progression 
der  Differenz  4  enthält;  die  zweite  Kolonne  füllen  die  Triangular/ahlen 
der  ersteren;  in  der  dritten  stehen  dieselben  Triaugularzahlen  je  um  Eins 
vermehrt. 

Die  vierte  Kolonne  bringt  die  natürlichen  ungeraden  Zahlen,  beginnend 
mit  3;  die  fünfte  die  Quadrate  der  Zahlen  der  vierten,  die  sechste  die 
Quadrate  der  Zahlen  der  zweiten;  die  siebeute  Kolonne  endlich  die  Quadrate 
der  Zahlen  der  drittem;  also: 

Abb.  ■.  GMcb.  «L  maUi,  WiMe&tcb.  XIV.  17 
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Die  Zahlen  in  der  tüniteu  Kolonne  sind  die  Suinuie  der  eutsprtclipuden 
in  der  zweiteu  imd  dritten;  die  der  siebenten  die  tiunuue  der  entsprechenden 
in  der  fünften  und  sechsten  Kolonne. 

In  der  ersten  Ausgabe  folgt  noch  ein  Kapitel  „IJe  In  Proportion  entre 
les  aliquotes  de  la  meme  grandeur",  in  welchem  die  Yerhüituisse  von  Quo- 
tienten zu  Quotienten  besprochen  werden. 

Hier  werden  die  geometrischen  Reihen 

i  4-  -1  4-  1  . . . 

S     I     4     I  8 

A  _|_  ±  _|_  1  .  .  . 
S  ~  »     I  «7 

T  +  16  H-  64  •  •  •  S- 

ins  Unendliche  fortgesetzt  und  ihre  Summen  zu  1 ,  | ,  \  u.  s.  w.  bestimmt 
Zum  Beweise  trägt  Arnauld  hx^^bz  von  einem  festen  Anfangspunkt 
aus  auf  einer  Geraden  ab,  femer  trägt  er  6c  =  auf;  dann  verhält  sich 
hx  '.hc  =  \  •  \  =  f, ,  also  ist  cx  =  \  bc^  man  hat  also  cx  in  4  gleiche 
Teile  zu  teilen  und  drei  zu  behalten,  um  ^be  zu  bekommen,  da  c««^&ir 

h  ß 

e  dfx 

Fl».  «. 

ist,  also  |rjr  =  j^fer  =  jj&ä;  nun  h^ifse  \cx  cd;  dann  ist  dx  =  jCX 
ein  Drittel  von  cd;  fährt  man  so  fort,  teilt  entsprechend  dx  in  vier  gleiche 
Teile,  sodafs  ^dx  =  df\  so  ist  zunllchst  df=  ^dx  =  \cd  =  \ -^bc^ ^bg\ 
um  das  nächste  Glied  der  geometrischen  Reihe  zu  erhalten,  hätte  man  fx 
in  vier  gleiche  Teile  zu  teilen  und  fg  =  ^fx  ergäbe  das  Glied  ^libg  der 
Reihe  Man  sieht,  dafs  die  Werte  bc,  bd,  bf\  bg  u.  s.  w.  (die  Partial- 
suninien)  alle  unter  hx  bleiben  und  erst  nach  ,^ubdivision3  infinieS"  die 
Stelle  X  erreichen.  Mit  dieser  Kenntnis  wird  sich  Arnauld  genau  des 
Sophismas  bewufst,  welches  der  sogenannte  Achilles  des  Zeno  enthält.  Denn 
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wenn  die  Schildkröte  eine  Meile  Vorspning  hat  und  Achill  zehnmal  so 
schnell  läuft,  80  betr&gt  die  Stimme  der  Strecken,  welche  die  Schildkröte 
macht,   l  (einer  Meile)  =     4"  loo  4"  jwö  ~l~  Achill   wird  'J* 

surficklegen,  wfthrend  jene  l  kri* m  ht,  also  wird  Achill  sie  am  Ende  des  ^ 
der  zweiten  Meile  einholen.  Eine  verwandte  Aufgabe  schliefst  Aruauld 
an:  Wenn  eine  Tin  Stunden-  and  Minatenaeiger  hat«  alle  Punkte  zu  be- 
seichnen,  wo  die  beiden  sich  begegnen. 

Er  (Arnauld)  giebt  die  Lösung  1  -{-      ^  ~i~  u»  ^  -|-  S  ^  ^ 

11-f =  12. 

Wir  sind  bisher  der  ersten  Ausgabe  gefolgt.  In  den  späteren  sind 
die  Bücher  LI,  III,  IV  aiemlich  umgearbeitet  und  etwas  vermehrt.  An  der 
Spitze  des  II.  Buches  sagt  Arnauld  dort:  Nichts  sei  in  der  Geometrie 
bisher  schlechter  behandelt  worden  als  die  Proportionen.  Wirkliih  waren 
ja  im  Munde  der  Zeit  die  Proportionen  der  zweite  Fleck  neben  der  Pa- 
rallelenlehre, welche  den  schönen  Lei!)  der  (Teometrie  entstellten.  Auch  er 
(Arnauld)  sei  von  dem,  was  er  in  der  ersten  Auflage  seines  Buches  zum 
Druck  gegeben,  nie  so  ganz  befriedigt  gewesen.  Unterdessen  habe  ihm  ein 
flamländischer  Edelmann  Möns,  de  Nonancourt  eine  Abhandlxmg  zu  lo^en 
gegeben,  deren  Urheber  jener  sei:  Jäucüdcs  logistints  ftivr  de  rat  tone  Jvudüdea; 
diese  habe  ihm  so  gefallen,  dals  er  manches  davon  in  sein  Buch  übemonmien 
habe.  Nicht  alle  Leute  waren  der  Ansicht,  dafs  die  späteren  Zusätze  vor- 
teilbaft  waren,  und  auch  wir  müssen,  nachdem  wir  beide  Versionen  kennen 
gelernt  haben,  der  ursprünglichen  Klarheit  der  ersten  Ausgabe  den  Vorzug 
geben.  Hervorheben  wollen  wir  aus  den  späteren  Fassungen  nur  den  Beweis 
für  die  Gleichheit  sweier  Verhältnisse  unter  der  notwendigen  und  hin- 
reichenden Bedingung,  dals  alle  aliquotes  pareUlea  der  Antec-edenten  gleich 
oft  in  den  Consequenten  enthalten  sind.  Er  lautet:  Wären  die  beiden 
VerhiltnisBO  unter  obiger  Bedingung  auch  nur  um  eines  Haans  Breite 

unglekli,  so  könnte  man  im  Nenner  des  gröberen  ^  eine  Oröfte  Z  ad- 

F 

dieren,  welche  die  (Ueichheit  mit  ^,  herstellen  würde.    Dann  könnte  man 

den  aliquoten  Teil  X  von  B  so  wählen,  dafs  er  in  Z  enthalten  wUre,  und 
dann  wäre  X  in  C  mindestens  einmal  mehr  enthalten  wie  der  „aliquote 
pareülff*  T  von  F  in  G.  Damit  ist  die  Annahme  der  Ungleichheit  der 
beiden  Verhältnisse  unter  erfüllter  obiger  Bedingung  ad  absurdum  gefElhrt. 

In  den  späteren  Auflagen  sind  die  Sätze  über  Quadrat/.ahlen  vermehrt. 

Zuerst  wird  der  Satz  (bb  —  ce) {b -\- c)  (b  —  c)  in  Worten  au8> 
gesprochen. 

Hieran  schliefst  sich  die  Aufgabe,  die  Quadrate  zu  finden,  welche  eine 
gegebene  Differenz  h  besits^' 

17* 
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Lösung:  Der  Quotient  aus  h  und  einem  beliebigen  seiner  Teiler  sei 

mmmt  man  als  Wunel  d«r  eiiien  Qnadrainlil  -^(i  +  |9t  »Is 

Wurzel  der  andern  \d  —  so  genügt  die  DiffiBrens  der  Quadrate  dieser 
Werte  der  Aufgabe. 

Spemell  kenn  man  als  Teiler  d  anoh  die  Einheit  benfttiea. 

n.  Aufgabe:  Alle  Zahlen  sn  bestimmen,  deren  Quadrat  Summe  sweier 
Quadrate  ist 

Lösung:  Jede  Zahl,  welche  selbst  Summe  iweier  (versidiiedener) 
Quadratiahlen  ist,  hat  die  Eigensehaft,  daft  ihr  Quadrat  Summe  sweier 
Quadrate  ist 

Beweis.   Bs  sei  dft  4*     ^®  solche  Zahl,  dann  ist 

(hh  -h  ccf  =  6*  +  c*  +  266  cc 

{hh  +  ecy  —  466  cc  +  {hh  —  c«)"; 

hier  ist  aber  466cc  sicher  Quadratzabl,  weil  sie  sich  in  genau  zwei  gleiche 
Faktoren  2  6c  zerspalten  läfst. 

L  Corollar:  Im  speziellen  kann  cc  =  1  sein;  also  jede  Quadratzahl 
-f- 1  hat  die  Eigenschaft,  dafs  ibr  Quadrat  Summe  zweier  Quadrate  ist; 
die  Wurzel  des  einen  dieser  Summanden  ist  die  ursprüngliche  Quadratzahl 
—  1,  die  des  andern  die  doppelte  Wurzel  der  ursprünglichen  Quadratzahl. 

(66  + 1)*  =  466  +  (66  —  1)*. 

n.  CoroUar:  Das  Quadrat  der  grOAeren  HUfte  einer  ungeraden  Quadrat- 
salil  ist  die  Summe  zweier  Quadrate. 

(n-f  1)«  — n«  +  2«-f  1 

und  (ft-j-  1)'       Summe  zweier  Quadrate,  wenn  2«  -f-  1      AA  ist. 

Es  könnte  nun  jemand  den  Einwand  machen,  es  könnte  aufser  den 
Zahlen,  weUhe  Summe  zweier  Quadrate  sind,  noch  andere  geben,  welche 
die  verlangte  Eigenschaft  besitzen.  Arnauld  sagt:  Ich  leugne  die  Folge. 
Dann  müfste  es  unter  den  grüfseren  ITülften  ungerader  Quadrataahien  auch 
solche  geben,  welche  nicht  Summe  zweier  Quadrate  sind. 

Diesen  Nachweis,  dafs  wirklich  alle  gröfseren  Hälften  ungerader  Quadrat- 
zahien  Summe  zweier  Quadrate  sind,  kann  man  aber  so  führen: 

Eine  jede  ungerade  Quadratzahl  (2a-|-l)'  hat  die  Form  2ii-{-  1,  also: 

Sil  +  1  -  (2a H-  !)•  -  [(«4-1) -«3*  +  4a(a  + 1) 

-  1         +4a(a  +  l) 

n  =2a(a-hl), 


Digilized  by  Google 


Besprechuug  von  Arnaalds  niatbematiBchen  Werken  und  deren  Bedeutung.  261 


•Im 

n  +  1  —  »a(a4-  1)  -f  1  —  2a«  +  8a  +  1, 

endlich 

«  4-  1  =     +  (a«4-2a-i-  1)  =  a>  -f  (a-j-l)» 

Die  gröfsere  Hälfte  der  angeradeo  Qoadntsahl  IftfSrt;  sich  also  dur^ 
stellen  als  Samme  der  Quadrate  der  gröfmren  imd  der  kleineren  H&lften 
der  Wurzel  der  ungeraden  QuadratzahL 

ni.  Corollar:  Das  Doppelte  einer  24ahl,  welche  Summe  anreier  Quadrat- 
zahlen  ist,  ist  ebenfalls  Summe  zweier  Quadratuhlen;  nänüidi  des  Quadrats 
der  Summe  der  Wurzeln  der  beiden  Gomponenten  der  nnprftngliohen  und 
des  Quadrats  der  DifTerenz  jener  Wnrseln. 

IV.  Corollar:  Dasselbe  gilt  fm^  die  Hälfte 

Ubb  +  ee)  -  ibb  -f  icc  -  (i6  +  Jo)»  +  (i*  -  ic)« 

Hieran  sohlieften  äoh  Probleme  anr  Auffindung  von  Zahlen,  welche  in 
bestimmter  Ordnung  aufeinanderfolgen. 

1)  Wird  die  Summe  einer  arithmetisdiMi  Fh)greflBon  hestimmti  wenn 
man  den  ersten  und  letzten  Term  und  die  Anaahl  der  Tenne  kmmt 

2)  Wird  die  Summe  einer  geometriadien  Progressian  bestimmi 

Im  m.  Problem  behandelt  Arnauld  die  Triangulär-  und  Pjramidal- 
aahlen. 

Wir  finden  eme  Tafel  derselben  in  Qeetalt  eines  Beehteoks: 


1 

1 

1 

1 

'  1 

1 

1 

2 

8 

4 

5^ 

1  6 

7 

1  8 

9 

10 

3 

10 

16 

21 

28 

36 

45 

55 

4 

10 

20 

35 

56 

84 

120 

165 

220 

■ 

5 

15 

35 

70 

126 

210 

330 

495 

715 

Es  handelt  sich  darum,  die  Summe  beliebig  yieler  Tenne  eines  Bandet 
(einer  Zeile)  zu  finden:  Ex  definUUme  ist  es  dasselbe,  z.  B.  die  Summe  der 
10  ersten  Triaugularzahlen  oder  die  zehnte  F^Tsmidalaahl  anzugeben,  üm 

dieselben  zu  finden,  hat  man  den  Ansatz  ^\  -^^na^id  sagt,  dafs 

er  die  Begü  Uefßr  vm  einaii  «eftr  geuMtßUm  Mmne  htäte  (que  je  Hens 
d'un  fori  hahile  komme).  Damit  ist  wieder  Pascal  gemeint;  denn 
Pascal  hat  dieselbe  gefunden;  sie  wurde  nach  Pascals  Tod  im  „IVkm^ 
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arithm^iquc"  Pascal s  im  .Tahre  1665  pu])liziert.  Wir  können  hierfür  auf 
M.  Cantors  „Vorksungcn"  Bd.  II  S.  761  verweisen.  Wir  brauchen  im 
folgenden  die  von  M.  Cantor  angewendete  Schreibweise. 

Allgemein  heifst  die  von  Arnauld  gegebene  Begel  ffir  die  Berechnung 
von  (r)jr         Zelle  der  rten  Zeile): 

M        KiK-{-l)(K-\-  2)  ■  ■  •  (g-f-r-g) 
vJx  1  .  2  •  8  •  ■  -  (r  —  1)  ' 

wfthrend  die  Vonehrift  im  JVitmgk  ariOmäigue  lautet: 

(r+K-2) 


(A  r(r-f  l)(r4-8)-(r+g 
^VJT  1 .  2  - «  ■  ■  (jr— 1) 


Die  Yerschiedenheit  der  beiden  Vorschriften  ist  erkl&rt  durch  das  Oesetz 

Als  ersten  Satz  Ober  Triangularzahlen  giebt  er  in  oinger  Bezeich' 
.unpwe«:  (3),+ (8),_.  -  ((3)  J, 

nach  Arnanlds  Begel  ist: 

folgUdi: 

V^;*  -r  Wjf_i  —  172  —    1.2" » 

also: 

in  (r)jj.  wird  ftr  r«S  ja  (r  —  l)x— (2)jr»  wird  spenell 

(2)„  =  jr,  also: 

(3),+  (3),-,-((2)Jl 
Die  zweite  Eigenschaft  dieser  Zahlieihen 

('•)r-Wir-.i='('--l)jr 

wird  ft£  de/müione  gefolgert 

jf   ] 

Wx--S:''-l)r    und  r^^.-^r-l),, 

also: 

Eine  dritte  Eigenschaft  besteht  darin,  fiübrt  Arnauld  fort,  dals  in 
obiger  Reihe  der  natürlichen  Zahlen  jede  ungerade  Quadrat/.ahl  —  1,  die 
durch  8  teilbar  ist,  H  sovielmal  enthält,  als  dio  kleinere  Hälfte  der  Wurzel 
jener  Qnadratzahl  durch  ihre  Triangularzahl  Einheiten  angiebt;  mit  der 

yorfaer  angewendeten  Bezeichnung.    -    ^  —  =  (3)^ ,  wenn  JT  die  Fonn 

hat  2A  -|-  1  [da  (2)^  =  K  und  {2)J^  =  k  istj. 
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Der  erste  Satz  über  die  Triangularzahlen  (so  genannt  bei  Arn  aal  d, 
sonst  gewöhnlich  Triagonalzahlen)  wird  benützt,  nm  die  Summe  der  m  ersten 
Quadrate  abzuleiten.  Diese  muTs  die  entsprechenden  Triangularzahlen  je 
zweimal  enthalten,  aufser  der  letzten,  welche  sie  nur  einmal  enthält.  So 
ergiebt  sich  aus  der  allgemeinen  Regel  für  die  Bildung  der  m  t^n  Pyiamidal- 
zahl,  welche  die  Summe  der  m  ersten  Triangularzahlen  darstellt: 

1  -j-J  -hö  -i  m  — "T'^"'  i;  ' 

Dies  Iftfot  sidi  sofareÜMii; 


^^^■^^  ist  aber  gleich: 

folglidi  der  Ausdruck  in  der  ectigen  Klammer  — ^ —  imd  die  Snmme 
m  ersten  Quadrate: 

1»  4-  2»  -f-    +        =     t     8 ' 

Um  aus  der  Summe  der  ersten  m  natllrlichen  Zahlen  die  der  ersten 

m  Qnadrate  abzuleiten,  hat  man  die  erstere  — Faktor 
^  SU  multiplineren.    Aueh  die  AUeitung  der  Snmme  der  ersten 

9 

m  Guben  wird  von  Arnauld  mit  Hilfe  seiner  Tafel  gelehrt 
Es  ist: 

(3),+  (S),-,-[(»)rl* 

(3),-(3),_,  =  [(2);r], 

1(3), + («),_.]  [(8),  -  (3),-.j  -  mjt 
[(8Vi'-f(8),-,r-[(2).r. 

Mit  Hilfe  dieser  Relation  bestimmt  Arnauld  durch  successive  Substitution 
der  Gaben  die  Summe  der  ersten  m  Guben. 

I(8)J' -  [(2)J' +  l(8)...J' 
K»)-.]* -«»).-.]• +  [(8)..,P 

[(3).-.)'=[(2)„-.l'+r(3).-.]' 


[(3),j'  =  i(:-'),i'  +  [(3)j' 
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oder,  da  aUgemein  [(2)^]*     £^  ist,  aofirteigeiid: 

1»  +     +  8»  +  ...(«_!)•  +  «•  «  Hs)Jf  -  i']' 

[in  der  g('l>i  iiuc'hliclierpti  Form  ^»»^(»» -|- hieraus  folgt: 

2»  +  3*H  — [1  +  2  +  8-. .«]  [1  +  2  +  8. •.»]. 

Arnanld  gielt  das  spezielle  Beispiel  m  6,  die  TriangulanaU  tob 
m  schreibt  er  m,  also; 


f6» 

5» 

[4« 

3» 

[2« 

1 

6«=  + 

+ 

+  ' 

+ 

+  • 

+ 

4«  = 

[3«== 

2*  = 

0  . 

Um  die  Triangularzahl  einer  beliebigen  Zahl  zu  finden,  giebt  Arnanld 
folgende  Regeln:  l)  wenn  die  natflrlidie  Zahl  ungerade  ist^  multipliziere 
man  sie  mit  ihrer  grOteen  HUfte;  wenn  sie  also  die  Form  hat  (2ii  +  l), 

SJ  +  I  -  (»«  + 1)  («+ 1)  -  iHiL±_»  (|!l±«i. 

2)  füi'  eine  gerade  nehme  man  die  Hiilfte  und  malÜplü^ere  damit  die  or- 
sprüngliche,  zu  der  man  1  addiert  hat,  d.  h. 

im  Einklang  mit  der  allgemt  int  n  Regel. 

Wir  kehren  zur  ersten  Aus^'abo  von  1667  zurück.  Mit  dem  V.  Buche 
beginnt  die  eigentliche  Elementargeomctrie;  wie  schon  die  ersten  Worte 
anzeigen:  „Nous  avons  parld  jusquc  ictf  de  lu  grandcur  cn  gencral.  II  faut 
mainienant  desccndre  ä  ses  espcces".  Jede  Oröfse  ist  entweder  continüe 
(stetig)  vde  Zeit,  Bewegung,  Raum,  oder  unstetig  wie  die  Zahl.  T^etztei-e 
Auffassung  ist  insofern  bei  Arnuuld  konsequent,  weil  er  unter  den  Zahlen 
nur  rationale  versteht,  die  ja  kein  Coutiuuum  bilden. 

Das  Kontinuierliche  ist  entweder  ein  aufeinander  Folgendes  (successiic) 
oder  ein  nebeneinander  Beharrendes  (^j^ennanmte),  wie  der  Raum.  Durch 
Al)straktion  gelangt  man  zu  Gebilden  von  weniger  als  di'ei  Dimensionen. 
Man  gelangt  zu  den  surfaccs,  diese  unterscheiden  .sich  in  surfaces  courbes 
und  sxrfaccs  pJntcs  =  phins  (Ebenen).  Man  gelangt  weiter  zu  den  lignes 
courbes  und  lignes  droUes.  Der  Punkt  wird  als  Grenze  der  Geraden  defi- 
nieH;  er  ist  unteilbar  (indivisibk).  Ebenso  ist  die  Linie  Grenze  der  Fl&che, 
und  die  Flilrhe  Grenze  des  Körpers. 

Der  Begriff  der  Ebene  und  der  Geraden  erscheint  Arnauld  als  dunb 
natürliche  Anseliauuug  gewonnen  so  einfacb,  dafs  man  ilm  nur  verdunkeln 
wiürde,  wollte  man  eine  Definition  geben  j  man  braucht  sich  daiiir  nur  auf 
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das  normale  BewuTstsein  za  benifen.  („Nous  n'ctvotw  pomi  defini  la  Ugite 
droUe,  parce  que  l'idie  en  est  Uria  daire  d'cUc  mnne,  ef  que  ious  les  homme$ 
eongoivent  la  m&ne  chose  par  ce  mot**)  Man  kann  aber  gewisse  Eigen- 
schaften, welche  in  jener  Anschanarg  enthalten  sind,  erklürend  anführen, 
z.  B.  Archimeds  Axiom,  dafs  die  Gerade  die  kürzeste  EntConittilg  sweier 
Pankte  sei.  Als  II.  Axiom  wird  die  Bestimmtheit  einer  nnd  nur  einer 
Geraden  durch  zwei  Pankte  angeführt.  Als  Axiom  m  bedinge  die  Ein- 
fachheit der  geraden  Linie  ihre  unendliche  Verlängerbaxkeit 

Im  Axiom  TV  wird  festgestellt»  daia  awei  Gerade  gans  znaammenfiülen, 
wenn  sie  eine  Strecke  gemein  haben. 

Axiom  V:  Zwei  Gerade  schneiden  sich  in  einem  und  nur  einem  Punkte. 

Das  yj.  Axiom  fUlt  seinem  Inhalt  nach  mit  der  berüchtigten  fOnften 
Forderang  £uklids  zusammen:  ,J)euäc  Uffnes  Aroites  qui  estant  prolong^es  vers 
un  mime  costc  s'approchent  pett  ä  peu  se  eouperaU  d  la  fin."  Arnauld 
fügt  hinzu:  ^uelide  prmd  ceHU  propoHtim  ponr  m  principe  et  avec  raison: 
car  die  a  assez  de  dartä  pour  s'm  eontenter  et  ee  serMt  perdre  de  temps 
inuttiement  que  de  se  rompre  la  tele  pour  In  prmtver  par  un  long  circuit." 
Die  Nutzlosigkeit  der  Beweisversuche  hat  also  Arnauld  klar  durchschaut» 
aber  Ton  der  Geltung  der  Forderung  ist  er  überzeugt. 

Im  zweiten  Abschnitt  dieses  Buches  wird  die  Entstehung  der  Kreislinie 
durch  Drehung  (Bewegung)  einer  Strecke  um  den  einen  fraten  Endpunkt 
definiert 

Daraus  flie£st  sofort  die  Eigenschaft  eines  Kreises  von  einer  ..rnfiere 
vniformite"  (von  einer  vollständigen  Gleichförmigkeit,  d.  h.  von  überall 
gleidier  Krümmung  zu  sein),  woraus  viele  Eigenschaften  des  Kreises  ohne 
weiteres,  folgen,  a.  B.  Bogen  über  gleich  langen  Sehnen  desselben  Kreises 
sind  gleich. 

Der  dritt«  Abschnitt  handelt  von  den  Senkrechten.  Wenn  eine  Gerade 
eine  andere  so  schneidet,  dafs  sie  gegen  die  eine  Smte  der  sweiten  (inbezug 
auf  den  Schnittpunkt)  sich  nicht  mehr  neigt  als  gegen  deren  andere  Seite, 
SO  sollen  die  zwei  Geraden  senkrecht  zu  einander  heiüaen  (jperpendieulaiirea 
Vme  d  Vanrire). 

Man  darf  Neigung  {ohliquit^  nicht  mit  Krümmung  {cttrvUi)  ver- 
wechseln, erstere  hängt  von  der  Lage,  letzter«  TOn  der  Natur  der  Linie  ab. 

Eine  genauere  Definition  der  Senkrechten,  welche  hier  wiederholt  wird, 
haben  wir  schon '  in  Arnaulds  Logik  kennen  gelernt.  Nämlich :  wo  zwei 
Punkte  einer  Geraden  von  zwei  festen  Punkten  einer  zweiten  Geraden  je 
gleichen  Abstand  besitzen,  haben  alle  Punkte  der  ersteren  diese  Eigenschaft. 
Er  legt  grofses  Gewicht  auf  diese  Definition,  da  sie  einen  wesentlichen 
Bestandteil  bilde  fOr  die  natflrliche  Ordnung  der  Sätze;  denn  ohne  dieselbe 
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inüTste  man  Winkel  beiziehen,  und  diese  werden  als  liiichcniiatte  Gebilde 
erst  viel  später  eingeführt. 

Alle  Geonieter  sind  von  der  Evidenz  dip.sps  Satzes  überzeugt.  Die 
Bt'.stinimtheit  einer  Gei-aden  durch  zwei  ihrer  l'uiikte  ist  für  Arnnuld 
aufser  jedem  Zweifel;  wollte  man  zum  Beweise  jenes  Satzes  Dreiecko  ht  i an- 
ziehen, so  würde  man  die  Eigenschaften  von  Linien  durch  kompliziertere 
fläehenhafte  Gebilde  zu  bewei.sen  suchen,  was  wieder  ein  grober  Verstofs 
gegen  einen  natürlichen  Aufbau  wilre:  „Soit  donc  de  justice  oii  de  (jracv, 
nou8  demandons  qn'on  nous  acmrdc  cetie  pro/jusition,  qui  donne  un  moycn 
tris  facilc  de  demonstrer  l^is  Problemen  attivans  Sans  se  servir  des  iriangles 
comme  fait  Eiiclide'* 

Es  folgen  die  Aufgaben: 

1)  Von  einem  Punkte  aufserhalb  auf  eine  Gerade  ein  Perpendikel 
zu  filllen. 

2)  in  einem  Punkte  einer  Geraden  eine  Senkrechte  auf  derselben  zu 
errichten, 

3)  eine  gegebene  Strecke  /.u  hillfteu, 

die  alle  mit  Hilfe  von  Kreisbogen  gelöst  werden. 

I.  Theorem:  Die  Senkrechte  ist  die  kürzeste  von  allen  Geraden,  die 
von  einem  Punkte  nach  einer  Geraden  hin  gezogen  werden  können. 

n.  Tlieoreni:  Aus  eiuein  Punkte  kann  man  nur  ein  Lot  auf  eine  (ierade 
filllen  und  in  einem  Punkt«  einer  Geraden  nur  eine  Senkrechte  auf  ikr  er- 
richten. 

Das  L  Theorem  wird  durch  Verliingemug  der  Senkrechten  aus  dem 
gegebenen  Punkte  um  .'<ich  .selbst  nai  b  der  andern  Seit«  der  Geraden  unter 
Zuhilfenahme  einer  beliebigen  schiefen  Transversalstrecke  nach  der  gegebenen 
Geraden  hin  und  Verbindung  des  Schnittpunktes  mit  dem  andern  Endj>unkl 
der  Senkrechten  auf  Grund  des  Archimedischen  Prinzips  bewiesen.  Der 
Beweis  des  zweiten  Satzes  ist  indirekt. 

Die  Senkrechte  ist  also  das  natürliche  Mafs  des  Abstandes  eines  Punktes . 
von  einer  Geraden.    Aus  dem  zweiten  Theorem  wird  die  Folgerung  ge- 
zogen, dafs  zwei  Gerade,  welche  auf  derselben  Geraden  senkrecht  sind, 
keinen  Punkt  gemein  haben  können,  da  es  sonst  einen  Punkt  geben  würde, 
von  dem  sich  zwei  Senkrechte  auf  eine  Gerade  fallen  liefsen. 

Zieht  man  von  einttm  Punkte  auTserbalb  eine  beliebige  Schnittgerade 
[oblique)  gegen  eine  andere  (ierade,  so  fÄllt  das  aus  jenem  Punkte  herab- 
gelassene Lot  auf  die  Seite  der  zweiten  Geraden,  gegen  welche  die  schiefe 
Schnittgerade  {oblique  —  inbezug  auf  deren  Schnittpunkt)  geneigt  ist. 
Andernfalls  wftre  die  Senkrechte  und  das  Lot  nicht  mehr  identisch,  sondern 
dieses  a  fortiori  oblique. 
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TIT.  Theorem:  Die  unbegrenzte  Senkrechtt',  welchf  den  Abstand  zweu-r 
Punkte  halbiert,  ist  der  Ort  aller  Punkte  der  Ebene,  welche  von  jenen 
beiden  Punkten  gleiche  Abstände  besitzen. 

Der  vierte  Abschnitt  ist  überschrieben:   „Des  lifftu's  droittcs  obliques". 

Unter  ohlique  versteht  Arnauld  jede  Gerade,  welche  eine  andere 
schneidet,  aufser  der  senkrechten. 

Um  ohue  Hilfe  von  Winkeln  die  Länge  einer  oblique  in  ])ourteilen, 
d.  h.  die  Strecke  zwischen  dem  Punkte,  den  sie  mit  der  Senkrechten  geniein 
hat,  und  ihrem  Schnittpunkt  mit  der  (7era<leii,  gegen  welche  sie  „oblique" 
ist,  nennt  Arnauld  I  i  jene  Länge  „oblique"  schlechthin  (d.  h.  die  Hypotenuse 
unseres  entstehenden  rechtwinkligen  Dreiecks); 

2)  die  Kathete,  welche  mit  der  geschnittenen  (ieraden  zusammenfällt: 
fjäoignetneni  du  perpvndicul^' \   die  andere  Kathete  heifst  „perpendiruhiirt:" . 

Nun  heilst  sein  Satz  (in  moderner  Aussprache):  Die  „obliques"  eines 
Büschels,  welcher  eine  gcgeljeiu^  <i<'rado  au>  einem  l'uukte  projiziert,  sind 
am  so  länger,  je  grol'ser  das  „eloigncment  du  jurpendiculc"  ist. 

Auch  dieser  Satz  wird  mit  Hilfe  eines  gebrochenen  Linienzugs  nach 
dem  Aichimedischen  Ajüom  bewiesen,  indem  die  Senkrechte  am  sich  selbst 
verlängert  wird. 

Sieht  man  aber  die  geschnittene  i  projizierte  Oerade)  als  Senkrechte 
an  (d.  h.  dreht  man  die  Figur  um  90^),  so  ergiebt  sich,  dal's  unter  den 
obliques,  die  durch  einen  Punkt  einer  Geraden  hindurchgehen,  di^enige  die 
längste  ist,  welche  die  gröfste  „perpendiculairc"  besitzt. 

Die  Kongmenzsätze  am  rechtwinkligen  Dreieck: 

Die  Gleichheit  l)  der  Hypotenusen  und  einer  Kathete; 

2)  der  beiden  Katheten 
bedingen  die  Gleichheit  der  dritten  Seite,  werden  so  ausgesprochen:  ..Des 
irois  liynes  que  nous  acons  dit  sc  dcvoir  comidercr  datis  les  lignes  obliques: 
kl  perpendirultiire,  l' rloignement  du  pcrpendicule ,  et  l'oblique  meme,  deux  ne 
peuvent  csirc  egales  que  la  troisieme  ne  le  soit  uussy."  Die  Beweise  werden 
aber  nicht  durch  „zur  Drehung  hritigen"  geführt.  Arnauld  nennt  dies 
„une  preuve  grossiere  et  nuitcriellef' . 

Als  Corollar:  Es  ist  unmöglich,  dal's  ein  Punkt  von  drei  Punkten 
einer  (teradou  gleichen  Abstand  besitze. 

Es  werden  weiter  die  Fälle  untersucht,  wenn  nur  Gleichheit  in  einem 
Bestimnumgsstiicke  herrscht. 

Als  letztes  Theorem  dieses  Buches  erseheint  mit  den  Bezeichnungen 
obliques  u.  s.  w.  der  Satz,  daHs  in  kongruenten  schietwinkligen  Dreiecken 
die  Höhen  gleich  sind. 

Es  ist  Arnauld  also  gelungen,  mit  Hilfe  der  Axiome  und  gewählten 
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BeMiehuuigen  diese  Satze  ohne  Hilfe  Ton  Winkeln  nnd  Dreiecken,  die  bei 
ihm  immer  als  begrenztes  Stück  einer  Ebene  gelten,  wie  wir  vorgreifend 
bemerken  („On  appeUe  figure  dan$  ee$  ttimens  de  G('om(ftrie  une  surfaee 
platte  termin^e  de  tous  eostai'*  An&ng  toh  Buch  XII)  abzuleiten,  aos- 
nuprechen  und  zu  beweisen. 

Buch  VI  ist  den  Parallelen  gewidmet:  JDe$  l^es  paraUdes.  Die 
Parallelen  können  auf  zwei  Arten  definiert  werden.  1)  negativ:  Es  sind 
Gerade  (dafs  sie  in  einer  Ebene  liegen ,  wurde  schon  im  V.  Buche  voraus- 
gesetzt: fJLors  que  Von  eompare  phmeun  Ugnes  msemble,  on  lea  auppase 
(oujours  dans  ces  eUmens  eomrne  ettanl  pos^es,  ou  d^crites 
plan  c'est  ä  dire  sur  une  mSme  mperficie  plat^',  und  dadurch  Arnaulds 
Nouveaux  Dörnens  als  Planimetrie  gekennzeichnet^  die  bis  ins  Unendliche 
verlängert  sich  nie  sehneiden;  2)  positiv:  Parallel  heifsen  Gerade,  die 
überall  denselben  Abstand  besitzen.  Die  erste  Definition,  die  negative,  nennt 
Arnauld  eine  notwendige  Folge  der  positiven.  Dafs  die  positive  Definition 
die  unendliche  Verl&ngerbarkeit  involviert|  wird  von  Arnauld  auadräcklich 
hervorgehoben. 

Die  drei  Fundanientalsätze  über  Parallelen  lauten: 

1)  Wenn  zwei  Gerade  durch  eine  dritte  geschnitten  werden,  welche 
auf  beiden  zugleich  senkrecht  ist,  so  sind  alle  Punkte  der  geschnittenen 
einen  gleichweit  von  der  andern  entfernt  und  umgekehrt. 

2)  ^^'pnn  zwei  Punkte  einer  Geraden  gleichen  Abstand  besitzen  von 
einer  anderen  Geraden ,  SO  sind  alle  Punkte  einer  jeden  gleichweit  entfernt 
von  der  andern  Geraden. 

3)  Zwei  Strecken,  welche  zwischen  zwei  Geraden  liegen,  können  unter 
der  Bedingung,  dafs  sie  sich  nicht  kreuzen,  nur  dann  gleich  und  je  eine 
auf  je  einer  der  begrenzenden  Geraden  senkrecht  sein,  wenn  alle  beide  auf 
beiden  einschliefsenden  (begrenzenden)  Geraden  senkrecht  sind. 

CoroUare:  l)  Die  Umkehrung  der  positiven  Definition  (alle  Lote 
zwischen  Parallelen  sind  gleichlang).  2)  Transversalen  beliebiger  Steigung 
des  obliques  entre  paraüdes)  sind  länger  als  das  Lot  Zum  Beweise  dieser 
Sätze  schickt  Arnauld  acht  Lenunen  voran: 

1)  Wenn  die  Geraden  x  und  e  von  einer  andern  geschnitten  werden, 
welche  zu  x  senkrecht,  zu  z  aber  schief  ist,  so  sind  alle  andern  auf  x 
Senkrechten  ebenfalls  schief  zu  8  und  umgekehrt 

2)  Die  beiden  Geraden  mögen  wieder  von  einer  zu  x  Senkrechten,  zu 
z  Schiefen  geschnitten  werden,  so  sind  alle  andern  ähnlichen  Transversalen 
(J_  zu  X  und  schief  zu  z)  ungleichlang. 

3^  Jede  zu  X  Senkrechte  (zu  z  Schiefe^  und  jede  zu  z  Senkrechte  (zu 
X  Schiefe)  sind,  wenn  sie  innerhalb  x  und  t  keinen  Punkt  gemein  haben, 
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weobaelaeitig  vex^güdien  ungleich  lang  (nBmlich  die  Strecken  innerhalb  X 
und  IT,  und  diese  versteht  Arnauld  immor  unter  den  TransverMlen). 

4)  Fafsi  die  beiden  vorhergehenden  HilfinfttM  in  einen  zusammen: 
Zwei  zwischen  zwei  Geraden  liegende  Strecken,  von  denen  je  eine  auf  einer 
beliebigen  jener  beiden  Geraden  senkrecht  ist  und  die  sieb  nicht  kreuzen, 
können  nur  dann  gleich  sein,  wenn  beide  auf  beiden  Geraden  sogleich 
8ei;ücrecht  sind. 

5)  Wenn  eine  Traasyersalstrecke  senkrecht  ist  zu  beiden  Geraden,  so 
ist  jedes  Lot,  das  von  einem  Punkte  der  einen  Geraden  auf  die  andere 
gefallt  wird,  gleich  jener  etstenn  Senkrechten,  und  folglich  sind  die  Lote 
anter  einander  gleich. 

Der  Beweis  wird  indirekt  mit  Hille  des  Satzes,  dais  ans  einem  Ponkte 
nur  eine  Senkrechte  gefäUt  werden  kann,  geffthrt. 

6)  Wenn  eine  Gerade  senki-echt  ist  zu  zwei  andern,  so  sind  alle  Ge- 
radem, weklie  m  der  einen  senkrecht  sind,  la  beiden  senkrecht,  denn  ifibe 
es  auch  nur  eine,  welche  senkrecht  wftre  sur  einen  und  schief  zur  andern 
Geraden,  so  mllürten  nach  dem  1.  Lenuna  auch  alle  andern  zur  einen  senk- 
recht, schief  zur  andern  sein,  was  der  Voraussetaiung  widerspricht. 

7)  Die  Punkte  einer  Geraden  sind  von  einer  aweiten  entweder  alle 
gleich  weit  entfernt  oder  alle  ungleich  weit. 

8)  Die  Punkte  iweier  sich  schneidender  Geraden  sind  —  alle  der 
einen  —  ungleich  weit  entfernt  von  der  andern,  und  die  kflrzesten  Ab- 
stKnde  sind  die  in  der  Nähe  des  Schnittpunkts. 

An  die  genannten  Hauptsfttze  schliefst  sich  die  Aufgabe:  Durch  einen 
Punkt  eine  Parallele  zu  einer  gegebenen  Geraden  zu  konstruieren;  sie  wird 
TOn  Arnauld  auf  drei  Arten  in  Angriff  geDommen.  Zuletzt  mit  Hilfe  der 
ianerem  Wechselwinkel  an  einer  beliebigen  von  dem  Punkt  ausgehenden 
^niiBversalen.  Die  Aussprache  ist  aber  eine  andere,  da  Arnauld  den 
Winkel  ja  überhaupt  noch  nicht  eingeführt  hat.  Er  begr&ndet  seine  Lösung 
durch  den  früher  abgeleiteten,  im  Anschlufs  an  Euklid  hier  ausgesprochenen 
Satz,  dafs  in  kongruenten  Dreiecken  die  Höhen  gleich  sind.  Den  Sehlufs 
des  VI.  Baches  bilden  dreisehn  weitere  Sätze  über  Parallelen.  Z.  B.  durch 
euien  Punkt  kann  zu  einer  gegebenen  Geraden  nur  eine  Parallele  gelegt 
werden;  gleich  geneigte  Transversalstrecken  zwischen  Parallelen  sind  ein 
ander  gleich  und  die  am  stärksten  geneigten  sind  die  längsten.  Gleich 
geneigte  nach  derselben  Seite  (der  Ebene)  sind  selbst  parallel. 

Die  Abschnitte  gleich  geneigter  Transversalstrecken  auf  den  Parallelen 
sind  ^ich.  Ungleich  geneigte  Transyersalstrecken  zwischen  Parallelen 
Idlnnen  nicht  gleich  lang  sein. 

Hier  wird  das  Parallelogramm  eingeführt  durch  den  Satz:  „Quatre 
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ügnes  ne  $e  joigmuU  qt^aux  exkimüeB,  »  ks  €pposie8  «hU  igak»  elles  sont 

paralkJcs." 

Der  elfte  Satz,  lautet:  Wenn  eine  C!f  rado  zwei  andere  schief  schneidet 
und  gegen  beide  oacll  derselben  Seite  (der  Ebene)  geneigt  ist,  so  sind  alle 
rar  Schnittgeraden  pftraUeleu  TraDSrenalstrecken  zwischen  jenen  beiden 
Qeiraden  ungleich  lang. 

1.  Corollar:  Zwei  derart  geschnittene  Gerade  können  nie  parallel  sein. 

2.  Da  sie  sich  nach  der  Seite,  nach  welcher  die  dritte  schneidende 
Gerade  geneigt  ist,  annähern,  so  werden  sie  sudi,  unbegrenzt  verllagert« 
endlich  einmal  schneiden  (Y,  11). 

Der  Gedankengang  zum  nächsten  VIL  Bnch  knüpft  an  die  Begrenzung 
der  Transrersaleu  durch  die  Parallelen  an,  das  VU.  Buch  f&hit  also  die 
Beaeichnung:  Des  lignes  temMet  d  tme  ekoonfarmee. 

Es  sind:  1)  Sehnen, 

2)  Sekanten  (aeootUes  itUmeun  tt  exterieuin)^ 

3)  Tangenten. 

Dazu  kommt  ein  vierter  Abschnitt  vom  ParaUelismus  Ton  Kreislinien.  Ar- 
nauld  versteht  darunter  konzentrische  Kreise. 

I.   Von  den  Sehnen. 

1.  Satz:  Eine  Gerade,  die  eine  Sehne  schneidet,  kann  drei  Lagen  haben, 
die  sich  auszeichnen: 

1)  senkrecht  sein  zur  Sehne, 

2)  die  Sehne  hälften, 

3)  durch  den  Krcismittelpunkt  gehen. 
Zwei  dieser  Eigenschatten  bedingen  die  dritte. 

Wenn  z.  B.  die  beiden  ersten  Eigenschaften  erfüllt  sind,  enthält  die 
Mittelsenkrechte  alle  Punkte,  welche  von  den  Endpunkten  der  Sehne  gleichen 
Abstand  besitzen,  das  Centrum  des  Kreises  ist  aber  ein  solcher  Punkt. 

1.  Corollar:  Ein  Kreis  ist  durch  drei  Punkte  oder  durch  einen  Punkt 
und  das  Ccntmm  vollständig  bestimmt  (natürlich  dürfen  j«ie  drei  Punkte 
nicht  in  einer  iieraden  liegen). 

2.  Corollar:  Haben  zwei  Kreise  drei  Punkte  gemein,  so  ftUm  sie 
ganz  zusammen;  denn  sie  haben  dann  das  Oentnim  und  einen  Radius  gemein. 

3.  CoroUar:  Drei  Kreise  können  rieh  nicht  in  mehr  als  zwei  Punkten 
sehneiden. 

2.  Satz:  Eine  Mittclsenkrechte  einer  Sehne  hJllftet  auch  die  beiden 
Bogen,  welche  die  Sehne  stiit/t:  denn  sie  enthält  alle  Punkte,  welche  von 
den  Endpunkten  der  Sehne  gleiche  Abstände  besitzen;  da  diese  Abstände 
aber  wieder  Sehnen  sind  für  die  beiden  Durchschnittspunkte  der  Mittel- 
senkrechten  mit  dem  Kreis,  und  gleiche  Sehnen  gleiche  Bogen  stOtzen  im 
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gleichen  Kreise,  so  sind  die  von  da*  ufsprfingliclieii  Seline  gesMtzten  beiden 
6<^en  beide  dnidi  die  Ifittelaeiikrecbte  jener  Sdme  gelüüftet 
Das  dritte  Tbeorem  giebt  die  ümkebnmg  des  sweiten. 

4.  TheOTem:  Gleich  weit  vom  Centrom  abstehende  Sehnen  in  gleidien 
Kreisen  sind  gleich  und  nmgekehrt 

An  ncfa  ist  das  klar  für  Dorchmesser,  da  sie  alle  dem  Centnmi  gleich 
nahe  i^d,  d.  h.  durch  dasselbe  gehen. 

Aneh  ist  ein  Durehmesser  grSJser  als  eine  andere  Sehnci  wie  ans  dem 
Archimedischeii  Prinap  folgt,  wenn  man  die  Bndpunkte  der  Kichtdurehmesser- 
sehne  mit  dem  Gentmm  Terbindel 

5.  Theorem:  Li  gleichen  Kreisen  stAtst  die  grSfsere  Sehne  den  grOiseren 
Bogen;  denn  tr&gt  man  die  kleinere  Sehne  in  den  Bjpeis  parallel  zur  grOläeren 
ein,  so  können  die  beiden  sich  nie  schneiden,  also  liegt  der  Ueinere  Bogen 
ganz  im  gröiseren. 

Es  fblgt  die  Definition  des  Sinns,  fOr  Bogen  <  y ,  sowie  des  Sinns 

versus  an  der  Fignr.  Eine  zweite  Definition  ist:  Der  Sinus  ist  die  HUfle 
des  Sehne  des  doppelten  Bogens. 

6.  Ülieorein;   Bogen  gleichen  Sinus  sind  gleich. 

7.  Die  Oleidlihttt  zweier  Sinns  bedingt  die  Oleichheit  ihrer  Sinus 
versus.   Die  grOjharen  Sinns  geben  die  grOllMren  Sinns  Tersns. 

Die  Definition  des  Sinus  wird  in  einem  Avertiflsement  auf  Bogen 

)Z  >  tt  >      ausgedehnt    Denn  das  Complement  (heute  Supplement)  eines 

solchen  Bogens  wird  dann  durch  den  Sinns  gemessen.  Der  Bogen  aber  ist 
der  grOfimre,  welcher  das  kleinere  Oomplement  hat 

8.  Theorem:  Hat  man  ein  System  konzentrischer  Kreise  und  zieht  vom 
Centmm  aas  unbegrenzte  Badien,  so  stehen  die  zwischen  zweien  liegenden 
Bogen  aller  &eise,  ein  jeder  zur  ganzen  Peripherie,  der  er  angehOrt,  im 
gleichen  yechlltnis.  Zwei  derartige  Bogen  heiben  ,jmywrfMMMKemeM<  igaw^ 
oder  sdileohtiiin  ,jSgamtf*,  wihrend  gleiidie  Bogen  (Reicher  GröfiM  tJboid- 
igoMaf  genannt  werden.  Anscfalieftend  wird  die 
Sexagesimalteilung  des  Kreises  gelehrt. 

Beweis:  Die  aliquoten  Teile  von  BD  seien 
9  genannt;  sieht  man  nach  den  Tolpnnkten 
Radien,  so  wird,  behai^te  ioh,  auch  hä  in 
qwAtB  pareittaf*  durch  diese  Badien  geteilt  Es 
genfigt,  zwei  x  zu  betrai^ten,  BF  und  FG. 
Zieht  man  eF  und  cG,  so  mub  also  hf'^fg 
sein.  Denn  fftllt  man  von  F  ein  Lot  auf  Be 
und  ebenso  auf  G^c,  so  sind  die  Lote  Fp  und 
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Fq  Sinus  gleicher  Bogen,  also  gleich,  und  die  8inu8  versus  Bp  und  Gq 
sind  es  ebenfalls,  also  auch  pb  =  qg.  Folglich  auch  Fh  =  Fg  als  „ohli- 
ques",  deren  „perpendiculaires"  und  „ehignemrns  dii  perpendicuie"  gleich 
sind.  Also  giebt  es  auf  Fe  zwei  Punkte  F  und  c,  die  gleichen  Abstand 
von  den  Endpunkten  der  Sehne  bg  besitzen,  also  ist  Fe  Mittelsenkrechte 
von  Sehne  bg  und  h&lftet  den  Bogen  bg,  den  die  Sebne  hg  stützt.  Das- 
selbe kann  man  natürlich  jetzt  für  alle  aliquotes  von  BD  und  bd  beweisen, 
indem  man  ein  nächstes  x  hinzunimmt;  es  also  mit  einem  der  beiden,  für 
die  der  Beweis  schon  geführt  wurde,  kombiniert.  Wenn  also  X  das  MaDs 
bedeutet,  mit  dem  man  die  giufsere  Kreisperipherie  mifst,  und  dieses  mit 
oder  ohne  Rest  so  und  so  oft  in  der  grtifsercn  Kreisperipherie  aufgeht,  so 
ergiebt  sich,  nachdem  die  Radien  nach  den  Teilpunkten  gezogen  sind,  ein  x 
als  „aliquote  pnreillc"  der  kleineren  Kreispehphehe,  und  nach  der  Definition 
der  proportionalen  Gröfsen  ist 

BD       giOfgerer  Kreiaumümg 

9.  Theorem:  Wenn  die  Kreise,  deren  Bogen  proportional  gleicli  sind, 
verschieden  grofs  sind,  SO  stützt  sich  im  gröijBeren  Kreis  der  Bogen  auf 
die  grölsere  Sehne. 

Das  zehnte  und  letzte  Theorem  lautet  im  ersten  Abschnitt  des 
Vn.  Buches: 

IKe  Sehnen  in  demselben  Kreise  wachsen  dnrehaus  nicht  prop(nüciial 
den  Bogen,  sondern  die  grfiMen  Bogeui  (inunor  <9r  gedacht)  haben  Ter- 
hUltnismUfaig  kleinere  Sehnen  als  die  Ueinsten  Bogoi. 

Der  Beweis  ist  sehr  leicht  Halbiert  man  einen  Bogen,  so  ist  die 
Summe  der  Sehnen  der  halben  Bogen  grO&er  als  die  Sehne  des  gansen 
Bogens  (nach  dem  Axiom  Archimeds).  Also  ist  die  ffiUAe  der  Sehne 
des  ganzen  Bogens  kleiner  als  die  Sehne  des  halben  Bogens. 

Auf  den  nun  folgenden  Zusatz  glauben  wir  besonders  aufinerksam 
machen  zu  mflssen,  weil  er  den  Satz  mtUUt,  den  man  heute  m  sdureiben 
püegt:  Die  Differens  eines  unendlich  kleinen  BogMis  und  seiner  Sehne  ist 
unendlich  klein  dritter  Ordnung  (allgemein). 

Sein  Wortlaut  ist  bei  Arnauld: 

Dp  Ja  il  s'ensuit  quc  plus  Ics  ans  tiont  grands,  plus  la  difference  est 
gründe  nitre  la  longcur  de  l'arc  d  eelle  de  la  corde,  et  qu'au  eontraire  plus 
les  arcs  sont  pcfits  plus  eelie  differenee  dimitiue.  De  sorte  qu'on  peut 
prendre  un  si  petit  arc  que  cetfe  differenee  sera  plus  petite  qtte 
quelque  ligne  qu'on  ait  donnde  ^kleiner  als  jede,  noch  so  kleine,  be- 
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liebig  vorgegebene  StreckoV  Ein  für  diese  frühe  Zeit  äußerst  schimer  %md 
präziser  Ausdruck  für  den  Grenzübergang!  ^) 

Der  zweite  Absclmitt  von  Buch  VII  behandelt  die  Sekanten.  Die 
Sekante  eines  Büschels  A',  die  durch  das  Centruui  c  geht  —  Arnauld 
nennt  sie  immer  kg  — ,  ist  die  längste,  wie  mit  iiilfe  des  Archimedischen 
Prinzips  gezeigt  \vii*d,  nachdem  der  betreti'ende  Hilfsradius  «jrezogeu  wurde. 
Die  kürzeste  ist  kf,  d.  h.  der  iiufsere  Abschnitt  jener  längsten;  dafs  Ar- 
nauld diesen  Abschnitt  als  besonder»'  Sekante  des  Büschels  rechnet,  kommt 
daher,  dal's  er  den  Mittelpunkt  des  Büschels  auch  innerhalb  des  Kreises 
liegend  zuliifst  {secanies  intericures). 

3.  Satz:  Werden  von  k  aus  Sekanten  nach  Punkten  hin  ge/opren, 
welche  von  f  oder  g  gleich  weit  entfernt  sind,  so  sind  diese  Sekanten 
gleich  lang. 

■I.  Satz:  Kin  Kvns  mit  dem  Mittelpunkt  k  und  dem  Radius  kf,  sowie 
ein  Kj-ei-s  mit  dem  Radius  kg  und  dem  Mittelpunkt  k  berühren  den  ur- 
sprüngliciieu  Kreis  (Centrum  Hadius  cg)  in  einem  Tunkte,  ohne  ihn  zu 
schneiden. 

7.  Theorem:  Ein  Krei.s  (fc,  Radius  kx,  wobei  kf<Ckx<ilcg)  schneidet 
den  Kreis  (c,  Radius  cg),  innerhalb  dessen  k  liegt,  in  zwei  von  /"  und  g 
gleich  weit  ab,stehendtn  Punkten  A",  .r,  der  Bogen  Xx  des  ur.spininglichen 
Kreises,  dcs.sen  Mitte  g  Lst,  liegt  aufserhalb  des  Kreises  ik,  Radius  k.r). 

Dieser  Abschnitt  schliefst  mit  dem  Corollar:  Die  Innreichende  und 
notwendige  Bedingung  dafür,  dafs  man  von  einem  Punkte  k  drei  gleich 
lange  innfi  t  S(  kauten  ziehen  kann,  ist,  dafs  k  mit  dem  Gentrum  c  des 
Kreises  zu.sanimenfällt. 

Der  dritte  Abscdinitt  von  VII  beschäftigt  sich  mit  den  'J'angenteu. 

Jede  Senkreclite  im  Endpunkt  eines  Radius  ist  Kreistangente.  JDieser 
Endpunkt  ist  Berührungspunkt  (^poini  de  l'attouchemenf). 

2.  Satz:  Zwischen  der  Peripherie  und  Tangente  kann  man  keine  Gerade 
durchlegen;  dagegen  eine  unendliche  Anzahl  von  Kreisen,  welche  nur  «hn 
Berührungspunkt  gemein  haben.  Heifsen  die  Pimkte  des  Berühruugs- 
radius  cf  alle  .r,  so  ist  jeder  Kj-eis  vom  Centnim  j*  und  Radius  xf  zu 
jenen  gehörig.  An  dieser  Stelle  ist  für  uns  beniorkenswert  die  Bezeichnungs- 
weisü  der  Punkte  einer  Geraden  durch  denselben  Buchstaben,  welche  sich 
auch  bei  Pascal  findet. 

Daran  schlieJsen  sich  die  Aufgaben:  In  einem  gegebenen  Peripherie- 


1)  Eine  fthiüioh  scharfe  (noch  frühere)  Definition  der  Grenze  findet  sich  nach 
der  Bemerkung  von  I.  Timtchenko  in  der  Bü>l.Uathm.  1900  S.  611  bei  Qre> 

gorius  V.  St.  Vicentius  (1647). 

Ablu  s.  0«kIi.  d.  matb.  WUMUwh.  JUV.  18 
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punkto  die  Tangonto  zu  konstruieren  uti<l  von  «nnem  Punkte  aufserhalb 
Tangeuten  an  den  Kreis  zu  logen.  Arnauld  legt  für  die  Lösung  der 
letzteren  einen  zum  gegebenen  konzentrischen  Kreis  durch  den  gegebenen 
Punkt  k,  legt  ferner  im  Durrhschnitt^spunkt  /'  von  kr  und  dem  gegebenen 
Kreis  c  die  Tangenfo  mn  an  den  gegebenen  Dana  trägt  <  r  den  Bogen 
des  Hilfskreises  m/j  über  dieser  Tangente  nn>  von  k  aus  nach  beiden  Seiten 
ab  auf  dem  Hüfskreise'^  und  behauptet^  kb  und  kd  seien  die  yerlaogten 
Tangenten. 

Er  begründet  sein  Verfahren  so:  Da  Bogen  mh  =  bk  =  kd,  so  ist 
auch  Sehne  mn^^kd—kh.    Also  sind  die  beiden  Sehnen  kh  und  kd 

um  den  Radius  cf  von  c  entfernt.  Zugleich  ist 
aber  dieser  Radius  _L  zu  ihnen  (d.  h.  seine 
Liinge),  da  er  sonst  nicht  ihren  Abstand  von  c 
messen  wiirde.  Also  sind  kh  und  kd  Tangenten 
des  gegnbeneii  Kreises.  Sie  berühren  ihn  in  den 
Schnittpunkten  mit  den  Radien  cm  und  cn  des 
liüfskreises.  Denn  da  k  den  Bogen  mn  hälftet, 
80  hälftet  auch  m  den  Bogen  kb  und  n  den 
Bogen  kd,  also  Radius  mc  zu  J:h  und  zwar 
mittelsenkrecht,  wenn  also  h  der  Durchschnitts- 
punkt von  kb  und  mc  ist,  so  mufs  h  auch  der 
Fufspimkt  des  Radius  ch  des  urspninglichen  Kreises  sein,  denn  aus  C  l&Cst 
sich  nur  eine  Senkrechte  auf  kb  lullen 

Aus  dieser  Konstruktion  folgt,  duls  mau  zwei  und  nur  zwei  Tangenten 
von  k  aus  au  den  Kreis  b'gen  kann:  zugleich  sind  die  Abschnitte  bis  BUm  . 
Berührungspunkt  als  Hiilften  gleicher  Sehnen  gleichlang. 

Der  letzte  Abschnitt  dieses  Buches  ist  betitelt:  Da  cvrconfermoes  por 
rcdleics. 

Der  Abstand  eines  Punktes  von  einem  Kreise  wird  durch  die  kürzeste 
Linie  gemessen,  die  von  ihm  aus  nach  dem  Kreise  gezogen  werden  kann. 
Ihre  Verliingerung  geht  stets  durch  den  Kreismittelpunkt. 

Ferner  ist  eine  Gerade  senkrecht  zu  einem  Kreise,  wenn  sie  auf  der 
Tangente  des  Schnittpunktes  mit  dem  Kreise  J_  ist. 

T.  Theorem:  Zwei  konzentrische  Kreise  sind  parallel.  Sind  zwei  Kreise 
nicht  konzentri.sch,  so  ist  nur  die  Gerade,  welche  beider  Gentren  verbindet, 
Senkret  ht  zu  jedem  der  beiden  Kreise. 

Auf  dieser  (xeraden  liegt  der  grdlste  und  der  kleinste  Abstand  der 
beiden  Kreise. 

Wenn  zwei  Punkte  des  einen  Kreises  gleich  weit  abstehen  von  einem 
Endpunkte  seines  Durchmessers,  der  durch  das  Gentrum  des  andern  geht, 
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80  sind  sie  (jene  Pankte)  auch  gleidi  weit  entfernt  von  der  Peripherie  des 
Ifltsteiraii  Kreises. 

DairauB  ergeben  sich  drei  bemerkenswerte  üntsnehiedA  des  Parallelis- 
mu8  von  Sjreisen  und  Genden. 

1)  Du  negatire  Merkmal,  b«  Geraden  sioih  niemals  sn  sduseidra,  ist 
fBr  den  PaKaUelismns  t<«  brisen  nidit  ansrelchend. 

2)  Zwei  Gerade  sind  paraUel,  wom  sie  eine  gemeinsame  Benkredite 
beriben,  dagegen  gi«bt  es  swisehen  den  beidsn  Kreisen  swei  Stradeen, 
welche  zn  beiden  senkrecht  sind,  ohne  den  Psrallelismns  dar  Kreise  herbei- 
zufahren;  dieser  kt  erat  bedingt  durch  drei  soldiar  sankrseiiten  zwischen- 
liegenden Staweken. 

3)  Wilumid  swei  sieb  nidit  krenxende  Garade  parallel  sind,  wenn 
zw»  Punkte  der  einen  gleichen  Abstand  besitsen  Ton  der  andern,  bedarf 
es  hierzu  bei  swei  Kreisen  dreier  aokdker  Pankte,  wfllurend  unendlich  viele 
Punkte  paarweise  gleichen  Abstand  TOm  andern  Kreise  seigen  können. 

Wir  gehen  som  VUL  Bnebe  Obers  JDs»  Js^/Im  BedBigiief. 

Wir  habmi  Arnanlds  Definition  des  Winkels  oder  besser  seines  Winkel- 
raumes schon  in  der  Snklidkritik  seiner  Logik  kennen  gelernt  Der  Winkel 
ist  ihm  wesentUeh  eine  flBchenhafte  GrOfte  (tmmd  gudg^e  chote  de  swr- 
face).  Die  Wtnkelsdienkel  heilken  ,fi08te^.  Die  Verfaii^angslinie  derselben 
in  swei  Punkten  heiftt  ,JUi  ftos^  oder  sonimanU  d»  l'angkf'.  Heilkt 
die  Basis  spe&ell  eord^p  so  versteht  man  danmtor  eine  Basis,  die  gleiche 
Winkelschenkel  abgrenzt.  Ist  die  Basis  JL  aof  dem  einen  Winkelschenkel, 
so  ist  sie  Sinns  des  Winkeis. 

Der  Bogen,  der  den  Winkel  miM,  führt  die  Bessüdmong  J'arc  gtis 
oOMiprend  VangW.  Der  FondamsintelsatB  Uber  das  Mafe  des  Winkels  lautet: 
Alle  Bogen  zwischen  den  Sehenkeln,  deren  Gentnim  mit  dem  Scheitel 
{stmmet)  zusammenfallt,  bestimmen  dieselbe  Winkelgröfse  (da  sie  propor- 
tional rind,  d.  h.  zu  den  zugehörigen  Peripherien  neh  gleich  T«h^ten). 

Der  rechte  Winkel  wird  stets  dnrch  die  Hftlfte  des  Halbkreises  ge- 
messen, also  ist  sein  Oomplement  ihm  gleidL 

Jede  Senkrechte  erzengt  zwei  rechte  Winkel,  denn  rie  hilflet  den 
Halbkreis,  dessen  Mittelpunkt  ihr  Fobpunkt  ist. 

Es  folgt  die  Definition  des  spitzen  nnd  stumpfen  Winkels.  Die- 
selben werden  dnrch  die  „otUgves**  gelnldet,  jetzt  gleichsam  an  ihnen 
entdeckt 

S<^eitelwinkel  {oppos6s  au  sommet)  sind  einander  gleich. 

Da  man  hier  die  L&nge  krummer  Linien  nicht  kennt,  mvSa  man  oft 
zn  andern  WinkelmaTscn  greifen,  aber  immer  mit  Bezug  auf  doi  Bogen, 
wdcher  das  einzige  natürliche  Winkelmafs  ist 

18* 
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I.  Die  Sehne;  ein  durch  sie  begreoxter  Winkel  heiTst  itOBeeh  (heute 
der  der  Baaie  gegenüberliegende  im  gleichecbenldigen  Dreieck). 
Zwei  von  den  CQeiohheiten: 

1)  Gleichheit  der  Schenkel  (equOatenB  entKeiNE) 

2)  Gleichheit  der  Sehnen  («sotforcto) 
B)  Gleichheit  der  Winkel  selbst 

bedingen  die  dritte. 

Ist  nur  1)  erfllUt,  so  liegt  der  grOberen  Sehne  der  gröÜMre  Winkel 
gegenfibw  u.  s.  w. 

n.  Der  Sinus  als  Winkebn&b.  Wir  begegnen  hier  den  Beseichnungen 
JSimu  eines  Bogeiuf*  and  «^^mMswn»^  (ist  die  Differenx  swischen  Bad&us 
und  ^vs  Tersos),  d.  h.  der  heutige  Oosinns  im  Binhettskreis. 

Gieiehheit  des  Winkehndhis  (d.  h.  der  Hypotennse)  und  des  Sinus 
bedingen  die  des  Aotisiniis;  ftbexhaupt  zwei  dw  Glachheiten: 

1)  L'igem  des  ra^ohs, 

2)  L*4gem  des  eitwe, 

8)  L'^aUU  des  omfßM  mSmea 
bedingen  die  dritte. 

Ein  weiterer  Abschnitt  handelt  von  den  Winkeln  swisdien  Parallelen. 

ffier  wird  der  Sinus  mit  dem  Lot  identifitiert  swischen  den  Parallden. 

Hier  tritt  sum  ersten  Male  der  Ausdruck  Parsllelranm  auf  (sQMwe 
partdtde)  fOr  zwei  Parallelen  nnd  den  swischen  ihnen  liegenden  Streifen 
der  Ebene. 

Der  Satz  von  der  Gieiehheit  der  inneren  Weehselwinkel  lautet:  Ibufe 
obUgue  emtre  deux  paralkles  foM  les  cmgles  aUemes  attr  cee  paraOeUs  dgaux; 
denn  die  Winkel  beeitien  gleichen  Radius  (die  Transversalstreoke)  und 
gleidbra  Sinus. 

Hier  tritt  als  neunter  CoroUar  der  Sals  von  der  Winkelsumme  im 
Dreieck  auf  in  der  Form:  —  Tmt  emgie  jßus  ks  dem  emfßea  foni  eee 
eoekt  Sur  la  hßse  sant  igam  d  dttm  droUs;  denn  zieht  man  durob  die 
Spitze  eine  Parallele  zur  Basis,  so  hat  man  nach  dem  Satse  von  den 
innem  Wechselwinkeln  die  drei  Dreieckswinkel  an  dieser  Parallelen  neben- 
einander.   Die  Summe  dieser  Winkel  aber  ist  zwei  Beohten  gleich. 

Der  zehnte  GoroUar  bringt  anschlieTsend  den  Satz  vom  Aulzenwinkel. 

Elfter  CSorollar:  Zwei  Winkel  sind  gleich,  wenn  die  Wmkel  an  der 
Basis  des  einen  bezw.  denen  an  der  Basis  des  andern  gleich  sind. 

in.  Als  drittes  WinkelmaCs  aufiser  dem  Bogen  erscheint  die  Basis  ohne 
spezielle  Bedingung.  Ihre  Anwendung  ist  nodi  enger  begrenzt  als  die  der 
Sehne  und  des  Sinus.  Sie  vennittelt  die  Gleichheit  zweier  Winkel  nur, 
wenn  je  ein  Schenkel  des  einen  je  einem  des  andern  Wiokels  gldch  ist. 
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Interessant  ist  das  Avertissement,  welches  den  Schlufs  von  Buch  VUl 
bildet.  Die  zuletzt  aufgeführten  Winkelmafse  zeigen  wohl  an,  wenn  zwei 
Winkel  gleich  sind,  auch  welches  der  gröfsere  oder  kleinere  ist,  aber  das 
wahre  Verhältnis  der  Gröfse  der  beiden  Winkel  stellt  ihr  Quotient  nicht 
dar;  dieses  ergiebt  nur  das  Bogenmafs;  darauf  ist  die  ünlösbarkeit  der 
Trisektion  des  Winkels  zunickzuführen.  Lassen  wir  Arnauld  selbst  sprechen: 
Et  c'est  d'oii  vicni  In  difficulte  de  In  irisection  de  rangle  parce 
qu'il  ne  suffit  pas  pour  ccln  de  coupcr  la  corde  en  trois:  cc  qni 
seroit  facile,  mais  il  fnnt  coupcr  l'arc  en  irois;  ce  qni  ne  se  pcut 
par  la  geomStrie  ordinairc,  c'est  d  dire  en  n'y  emplojfant  ^ue  des 
lignes  droites  et  circulaiies. 

Das  folgende  IX.  Buch  führt  den  Titel:  Des  Amjles  qni  oni  leur  sonmct 
horS  le  cetUre  du  cerele,  donf  h's  'in:<  nr  /nisscuf  pas  de  Ics  mestirer. 

In  der  Einleitung  dazu  sagt  unser  Autor:  Wenn  man  bisher  zwei 
Winkel  vergleichen  wollte,  wobei  der  Hrheitfl  d»'S  einen  nicht  mit  dem 
Centrura  des  Mafskrei.ses  zusanmifiificl,  iniifsto  man  lan<:e  Schlufsroihen  mit 
Hilfe  von  Dreiecken  anwenden  und  deren  Vei  </leichuug,  wodurch  die  Vor- 
stellungskraft durch  die  Masse  von  in  Betraeht  kummenden  Strecken  aufser- 
ordentlich  ermüdet  würde;  ein  Nachteil ,  den  man  für  das  Studium  der 
Geometrie  möglichst  zu  vermeiden  su<  Ih-m  tnüsse. 

Das  IX.  Buch  nun  solle  lebreu,  wie  man  mit  wimderbarer  Leichtigkeit 
jeden  Winkel  durch  den  Bogen  eines  beliebigen  Kreises  messen  könne,  sei 
et,  dafs  sein  Scheitel 

1)  auf  der  Peripherie, 

2)  innerhalb  des  Kreises,  doch  nicht  im  Ceiitrum, 

3)  atifserhalb   des  Kreises  liege,  wenn  seine  Schenkel  den  Kreis 
schnitten  oder  berührten. 

Voraus  werden  einige  Erklärungen  und  Hilt'ssJltze  geschickt. 

Der  und  der  Bogen  mifst  unter  diesen  Bedingungen  den  Winkel,  lieifst, 
er  würde  ihn  messen,  wenn  der  Winkel  im  Centrum  des  MaCskreises  mit  . 
seinem  Scheitel  liegen  ^vürde. 

m.  Lemma:  Wenn 

il  «  a  +  &  4- c -f  d 

iit  to  ist  j  ,  . 

g    .    o    I    c    ■  g 

T'™'T'    2    »    2  2' 

und  wenn  .      ,  , 

—  6  +  c, 

^  _  2c  _  6  _  c 
2         2         2  2 

Diese  Beziehungen  werden  für  die  folgenden  Theoreme  von  Arnauld  mit 
sehr  groiser  Gewandtheit  gehandhabt. 
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Im  vierten  Lemma  werden  die  SStze  Aber  die  Winkelsumme  im  Drei- 
eck und  den  AuDsenwinkel  noclunals  in  Erinnerung  gebracht. 

Zunächst  werden  die  Peripheriewinkel  eingeteilt  in  vier  Arten.  Sie  sind: 

1)  Der  Sehnen-Tangentenwinkel, 

2)  ein  Peripheriewinkel,  dessen  einer  Schenkel  Sehne,  dessen  anderer 
Verlängerung  einer  Sehne  über  den  Kreis  hinaus  ist, 

3)  der  eigentliche,  durch  zwei  Sehnen  gebildete  Peripheriewinkel, 

4)  ein  Peripherie winkel,  dessen  beide  Schenkel  Verlängerungen  V(H1 
Sehnen  sind. 

Arnauld  will  sie  in  drei  sehr  einfachen  Sätzen  erledigen,  wovon  die 
beiden  letzteren  eigentlich  nur  Corollare  des  ersten,  alle  aber  so  frachtbar 
seien,  dafs  daraus  viele  wichtige  Sätze,  besonders  auch  über  Proportionen 
von  Strecken  als  einfache  Corollare  sich  ergüben,  welche  die  frühere  Ele- 
mentargeometrie nur  auf  höchst  mühsamen  Umwegen  habe  beweisen  können. 

Die  Wihkd  gweif^  Art  habe  überhaupt  vor  ihm  nodt  niemand  bäracktd. 

Der  Sehnen-Tangentunwinkel  heifst  angle  du  segment,  angvim  segmenti. 

Der  eigentliche  Peripheriewinkel  angk  dans  le  segment,  angulus  in 
8egmento. 

Die  beiden  Abschnitte,  die  durch  eine  Sehne  am  Kreis  erzeugt  werden, 
päit  Segment  und  grand  Segment. 

Ein  in  ein  Segment  eingeschriebener  Winkel  {.^nguhis  in  segmenUf* 
dieses  Segments)  stützt  sich  {est  appugi)  auf  den  Bogen  des  gegenüber- 
liegenden Segments. 

I.  Theorem.    Der  angulus  segmenti  wird  gemessen  durch  die  Hälfte 
des  Bogens  seines  Segments  (d.  h.  desjenigen,  gegen  weklie»  hin  der  Tau- 
gentenschenkel gerichtet  ist). 

Beweis.  Der  angulus  segmenti  sei 
mFG  und  hK±FG\  femer  Pc±K  K 
und  deshalb  Pe  +  FG.  Der  Durch- 
messer kK  hälftet  die  Bogen  der  beiden 
Segmente  FG  xmdGF;  Winkel  Fck  wird 
gemessen  durch  Bogen  kF,  Winkel  FcK 
dnrdi  Bogen  FK. 

Wenn  also  -^mFG  =  ^Fck,  so 
ist  der  Satz  richtig. 

Zunächst  ist  ^  PcF  =  ^  cFG  als 
innere  Wechselwinkel  (a//emes)  zwischen 
Parallelen.  Femer  Winkel  mFc  =  R ;  ebonso  kcP.  Zieht  man  auf 
beiden  Seiten  die  gleichen  inneren  Wechsohrinkcl  ab,  so  folgt 

^mFG  =  ^):,  Fck  ;    4.  e.  d. 
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Fig.  0. 


Ebenso  führt  man  den  Beweis  ftr  den  anguhu  segmeiUi  des  gegenftber- 
liegenden  Segments»  nnr  addiert  man  dort  die  inneren  WechselwiukeL 

1.  CoroUar:  Der  angniku  semieireiiU  ist  ein  Rechter. 

S.  Corollar:  Wenn  awei  Kreise,  die  ineinanderliegen,  sich  berflhren, 
80  sttttat  jede  Sehne,  die  vom  BerBhrongspnnkt  nach  der  Peripherie  des 
grOHseren  Bjreises  hingeiogen  wird,  in  beiden  Kreisen  fnroportional  gleiche 
Bogen;  denn  diese  messen  beide  denselben  Winkel 

IL  Theorem.  Die  Winkel  sweiter  Art  werden  gemessen  durch  die 
Snmme  der  SDÜften  der  Bogen,  welche  der  eine  Schenkel  und  die  Sehnen- 
verlingemng  des  andern  Schenkels  stütsen. 

Beweis.  Man  sieht  in  JT  die  &eisp 
tangwite  mii.  Dann  aorOllt  der  betrachtete 
Winkel  FKG  in  die  beiden  Winkel  FEn 
und  nKG,  Setst  man  an  Stelle  Ton  FKn 
seinen  Schatelwinkel  mJTD,  so  hat  man 
den  gegebenen  Winkel  FKQ  in  zwei 
angtiU  8^gmmH  serlegt  Diese  werden  ge- 
messen: -^mKD  durch  |itZ>  und  ^nKG 
durch  \GKy  also  der  gegebene  ^FK0 
durch  ^[Gk  -f-  KJ)]\  q.  e.  d. 

Als  Corollar  folgt  der  Sats  von  der  Gleichheit  von  Peripheriewinkeln 
Aber  demselben  Bogen.  Er  wird  mit  Hilfe  des  Torhergehenden  Hanptsatses 
Ar  ibre  Nebenwinkel  bewiesen. 

m.  Theorem:  SM  mjfie  dama  mm  $^mmii  a  p<mr  mesure  la  moUiä  de 
Vare  du  tegm&U  ogposd  (der  Peripheiiewinkel  ist  gleich  der  HKlfte  des  in- 
gehörigen  Centriwinkds). 

Beweis.  ]fan  sieht  wieder  die  Tangente  im  SdieiteL  Die  'Vt^nkel 
ttber  derselben  sind  in  Summa  «  2B;  die  beiden  Mtguli  atgmmli  rechts 
und  links  werden  durch  die  Summe  der  HftUtrai  der  Bograi  über  den 
Sehenkeln  des  tmgutm  in  segmento  gemessen.  Das  tfab  aller  drei  Winkel 
ist  der  Halbkreis,  also  bleibt  fBr  den  dritten  l^^nkel  nach  Lemma  HI  die 
H&lfke  des  noch  flbrigen  Bogens  d.  h.  deqenigen,  Uber  dem  er  steht 

Durch  Verlingerung  des  einen  Schenkels  des  angtdm  m  Hgnmto 
konnte  man  den  Beweis  auch  nach  dem  swdten  Hanptsatse  ftthren. 

Der  dritte  Hauptsatz  wird  in  siebzehn  Corollaren  niher  ansgefBhrt; 
wir  heben  folgende  herTCar: 

5.  Oorollar:  Berflhren  sidi  zwei  Kreise  innerhalb,  und  gleht  man  vom 
BerOhrungspunkt  aus  im-  grOfteren  zwei  Sehnen,  so  mnd  die  zwischen 
beiden  liegenden  Bogen  beider  Kreise  proporticoid  gleidi;  denn  ihre  HllHen 
messen  denselben  WinkeL   Dasselbe  findet  statt,  wenn  das  Centrum  des 
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xweitm  Ki-eises  auf  der  Peripherie  des  ersten  liegt,  doch  gilt  die  Beziehung 
dann  swischen  dem  Bogen  des  zweiten  und  der  Hälfte  des  Bogens  des 
enteren. 

8.  GoroUar:  Alle  aHgtdi  in  segmetUo  eines  Segments  sind  gleidi  dem 

OM^hIms  seffmenti  des  gegenüberliegt  nden. 

9.  Corollar:  Der  Winkel  im  Hallikn  is  ist  ein  rechter. 

10.  Corollar:  Die  Smume  je  zweier  aMguU  m' segmmto  gegenfiber- 
Uegender  Segmente  sind  gleich  2R. 

13.  Corollar:  Die  Hälfte  der  Basis  eines  angidus  in  segntmio  ist  sein 
Sinus,  wenn  er  q[»itB,  der  seines  Complemmits  (bei  Arnauldl),  wenn  er 
stumpf  ist. 

14.  Corollar:  Man  sagt,  ein  SegmMit  fafst  einen  Winkel  (est  cajmble 
(Vun  id  ansße)t  wenn  alle  atiffttU  m»  segmento  dieses  Segments  jenom  Winkel 
gleich  sind. 

15.  Corollar:  Der  Halbkreis  fabt  den  rechten  Winkel. 

16.  Corollar:  Wenn  man  von  der  Spitze  eines  W^inkels  eine  (ierade  nach 
der  .Mitte  der  Basis  zieht,  und  diese  Verbindungsstrecke  gleich  der  Hälfte 
der  Basis  ist,  s  i  ist  der  Winkel  ein  rechter. 

17.  Corollar:  Wenn  zwei  gleiche  Sehnen  sich  schneideUi  SO  ist  je  ein 
Abschnitt  der  einen  je  einem  .\bschnitt  der  andern  gleich. 

Es  folgen  fünf  Aufgaben,  eine  weitere  Tangentenkonstruktion  für  den 
Kreis;  die  Au%abe,  ein  Segment  an  geL'i^enoni  Kreise  abzuschneiden, 
welches  einen  gegebenen  Winkel  falst.  Sie  wird  mit  Hilfe  einer  beliebigen 
TtU^pente  und  der  Seime  im  BeHlhrungspunkt,  Avelche  mit  der  Tangente 
den  gegebenen  Winkel  bildet,  auf  Grund  des  H.  C'orollars  gelöst.  Die  fünfte 
Aufgabe  heifst:  Man  kennt  die  Abst&nde  dreier  Punkte  a,  b,  c  und  von 
einem  vierten  weük  man,  nach  welcher  Seite  er  liegt;  man  kennt  femer 
die  Winkel  exa  und  axb\  der  Punkt  x  ist  zu  konstruieren. 

Lösung:  Man  konstruiere  über  ac  den  Hogen,  welcher  den  Winkel  exa^ 
über  ab  denjenigen  Bogen,  welcher  axb  falst;  der  Schnittpunkt  dieser 
Bogen  ist  der  gesuchte  Punkt 

Der  zweite  Abschnitt  von  IX  behandelt  die  Winkel,  deren  Scheitel  im 
Kreise  liegt,  ohne  mit  dem  Oenti-um  identisch  zu  sein. 

Man  verlängere  die  Schenkel,  sodafs  man  es  mit  swei  sich  schneidenden 
Sehnen  zu  thun  hat. 

IV.  Theorem:  Ein  Winkel,  der  durch  den  Dtirchsi  hnitt  zweier  Sehnen 
gebildet  ist,  wird  genio^sen  durch  die  Summe  des  halben  Bogens,  fiber  dem 
er  steht,  und  des  halben  gegenüberliegenden  Bogens. 

Beweis.   Betrachten  wir  -^fKff. 
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IKete  sind  aber  aHguU  in  uigumio  und  werden  gemeeeen:  ^cfd  dnreh 
\cd,  -^fdg  dnreh  \fi,  also  ^fKg  dnreh  {[eS  +  Z^' 

Der  dritte  Abschnitt  dieses  Buehes  bandelt  ^ 
▼on  den  Winkeln,  deren  Scheitel  anlserhalb  des         y'T^^  ^/^^^N^ 
Mmbkreises  liegt  /  /    y^f^  \ 

Die  Schenkel  eines  soldien  Winkels  kOnneu      /  /  '  y<  \ 

1)  entweder  beide  den  Krds  sdineiden,        [  //^ 

2)  oder  beide  den  Bjreis  berfihren,  /*r^  f 
8)  oder  der  «ne  ihn  schneiden,  der  andre      \  / 

ihn  berflhren. 

Der  erste  nnd  zweite  IUI  wird  durch  das 
Theorem  T  snsammengega&t   Es  lautet:  Der 

Winkel  nnter  1)  nnd  2)  wird  dnrdi  ^e  Differenz  der  HSlflen  der  (inbesng 
auf  den  Sdieitel)  konkaven  und  konvexen  zwischen  den  Winkelschenkeln 
liegenden  Bogen  des  Besngskreises  gemessen. 

Beweis  von  1).  Der  betraditete  Winkel  sei  fKg.  Zieht  man  die 
Hilfssehne  ,  so  ist  nach  dem  AuAenwinkelsatz  ^  fKg  »  ^  fdg  —  ^  Kfd^ 
diese  beiden  Winkel  sind ^er  anngvU  in  segmento^  also  ist  Winkel  fKg  zu 
messen  durch  Bogen  j[fg  —  Sei 


Tis-  9,  vig.  e. 


Beweis  von  2).  Der  Winkel,  deesen  Schenkel  Tangenten  sind,  sd 
wieder  durch  fXg  beieiehnet;  man  veriBngere  Kg  über  g  hinaus;  dann  ist 
^fEg^ '^hgf—'^gfK^  dann  ist  der  gegebene  Winkel  in  die  Diffe- 
renz zweier  oMj^wft  atgmm/H  zerlegt  und  wird  entsprechend  -^fKg  durch 
ilfi  —  fff]  gemessen. 

Nicht  ohne  Interesse  ist  das  folgende  "VL  Theorem.  Ein  Winkel  habe 
seinen  Scheitel  anlherhalb  des  Besngskreises;  wenn  der  eine  Sehenkel  den 
Kreis  sdmmdet  und  in  dem  Endpunkt  eines  Durehmeesers  ihn  wieder  ver- 
libt,  auf  welchem  der  andere  Schenkel  senkrecht  ist,  welch  letzterer  den 
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Kreis  schneiden,  berühren  oder  ganz  anlserhalb  liegoi  kuiB,  so  wird  der 
Winkel  gemessen  durch  die  HUfte  des  Bogens,  weldien  d«r  Absdmitt 
des  enteren  Winkelsohenkels  sMtrt  und  zwar  des  Ueineren  Bogens.  Der 

Sati  wird  auf  vier  ArtsD  beiwieseui 
mn  za  zeigen,  wie  TeiMideden  nun 
die  Msber  abgleiteten  Besnltate  be- 
nfttsen  kann. 

Wir  geben  dm  dritten  Beweis  wieder. 
Der  betrachtete  ^ikel  sei  Winkel 
oder  die  ihm  gleichen  Winkel 
oder  "^n.    Man  ziehe  die  Hilftlinie 
cd  J.  Kfff  dadaroh  entstehen  die  beiden 
gleichen  Bogen  cK  nnd  Kd.  Der 
Winkel  bei  e  ist  aber  gleich  den  "Winr 
kehl  bei    m  oder  fi  als  Scheitelwinkel 
ihrer  ottemss  (innere  Wecihselwinkel 
sehen  Parallelen),  der  Winkel  Ked  wird 
aber  als  migidnB  m  »egmmto  gemessen 
durch  \Kd\  also  die  ihm  erstehen 
<^  Klf^  ^  Kmg  und     Knh  durch  die  Hftlfte  von  Bogen  cJT. 

Die  Winkel,  deren  SdiMikel  Tangenten  sind,  werden  nochmals  wieder 
aufgenommen.   Sie  werden  an^^  wreomer^^  genannt 

Das  yn.  Theorem  &bt  ihr  Mafs  in  andere  Worte:  Es  ist  dasselbe 
gleich  dem  halben  Mabkreis  minus  dem  konvexen  Bogen  zwischen  den 
WinkelBchenkeln. 

Daran  schlieben  sich  sechs  Corollare. 

Der  sechste  heiM  beispielsweise:  Die  demselben  Kreise  umschriebenen 
Winkel  sind  gleich,  wenn  ihre  Scheitel  gleichweit  vom  Cenftmm  entfernt  sind. 

Den  8chlu&  des  Buches  IX  bildet  eine  hflbsche  T^elle  der  betrachteten 
Winkel  und  ihrer  Halse  durch  die  Bogen  des  Besugskreises  je  nach  ihrer 
Lage  zu  demselben.  Da  wir  die  onselnen  Theoreme  wiedng^geben  haben, 
glauben  wir  von  der  Beprodnktion  der  Tabelle  absehen  zu  dlliftn. 

Im  X  Buche  ist  die  Bede  von  den  Pn^orbonen  von  Strecken.  Da 
dieselbe  von  den  Parallelen  nnd  Winkeln  abhSngt,  kann  sie  erst  hier  in 
ungezwungener  Weise  erörtert  werden.  ■ 

Voran  gehen  sehn  Hilfinätze.  Die  Definition  des  ebsncik  Parallel- 
raumes,  des  dkm  Baumöl  werden  in  Erinnerung  gebracht.  Winkel 
sollen  fthnlidi  heil^,  wenn  sie  fßmtk  sind  und  je  einer  dar  Winkel  an 
der  Basis  des  einen  je  einem  an  der  Basis  des  anderen  gleich  ist 

Zwei  Strecken  sind  ,firqportiomUe^  zweier  andern,  wenn  sie  die  Ante- 
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oedmten  bilden  und  lelitera  die  Coii8eqii«n.teii  der  Fkoportion.  Wir  JOatm 
PunUelnHiiii  im  Folgenden  inuner  dnrdb  PB 

Wenn  xwei  Strecken  in  swei  PB  gleiohgenelgt  sind,  veilialten  rie  sich 
wie  die  Lote  dieeer  PB  nnd  die  äoigimma  du  perpmdieule  stehen  im 
gleiehen  YeriilUiiii. 

Ben  Beweis  fthrt  Arnauld  wieder  mit  Hilfe  der  oügiwtef  patnOkB, 
indem  er  das  Lot  des  einen  Banmes  in  belieing  fiele  gleiche  x  teilt  nnd 
doreh  Parallelen  sn  den  Grensen  des  PB  dnrdi  die  Teilpankte  beliebig 
viele  sehr  kkine  PB  eriUÜt,  die  nnter  sidi  gleidi  rind.  Dadurch  lezilUt 
die  Transrersalstrecke  in  ebensoyiele  kleine  gleidie  Teile.  Denn  geht  er 
mit  dem  «  an  die  TeÜnng  des  Lots  des  awmten  PB;  nach  der  Definition 
für  PrqfKirtionen  finden  dann  die  behaupteten  drei  VerUltnisgleichheiten 
statt  Arnauld  ist  sehr  stob  aof  seinen  Beweis:  Jtond  je  ne  ero$  paa  gu$ 
jamm»  penaime  te  toU  oM,**  Aus  diesem  Pnndamentalsats  werden  die 
Proportionen  an  Transrerselstreoken  und  ihren  Abschnitten  zwischen  Parallelen 
hergeleitet. 

Das  n.  Thewem  enthllt  die  Proportionen  bn  Hhnliohen  Hf^nkeln  (Drri- 
ecken). 

Wir  finden  z.  B.  als  dritten  GoroUar  den  Satz:  Bei  ähnlichen  Winkeln 
(Dreiecken)  verhalten  sich  die  Basen  wie  die  zugehörigen  Höhen. 

Statt  von  ilhnlithon  Dreiecken  spricht  Arnauld  konsequent  immer 
von  Winkeln  mit  parallelen  Basen. 

Das  TIT.  Theorem  dieses  Buches  lautet:  Die  Schenkel  zweier  ungleicher 
Winkel  sind  gleichwohl  proportioniert,  wenn  je  ein  Winkel  an  der  Basis 
gleich,  im  andern  Paar  der  Winkel  au  den  Basen  einer  das  Complement 
des  ihm  entqtrechenden  ist. 

Der  Beweis  wird  mit  Hilfe  eines  anliegenden  gleichschenkligen  Drei- 
ecks getlihrt.  Als  zweiten  Corollar  des  drittem  Satzes  haben  wir  die  Be- 
hauptung, dafs  die  Halbierungslinie  eines  Winkels  die  Basis  in  zwei  Ab- 
schnitte teilt,  die  sicli  vi-rhalten  wie  die  ihnen  anliegenden  Schenkel. 

Den  Schlals  des  X.  Buches  bilden  die  Angaben:  Zu  drei  Strecken  die 
vierte  Proportionale  su  konstruieren  und  eine  gegebene  Strecke  in  gleiche 
TeUe  zu  teilen. 

Das  XL  Buch  ist  fibersduieben:  Des  Ugtm  rseiprognes;  es  birgt  «oiige 
interessante  Sitae.  Arnauld  selbst  sagt:  Ce  Hvre  ey  stra  eneore  äe 
la  Proportion  des  lignea  et  eontiendra  plusieure  ehoses  nouvelles 
que  Von  jugera  peutestre  plus  helles  et  plus  g6nirales,  que  tout 
ee  qu*on  a  trouvS  jusques  ieg  sur  eette  matHre  des  proportions, 
en  ne  se  servant  que  des  lignes  droites  et  des  eereles. 
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Zwei  Streckoi  sind  reziprok  zu  zwei  andern,  wenn  sie  die  inÜMireB 
Glieder  einer  Proportion  bilden  und  das  zweite  Paar  die  inneren. 

Den  eigentlichen  Lehrsätzen  geht  die  Definition  antiparalleler  Basen 
desselben  Winkels  vorher.  Arnauld  unterscheidet  drei  Anordnungen: 
1)  Getrennt  zwischen  den  Winkelschenkeln  verlaufende,  2)  sich  kreuzende, 
8)  antiparallele  Basen,  welche  einen  gemeinschaftlichen  Endpunkt  besitzen. 

Zum  Ausgangspunkt  aller  Beweise  dieses  Buches  dient  der  Fundamental» 
sats  yon  X.  Um  sich  nicht  zn  verwirren,  hat  man  als  ersten  und  dritten 
Term  immer  die  im  gleichen  PB  liegenden  Transrersalstrecken  anzusetzen 
und  als  ersten  und  zweiten  die  gleichgeneigten  in  verschiedenen  PBb 

I.  Hauptsatz.  In  einem  Winkel  mit  zwei  parallelen  Basen  ist  ein 
ganzer  Sdienkel  und  sein  durch  die  zweite  Basis  gebildeter  Absohnitt 
(gegen  den  Scheitel)  reziprok  zum  ftndem  Schenkel  und  dessen  entsprechen- 
dem Abschnitt 

Wir  geben  von  den  Beweisen  den  der  zweiten  Anordnung. 

  Beweis:   7  und  ^  liegen  im 

gleichen  PR,  der  A  heiAen  möge;  P 
und       im  gleichen  Parallelraum  J7, 
also»  da  T  und  ^  in  ihren  Parallel- 
'^J     rftumen  gleichgeneigt  sind  und  JP  und 
...X       e^  ebenso  in  den  Biumen  A  und  £, 

/  J  :  (sT  =  <3^  :  P. 

n.  Hauptsatz:  Wenn  iweiSeheitel- 
winkel  antiparallele  Basen  besitzen,  so 
sind  die  Abschnitte  des  einen  Schenkels,  die  durch  den  andern  gebildet 
weiden,  reziprok  zu  den  Abschnitten  des  andern  Schenkels. 

Im  folgenden  wird  der  Plan  des  ganzen  XL  Buches  entwickelt  Es 
soU  ach  um  die  Aufstellung  von  Paaren  reziproker  Strecken  handeln. 

Dazu  sind  immer  antiparallele  Winkelbasen  notwendig.  Kennt  man 
also  einen  allgemeinen  Weg  zur  Herstellung  solcher,  so  bereitet  die  Sache 
keine  Schwierigkeiten.  Dazu  verwendet  Arnauld  einen  Sjreis,  ohne  welchen 
man  ja  auch  die  mittlere  Pkoporttonale  zwischen  zwei  gegebenen  Strecken 
nicht  auffinden  kann* 

Dabei  sind  die  HOglicbkeiten,  dab  der  Scheitel  des  Winkels^  welcher 
antiparftUele  Baaen  bealtst, 
1)  auf  dem  Kreise, 
S)  aulMialb, 
3)  innezbalb  desselben 

liegt 
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Notwendig  sind  dun  die  Säise  flW  die  ai^uU  spgmmU,  m  te^ 
manio  n.  s.  w.  des  DL  Buehes;  dieselben  werden  deshalb  als  Lemmea  noch- 
nuÜ8  hieriiergestoUl 

Arnauld  will  aioli  im  folgenden  niebt  datnifc  begnUgen,  dab,  wenn 
je  ein  Winkel  an  antiparallelen  Baam  gleidi  iat,  auch  nach  dem  Sats  von 
der  Winkelramme  im  Dreieck  der  andere  Übereinstimmen  mub,  Mmdem  er 
will  für  jeden  den  Nachweis  positiv  erbringen.  Sbeuo  immer  ohne  Mittel- 
glied direkt  nachweisen,  dab  xwei  Paare  (Mfuriret)  von  Strecken  sn  ein- 
«nder  twagxfik  sind,  nm  daran  qtesiell  den  Vonag  des  direkten  Beweises 
zu  erkennen. 

Hier  sohliebt  sidi  in  der  Ausgabe  yon  1667  ein  Sats  an,  dem  Ar- 
nanld  den  Namen  „Uteonme  emomaf*  giebt 

fJH»  Sdimkd  ema  eingeaehnebefim  TFi»- 
kds  ainä  retiprok  m  der  8dme  auf  dar  Hdir 
himmgOimB  diese»  Wmküs  und  deren  AbBdmitt 
gwieehen  SdnäA  und  Baaia  des  emigeedmümen 

Beweis:  KkB  ist  nieht  nmr  gleich, 
sondem  anch  Shnlu^  dem  Kk$*^  denn 
kE$ ;  =■  hK$  als  Peripheriewinkel  Aber 
demselben  Bogen  und  -^keE  wird  gemessen 
(nach  Bnoh  IX)^diirch  \(1bE'^K$)  nnd  '^K$k  dnrch  (ftJT;  da  aber 
hK^hE-i-  EK  nnd  EK  »  A  ist,  so  wird 

also  auch 

also  nach  dem  ersten  Satxe 

kE:kK^keikg. 

[Um  die  antiparallelai  Basen  vor  sich  ni  haben,  hStte  man  nur  mn 
die  Winkelhalbierende  mnzuklappea.] 

Der  allgemeine  Fall,  dab  der  Schmtel  auf  der  Peri|Aerie  liegt,  er- 
fordert die  Hinsnnahme  einer  geraden  Linie.  Dadurch  ergiebt  sidi  ein 
aüffememer  Saig,  wdekar  vidUkht  der  sehöneU  wtd  umfassendsU  «6er  Pro- 
porütmen  von  Strecken  sei: 

„Zieht  man  vom  Endpunkt  eines  Durehnteasers,  weHeher  senkretM  ist  m 
einer  Geraden  y,  welefte  Armetfs  den  Kreis  sekneidet,  heriikrt  oder  amfser' 
keitb  Hegt,  Oerade  me^  der  Geraden  y  Mit,  so  sind  eUe  diese  Geradm, 
d,k,  die  Strebten,  «Me  von  der  &reisperipherie  oder  wm  jf  hegrenä  werden, 
tmd  ikre  Absdinitte  gegen  den  Endpunkt  des  Durekmessers  Mn,  tedtke  durek 
P  heew,  die  Kreieper^^kerie  g^ildä  werden,  resiprok  tu  jeder  von  iknen  und 
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und  deren  entsprechenden  Absc/initt,  und  mUÜere  Proportionale  zwischen  einer 
solchen  Sirecke  und  jenem  Abse/mitt  itt  die  Strecke  des  BUtcMe  muh  dem 
Se/mU^^utikte  hin  der  Geraden  y  und  des  Kreiset.** 
Arnauld  unteraoheidat  jene  drei  F&Ua: 

1)  y  ist  Sekante, 

2)  ist  Tangente, 

3)  ff  verläuft  ganz  aufserhalb. 

In  l)  unterscheidet  er  wieder  drei  ünterfallo: 

»)  swei  Strecken  wefden  veiifliolien,  die  beide  nunt  Ton  y  getrofiim 
werden. 

b)  zwei  solche,  die  jmMtt  den  Kreis  schneiden; 

c)  die  Kombination  von  zwei  Strecken  der  beiden  Arten, 
aodaft  man  fttr  1)  die  figuren  hat: 


Wtg.  18. 


Es  wird  nun  nachgewiesen,  dafs  immer  die  Basen  cd  und  fg  antiparallel 
sind;  und  infolgedessen: 

Kf :  Kd  ==  Kg  :  Kc, 

Im  Satze  Kfi  KE  —  KEiKc  sind  wieder  Ef  nnd  Ee  antipamllale  Basen. 
(Kg.  O 

Für  2)  und  8)  ergeben  sich  nachfolgende  Fignren. 

In  der  ersteren  ist 
der  Dnrdimesaer  f selbst 
mittlere  Proportionale  swi* 
sehen  Ke  und  Kf  oder 
Kd  und  Kff.  Die  Basen 
Ef  nnd  Ee^  sowie  cd 
nnd  fff  sind  wieder  anti- 
parallel. 

AndkiemSattetatwoM 
Arnauld  Eigmhmimekt. 
Wir  gehen  nun  zweiten  Fklle  fiber:  Der  Dnrehschmttspnnkt  der  beiden 
Oeraden  liegt  anfiwrhalb  des  Kreises. 
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Das  V.  Theorem  entliftlt  den  Sekantenaatx. 

Beweis:  cg  nnd  df  sind  antiparallel,  denn  'ip^fmm^g  ^  Peripherie- 
winkel aber  demselben  Bogen,  '^heg  aber  ist  gleich  hdf\  denn  beide 
werden  gemesBen  dojreh  \{gd  -\'dC'\-ef)  naeh  Buch  K,  aho  sind  cg 
und  df  antiparallel  und  kfikg^hdi  he. 

Anf  gleiche  Weise,  mit  Hilfe  des  Antiparallelseins  der  eE  und  fE, 
wird  im  VI.  Theorem  der  Tangentensati  bewiesen. 

Beweis:  ^KfE  wird  gemessen  dnrdi  jEe\  dieser  Bogen  bildet 
aber  aooh  das  tfaft  des  anffiOns  segmmH  KEe\  und      KEf  besitait  als 


Vif.  IB.  Vff.  1«.  Kg.  17. 

M;ifs  ^\_Ec  -\-  cf];  ein  Bogen,  der  auch  Mafs  des  Winkels  KcE  ist,  also 
fi;  und        antiparallel  und  Kf'.KE^  KE-.Kc. 

Das  VTL  Theorem  lehrt  und  heweist  den  Sehnensatz,  cg  und  df  sind 
antiparallel,  also  Kf :  Kg  =  iTt^ :  JTc.  Wir  haben  hier  den  dritten  Fall, 
wo  der  ?rbnittpnnkt  innerhalb  des  Kreises  liegt. 

VIII.  Theorem.  Wird  eine  der  Sehnen  halbiert,  so  ist  ihre  HKlfte 
mittlero  Proportionale  zwischen  den  Abschnitten  der  andern. 

Das  IX.  Theorem  bringt  die  drei  S&tae  über  die  mittleren  Proportio* 
nalen  am  rechtwinkligen  Dreieck. 

Das  X.  Theorem  lautet:  Wird  die  Hypotenuse  eines  rechten  Winkels 
durch  eine  Senkrechte  gesdhnitten,  welche  auch  einen  Schenkel  schneidet, 
so  ist  die  ganze  Hypotenuse  nnd  ihr  Abschnitt  gegen  jenen  Schenkel  hin 
reziprok  /u  diesem  Schenkel  nnd  seinem  Abschnitt  gegen  die  Hypotenuse. 

Das  letzte  Theorem  dieser  Art  ist  die  ümkehrung  der  bisherigen  und 
.  lautet:  Hat  ein  Winkel  zwei  Basen  und  stehen  die  Schenkel  bezüglich 
dieser  Basen  in  Proportion,  so  sind  die  Basen  parallel  oder  antiparaUeL 
Es  folgen  Aufgaben  über  die  ytnhergehenden  Theoreme,  z.  B.  wenn  man 
die  drei  ersten  Strecken  einer  geometrischen  Progression  kennt,  die  übrigen 
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bis  ins  Unendliche  zu  konstruien-n.  Die  g»'gel)eneu  drei  Glieder  seien  Kc^ 
KLy  Kd,    Man  errichtet  über  Kd  einen  H&lbkreis,  trair<'  Kc  von  K  aus 

auf  A'(/  ab,  errichte 
in  c  eine  Senk- 
rechte; verbinde 
KL  durch  eine  un- 
endliche Geiade  x; 
die  VerlÄngerung 
von  Kd  sei  jej  dann 
errichto    man  ab- 

^         d  /'   jf  ß  wechselnd  in  d  auf 

f,  in  m  a\ii  x,  \n 

f  wieder  auf  z  u.  s.  w.  oiiio  S.  nkre(  hte.  A'/,  Ä«,  A'^/'  in  inf.  sind 

die  weiteren  Glieder  der  Prugression. 

V.  Aufgabe.    Eine  gege1)ene  Strecke  nach  dem  goldenen  Schnitt  {en 
moyemie  et  extrime  raison)  zu  teilen. 

das  SB  heilM  meikme. 

Man  beschreibe  mit  ~  als  Radius  einen  Kreis;  nachdem  man  im  End- 
punkt eines  J  »urrlnnessers  eine  Senkrechte  gleich  //  errichtet  hat,  ziehe  man 
durch  den  andern  Jundpunkt  von  b  eine  Dorchmessersekante.  Ihr  Abschnitt 
aofserhall)  sei  x. 

Die  ganze  Sekante  i&i  x         b  ist  Tangente,  also: 

h  :  « HB «  ^  5  :  b  (permukmäo) 
h      X  :  x  =  X  :  b  (dividendo). 

Wom  man  einer  so  geteilten  Strecke  ihre  Mediane  anfügt,  eihilt 
man  wieder  eine  im  ftnÜMiii  and  innem  Verhlltnis  geteilte,  deren  Mediane 
die  unprOngliche  Strecke  ist 

b  —  X  :  «  —  Jt:6 

h  :  X  =  X  -\-  h  :  b  {cvmpcficpidojy 

also  ist  6  -|-  3^  durch  h  nach  dem  goldenen  Schnitt  geteilt. 

Auch  teilt  der  kleinere  Abschnitt,  die  Mediane  (den  gröDseren)  einer 
!«o  geteilten  Strecke,  wieder  „en  moyerme  et  exhrSme  raison"]  der  kleinere  . 
Abschnitt  möge  jr  heillMn,  die  Mediane      die  ganse  Strecke  b.    Zu  be- 
wmsen  ist: 

X  —  y  :  y  =  y  : 
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Man  hatte  aber 

y  :  X  =  X  :  y  -\-  x 

permuiando  .  y  _  y  _|.  ^  .  ^ 

divideitäo  x  —  y  :  ff^jf  :  x. 

Hat  mau  also  oinc  so  geteilte  Strecke,  so  kann  man  daraus  eine 
OO  Menge  gröfserer  und  klfineror  «'lioiiso  getcilt+'r  ableiten. 

Das  sei  ein  neuer  und  sehr  schöner  Beweis  tiir  die  Teilbarkeit  einer 
Strecke  ins  Unendliche. 

Hier  hat  Arnnnld  in  schöner  Weise  die  fünf  Jahre  vorher  durch 
Pascal  entdeckte  Methode  der  rollständigen  Indidtion  gelinndhuht}) 

Die  sechste  Aufgabe  heifst:  Wenn  man  die  Lauge  der  Schenkel  eines 
Winkels  kennt,  welcher  die  Hälfte  eines  jeden  Winkels  au  der  Basis  sein 
8<^  die  Basis  zu  konstruieren. 

LSsung:  Man  beschreibe  mit  der  gegebenen  Sohenkellänge  ah  Hadius 
einen  Kreis  und  teile  den  Radius  nach  dem  goldenen  Schnitt.  Die  Kreis- 
sehnCf  welche  gleich  dem  gröfaeren  Abschnitt  des  Radius  genommen  wurde, 
ergiebt  die  verlangte  Basis.  Also  die  Konstruktion  der 
Zehneckseite. 

Beweis:  Es  sei  c  der  Teilpunkt  des  Radius;  man 
verbinde  c  und  d\  man  hat  nun  nachzuweisen,  l)  daTs 
^  ÜC  =      c<i6 ;  2)  dafs  <)C  cd6  =        hdK  ist. 

Ex  construct.  ist  hcihd^hdx  hK^  also  sind  die 
beiden  Basen  cd  und  Kd  des  b  antiparallel  und 
folgüch  -^K^^hdc. 

3)  Die  Abschnitte  he  und  eK  der  Basis  hK  des 
Winkels  hdK  verhalten  sich  wie  die  Schenkel  dieses 
Winkels,  da  JT«!  —  JPd  und  hd^eK  ist;  also  ist  Winkel  hdK  halbiert 
durch  ed. 

Den  Schlttft  des  XI.  Buches  bfldea  einige  Beispiele  inkommouRirabler 
Streckep. 

1)  Seite  und  Hypotenuse  im  gleichschenkligen  rechtwinkligen  Dreieok. 

2)  Wenn  die  Hypotenuse  und  eine  Kathete  sich  wie  xit  (ganze  Zahlen) 
veihalten,  adl  man  beurteilen,  wann  das  Veihlltnis  der  Hypotenuse  und 
der  andern  Kathete  rational  ist  Die  Beseichnungen  entnehmen  wir  ans 
der  Figur 


1)  Nach  brieflicher  Mitteilung  von  Prof.  O.  Vacoa  in  Tarin  an  Herrn 
Geh.  Hofrat  Cantor  besafa  Maurolycus  schon  1676  die  voUstftndige  Induktion 
ala  Methode  nnd  erkannte  voll  deren  Wert. 

Abb.  I.  0«wb.  d.  nwUi.  WiuaiiMh.  XIV.  19 
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-y^  h  ,c  ,k  und 


h 


e 


also 


k 


ferner 


h  —  h 


also 


oder   h :  / 


ist  also   JT'  —  e'   Quadrat/.a)il,    dann   verlialtoii    sich   h   und  /  wie  zwei 

  (^ua'lral/ahlt'ii  zu  einander  und  dann  ist  h  und  d 

y'"'^  küuimoiisiiialiel. 


Figuren  im  allgemeinen  liinsii  htlieli  ihrei"  Win- 
kel und  Seiten.  Wir  haben  Arnanids  Begritt'  der  Figur  schon  üIm?u 
keuuen  gelernt,  <lie  Seiten  sind  ihm  I^egrenzung. 

Inbe/iig  auf  dieselben  hat  mau  einzuteilen  in 

1  )  rrctiHnttrü 

2)  riirt  ili</nis  I  kruuunlinige) 
3  )   wijli'S  ( geniisr-htlinigo). 

Arnauld  macht  hier  auf  eine  Art  DualitiU  aufmerksam:  ein  Winkel 
erfortlert  zwei  (Jerade;  an  einer  Seite  der  Figur  liegen  zwei  Winkel. 

Die  gei-adlinigen  Figuren  unterscheidet  er  in  solehe  ..*////  i>nt  (/ni'l<itu' 
an(//f  rrnttitnC',  das  sind  \'iele<-ke  mit  einspringendem  Winkel,  und  andere 
ffäont  Ions  Its  an(f/rs  sont  siii/hnüs". 

I.  'i'heorem:    Jedes  n   Kek  kaiui  in  >i  —  2  Dreiecke  aufgelüül  werden. 

II.  Theorem:  Die  Summe  di  r  W  inkel  im  ;/  Kek  ist  i  '2  n  1  )  Keehten  gleich. 
Die  Figuren   w  erden   eingeteilt   in  ..i  ijuiuHfili's"  und  „lynHati  n .'<" .  Die 

mit  beiden  besonderen  Eigenschaften  heiisen  „regulUrfs"\  dazu  gehört 
der  Kreis. 

Konprueiile  Figuren  lieifsen  Joiit-r<f(ilfs" .  Dieselben  >.\üd  ein  spezieller 
Fall  der  „si  iiil>iiih/rs".  l'iir  b't/tere  gilt  der  S;it/:  Die  Perimeter  ähnlicher 
Figuren  verhalteti  sieh  wi«»  liomulnge  Seiten  dersellien. 

Siml  die  Perimeter  zweier  Figuren  gleich,  so  heilsen  sie  .,mij)crimdrrs". 

Im  l'olgeiideii  werden  besondei-s  ein-  un<l  umgeschriebene  l'olvgoue 
untersucht.    Dafür  gilt  zunächst  der  Batz:    litte  figure  inscrMe  au  cercie 


A 


Kathete  iiiki III  1  mensurabel. 

|»en  ( ii'geiibtand  des  XTI.  llncbe>  liiiden  die 


'i)  Wenn  eine  Kathete   aliquoter  Teil  der 
Hv[»otenuse  ist.  so  sind  Hypotenuse  und  zweite 
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ne  sftturoit  &rt  equiangle  qit'efle  ne  atrit  rf/uilaterale  ow  absolument  ou  alter- 
naHvftnml;  et  m  ee  dtmier  caa,  ü  fant  que  le  nombre  des  eosteg  soit  pair. 
•  Bemerkeoswert  ist  im  Beweise  die  Wendong:  Cor  afin  que  .  .  .  il 
faut  ei  il  suffii  (ist  notwendig  nnd  hinreichend FOr  die  umgeschriebenen 
Figuren  gilt  der  Sats:  Eine  mngesehriebene  Figar  kann  nor  gleichseitig  sein, 
wenn  sie  zugleich  gleichwinklig  ist,  sei  es  absolut  oder  alternativ. 

Als  viert«!  Satz  finden  wir:  Jedes  regnlftre  Polygon  kann  einem 
Kreise  ein-  oder  umgeschrieben  werden.  Zum  Beweise  wird  durch  drei  Ecken 
der  Fignr  ein  Kreis  gelegt  nnd  nachgewiesen,  dafs  snocessive  die  Ver> 
bindnngastreoke  jeder  folgenden  Ecke  mit  dem  Gentrum  dieses  Kreises  dem 
Radius  desselben  gleich  sein  muTs. 

Es  wird  sodann  gelehrt,  wie  man  den  Polygonwinkel  einer  regulären 
eingeschriebenen  Fignr  bestimmt. 

Die  Geometer  betrachten  den  I&eis  als  reguläres  Polygon  unendlich 
grofser  Seitenzahl.  Der  Bogen  über  einer  Seite  ist  demnach  unendlich  klein, 
infiniment  petit.    Der  Polygonwinkel  ist  demnach  180*. 

Bemerkenswert  f&r  die  Frage  des  Ck>ntingeniwinkels  ist  hier  die  Stelle: 
Awsif  ü  est  vroff  que  Vangle  du  raion  sur  la  eirconferenee  d^un  eerde  esl 
droit  en  aa  mamere,  puisque  h  raion  eoupe  parpendieiäairemeHt  sa  eireonr 
ferenee;  et  que  H  cet  angie  (9t  plus  pdit  qu'un  droit  ee  Wcd  que  Vvspwe 
qui  est  eiUre  la  iamgeide  et  la  eirconferenee  qui  est  plus  päit  que  tout  an^e 
e^ffu  quoiqu'U  n'y  aü  point  <f  tngu  qui  ne  puisse  eslre  divisi  en  um 
infinit^  de  plus  petHs, 

Der  n&ehste  Sats  heifst:  In  zwei  regulären  «-Ecken  stehen  die  Radien 
der  ein-  und  umgesduiebenen  Kreise,  die  Perimeter  und  Seiten  (also  raion, 
raion  droU,  eirewU  und  eost^  im  gleichen  YeririUtois.  Als  zweiter  CoroUar: 
Kreisomiänge  veriialten  sich  vrie  die  betreffenden  Durchmesser. 

Htlbsch  sind  hier  wieder  die  Grenzbetrachtungen:  Car  plus  ees  pe^^ 
gones  ont  de  costeg,  moins  il  jf  a  de  d^ference  entre  la  eirconferenee  du 
cerde  et  leur  eireuU.  R  ainsy  quelque  petiie  que  soit  une  ligne  donnie, 
qnand  ee  ne  seroit  que  la  eentmilHSme  partie  de  Vipaisseur  d*une 
feuille  de  papier,  on  peut  eoneevoir  un  polygone  de  tant  de  eostez 
inserit  dans  Vun  et  dans  Vautre  eercle,  que  la  differenee  de  son 
cireuit  d*avee  la  eirconferenee  de  ees  eereles  sera  moindre  que 
eette  ligne  donnie, 

Or  de  quelque  grand  nomhre  de  eostee  que  soient  ees  polg^ 
gones,  leurs  eireuits  sont  toüjours  en  mSme  raison  que  les  diamäres, 

Done  on  döit  eondure  par  une  analogie  tris  certaine»  que  les 
eüreotnferemee»  sont  aussg  en  mime  raison  que  Us  diamdres. 

Für  die  Konstruktion  der  regulären  M-Ecke  giebt  Arnauld  die  Regeln: 

19* 
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1)  Kann  man  die  n-Eckseite  konstruieren,  so  kann  Tuaii  os  auch  für 
die  V»- Eckseite;  wo  die  v  von  »  =  2  an  in  geometrischer  Progression 
des  Quotienten  2  aufnnander  folgen. 

2)  Kennt  man  die  Konstruktion  des  eingesehriebenen  «-Ecks  (une  oer-o 
ünne  tspeee  ^une  figure  rejjfuUeire)^  so  kennt  man  das  umgeschriebene  »-Eck. 

Zum  Schlnsse  wird  die  Konstraktion  der  Quadrat-,  der  Bediseck-, 
Dreieck-,  Zehneck-,  Fflnfeckseite,  endlich  der  Fflnfitehnecksttte  als  Differenx 
der  Zebneck-  und  Fflnfeckseite  gelehrt 

ha  SUL  Buch  werden  speriell  Vierecke  und  Dreiecke  behandelt 
Da  die  Seite  eines  jeden  Dreiecks  Bams  des  gegenflberliegenden  Winkels 
ist,  so  können  die  für  Winkel  und  deren  Basis  abgeleiteten  Sfttse  unmittel- 
bar auf  das  Dreieck  angewandt  werden. 

Zunächst  wird  der  Satz  über  die  Winkplsiimme  rekapituliert.') 
.ledem  Dreieck  läfst  sich  ein  Kreis  uiiiselireibeu.     I>iiraus  ersieht  man 
unniiitt'lbar,   dafs  der  gröfston   Seite   der   ^'röfste  Winkel  gegenüberliegt; 
denn  diese  stützt  den  grüfsteu  Bogen  des  umgeschriebenen  Kreises,  welcher 

eben  jenen  gn'ifsten  Winkel  niifst 

Der  Satz,  dafs  die  Winkelhalbierenden  sich 
in  einem  Punkte  srhneid»Mi,  wird  so  bewiesen: 

Die  Halbierungslinien  der  Winkel  bei  c 
und  d  rp  und  <Jq  niögeu  sich  in  r  sehneiden; 
ich  behaupte,  dafs  br  den  Winkel  h  halbiert 
Da  Winkel  d  halbiert  ist  durch  dq^  so  ver- 
hält sich 

db:hq^  de :  eq, 

betrai  lilet  man  dq  als  Basis  des  Winkels  bei  c, 
der  durch  er  halbiert  ist,  so  gilt  ebenso: 

cd  i  cq  =  dr  :  qr^ 
dbtbq-=dr:  qr, 

und  demnach  halbiert  br  den  Winkel  bei  b.  Dabei  ergeben  sidi  noch  die 
weiteren  Proportionen  fttr  Winkel  b: 

br  :  rs  ~  bd  :  ds 

br  :  rs  =^  bc  :  es 


l)  Der  HeweiB  Arnanlds  ist  im  neunzehnten  Jahrhundert  von  M.  A.  Transon 
in  den  Comptes  nndm  hebdomaires  Tom.  78,  1871  gegen  die  Nicht  -  Bnklidieche 
Geometrie  ins  Feld  gefuhrt  wonlen.   Wir  haben  die  Stelle  eingeeehen. 

TranBons  Verweis  auf  Arnauld  wird  von  Paul  Stftckel  in  seinem 
Buche:  J}ie  Theorie  der  FaralkUinien  Leipzig  1895  p.  281  erwähnt 
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fOr  Winkel  ez 

er :  rp 
er :  rp 

für  Winkel  d: 

änrg 
dr :  rq 

Einiffe  Konstruktionsaufgaben  folgen. 

Unter  der  l'hersehrift:  ..TrUmglts  compnrvz"  erscheinen  die  vier  Kon- 
grueuzsilt/e.  Sie  werden  mit.  Hilfe  des  uni<,'eschriebonen  Kreises  und  Parallel- 
räuraen  bewiesen.  Die  nächsten  Siltze  betreti'eii  ähnliche  Dreiecke;  sie 
werden  möglichst  eingeschränkt  und  liierfür  auf  die  beiden  Hücher  über 
propf»rtion!ilc  Strecken  verwiesen.  Ai"naulds  Einteilung  der  Dreiecke  haben 
wir  bei  Besprechung  der  Logik  wiedergegeben. 

Das  nächste  Theorem  ist  das  vom  gemeinsaiuen 
Schnittpunkt  der  Perpendikel  aus  den  Ecken  auf  die 
gegenüberliegeuden  Seiten  ( Höhenpunkt).  Zwei  der 
Peqjendikel  dm  und  cn  mögen  sich  in  p  schneiden; 
ich  behaupte,  dafs  auch  &o,  die  (lerade  durch  den 
Schnittpunkt  7^  jener,  _L  /u  de  ist.  Die  Dreiecke  rhn 
und  d}>m  haben  einen  Winkel  gemein;  aiil'serdem 
sind  sie  rechtwinklig;  also  -  ■  hm  und  )  hdm 
gleich,  folglich  sind  auch  die  Dreiecke  bdm  und  cpm  ähnlich  (weil  equi- 
ang{es)f  also 

dm  :  mc  =^  mb  :  mpy 

alteraando 

dm :  mb  »  mc  :  mp , 

also  sind  die  Drej^-cke  bni}i  und  dmc  ähnlich,  weil  zwei  Seiten  in  Pro- 
portion stehen  und  der  «'ingeschlossene  Winkel  ein  rechter  ist,  also 
■T  mhp  =  -h,  mdc  \  ferner  sind  die  Winkel  mpb  und  opd  als  Scheitel- 
winkel gleich;  also  Dreieck  mpb  älmlich  dem  Dreieck  opd\  aber  <^ymb 
ex  const.  =  K  also  auch  •;  }><>d\  q.  e.  d. 

Durch  die  Perpendikel  entstehen  zwrilf  Dreiecke,  sechs  grofse,  die  zu 
Hypotenusen  die  Seiten  des  ursprünglichen  besitzen,  die  sieh  gegenseitig 
teilweise  überdecken,  und  sechs  ganz  getrennt  liegende,  deren  Hypotenusen 
die  Abschnitte  der  Transversalen  gegen  die  Ecken  hin  sind.  Diese  ;iwölf 
Dreirckn  sind  zu  vier  und  vier  ähnlich. 

iJabei  ergcl)en  sich  einige  bemerkenswerte  Proportionen. 

1)  Ein  Schenkel  eines  Winkels  und  Sfiri  Al)sihnitt  gegen  den  Scheitel 
sind  reziprok  zum  andern  Winkelschenkel  und  dessen  entsprechendem  Ab- 
schnitt 


f^eäxdp 
«— » cfc  '.hpf 

'^dbihq 

—  de :  cq. 
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2)  Ditt  Absdmitte  einer  Seite,  welche  durch  das  zugehörige  Perpen- 
dikel gebildet  werden,  sind  reziprok  xnm  gansen  Perpendikel  und  dessen 
Abochnitt  gegen  die  Seite  hin. 

Der  nSehste  Passus  lautet:  Des  trian^ßa  reekmgks.  Wir  finden  hier 
den  Sats:  Im  rechtwinkligen  Dreieck,  wo  einer  der  spitsen  Winkel  =30** 
ist,  ist  die  ihm  gegenüberliegende  Kathete  ^e  Hälfte  der  Hypotenuse,  und 

diese  Kathete  ist  der  Sinns  v<m  30^ 

Der  Beweis  wird  durch  VerdoppeJung  des  Drei- 
ecks geführt,  sodaft  ein  gleidiseitiges  entsteht 

Konstruktionsaa^ben  tiber  rechtwinUige  Drei- 
ecke aus  gegebenen  Stflcken  folgen. 

Für  gleichschenklige  Dreiecke  «rwfthnen  wir  den 
Sats:  Wenn  swei  Dreiecke  Uinlidi  sind  und  die  Basis 
des  einen  Seite  des  andern  ist,  so  ist  diese  Strecke 
mittlere  Proportionale  zwischen  der  Seite  des  gleich- 
schenkligen Drmecks,  dessen  Basis  sie  ist,  and  der 
Basis  der  zweiten,  wovon  sie  Seite  ist  Denn,  da 
die  Dreiecke  ähnlich  sind,  so  verhält  sich  be :  ed 
ssedzdf  oder  -::  be  .cd  .  df. 
Der  zweite  Abschnitt  von  XIII  handelt  von  den  Vierecken.  Seiten, 
die  demselben  Winkel  anliegen,  heifsen  ,jeostee  angulaireS'*. 

1)  Satz:  Jedes  Viereck,  dessen  Summe  gegenüberliegender  Winkel 
»  2R  ist,  kann  einem  Kreise  eingeschrieben  werdm,  aber  auch  nur  ein 
solches. 

Ein  Viereck  dieser  Eigensdiaft  sei  fbed\  ich  behaupte,  dab  der  Kreis, 
welcher  dorch  ebf  geht,  auch  den  Punkt  d  treffen  muTs.    Denn  jeder 

Winkd  ff  mit  der  Basis  fe,  der  dem  Kreise  in 
dem  Segmente,  in  welchem  d  liegt,  elDgeschrieben 
ist,  ergiebt  mit  <^  b  zusammen  2R.  Also  Win- 
kel fgc  =  d,  weil  nadi  Voraussetzung  ^  d 
mit  Winkel  b  zwei  Rechte  beträgt  Also  ist 
d  dem  Kruse  eingeschrieben. 
Die  weiteren  Sätze  behandeln  Parallelo- 
gramme. Den  ScUufe  bildet  die  Klassifisienuig 
der  Parallelogramme  in  einer  Tabelle. 

Den  Schlnb  des  ganzen  XIU.  Budies  bildet 
der  Satz  ttber  das  J^ariagon^:  Zwei  Diagonalen 
des  regulären  Fünfecks  teilen  sich  gegenseitig  nach  dem  goMenen  Schnitt, 
und  der  grSfsere  Abschnitt  ist  gleich  der  Fflnfeckseite. 

Beweis:  Jede  Fflnfeckseite  stfltzt  einen  Bogen  von  72^.   Also  ist 
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der  Periphcriewinkol ,  wio  z.  K  bdr,  der  sich  auf  einen  solcbcii  Bogen 
stützt,  =  36®.  Und  der  Pcripheiiewinkol,  (Iim*  sich  auf  zwei  »oldio  Hopfen 
stützt,  z.  B.  bcf\  ist  72°.  £beiiso  ist  V  hi/('  nach  einem  im  IX.  Buche 
bewiesenen  Satze  und  ebenso  sein  Scheitelwinkel 
■=  72*';  also  hf/  =  bc. 

Also  ist  der  Winkel  cbff  nach  einem  früher 
bewiesenem  Satze  ein  solcher,  dafs  die  Ba.sis  an 
die  Seiten  (den  Winkelschenkel)  angefügt  eine 
nach  dem  goldenen  Schnitt  geteilte  Strecke  er- 
giebt,  d.  h. 

hd  :  bfj  —  bg  :  gd. 

Das  XIV.  Buch  lehrt  die  Inhaltsberechnung 
ebener  Figuren  (T>cs  figurrs  planes  comiderees 
sehn  Icur  aire).  Voraus  goht  in  einer  ../r/er  generrüc  dr  In  mesure  des 
surfnces"  die  Begrittsbestimniung  des  Inhalts.  Wir  heben  daraus  die  Bätze 
hervor:  Längen  werden  geraessen  durch  eine  Strecke,  die  den  Abstand 
zweier  Punkte  liefert;  daher  können  krumme  Linien  nur  durch  Beziehung 
auf  1,'eradlinige  Strecken  geraessen  werden.  Ebenso  können  krumme  Ober- 
Hüchen  nur  durch  Zuhilfenahme  von  Ebenen  ausgemessen  werden.  Der 
Inhaltsberechnung  kann  man  das  Parallelogramm  zugrunde  legen,  da  dieses 
seine  Länge  und  Breite  direkt  liefere;  noch  besser  das  Rechteck;  oder 
endlidi  das  (Quadrat;  „commf  la  ntesurr  rsf  d'ttulanf  plus  parfaHe  qii'tllc  est 
plus  simple".  Als  Axiome  werden  ferner  Vdrange.schickt:  Quadrate  über 
gleichen  Strecken  sind  inhaltsgleich:  „rtir  il  ne  pcid  y  aioir  de  di(ferenrc 
<jue  de  sHuütiott"\  ebenso  Rechtecke  gleicher  Basis  und  gleicher  Höhe.  J>as 
Quadrat  über  einer  Strecke  heilst:  „puissrtHCf  de  eette  ligne"-  auf  diese 
Axiome  wird  die  Anwendung  der  Regeln  über  die  Multiplikation  der  gniti- 
detirs  c&wplexes  gestützt  bei  inhaltsl)erechnungen.  Alle  Siitze  in  Euklids 
zweitem  Buche  seien  Anwendungen  des  Satzes:  Das  Produkt  zweier  (Iröfsen 
ist  gleich  dem  Produkt  der  einen  in  die  Summe  der  Teile  des  andern. 

Arnauld  verifiziert  diese  und  ähnliche  Sätze  in  geometrischer  W^eise,  z.  B.: 

(ft  +  cH- d  +  r+i?)' -  ft*  +     +  rf«  + + 

H-  2be  +  2bd  +  2bf  -\-  2bg 

-f  2df-{-  2dg 

+  m 

lern er 

(a  -I-  6)»  «-  a (a  +  6)  -h  6(ö  -f.  h) 

und 
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Bttchteeke  gleicher  Basis  (HOlie)  Teriialten  sich  ihrem  üihalte.  tuidb 
wie  ihre  Höhen  (Basen).  ,J[AfrficAe  MeMcke  Mm  inbatug  auf  tAre 
InkaUe  im  (tusammmgesetttm)  dopptUm  VerhiäMa  eiätpndkmd/er  SeUet^* 
heiM:  Ihre  Inhalte  verhalten  sich  wie  die  Quadrate  homologer  Seiten. 

In  einer  „Applicatim  de  cette  dodrine  generale  ü  qudques  Offnes  parü- 
etUierea  ^'on  a  faU  wir  ep  devant  estrc  pt  oporHondk^  werden  der  Sehnen-, 
Sekanten-,  Taog«itensatB  und  die  Sitae  ttb«r  das  rechtwinklige  Dreieck  in 
Form  Ton  Produktensfttsen  ausgesprochen. 

Der  pythoffariUsdte  Sab  wird  so  bewiesen:  Die  Hypoiemise  sm  A,  ihre 
Abschnitte  m  nnd  ii,  die  Katheten  h  und  d,  also 

h  .  h  .  m    und     ::  h  .  d  .  ti, 

^*  hm  =  bb    und    Im  =  dt/, 

ÄÄ  =  66  -{•  dd 

und  ausgesprochen: 

La  didf/onale  d'un  reetangle  peut  (I)  auiani  que  Its  quarret 

des  deux  costcz. 

Als  vierter  Corollar  erscheint  der  Satz:  Im  gleichseitltren  Dreiock  ver- 
hält sich  dius  (^ladrat  über  der  Suite  zum  Quadrat  der  llühe  wie  4  :  3. 

Als  sechstes  Theorem:  Das  Quadrat  über  der  Basis  eines  spitzen 
Winkels  ist  gleich  der  Sinnme  der  Quadrate  über  den  beiden  Schenkeln 
vermindert  um  das  doppelte  Kechteck  aus  dem  einen  der  Schenkel,  auf 
welchen  man  vom  andern  Kndpunkt  der  Basis  ein  Lot  fallt,  und  dem  da- 
durch eut.standonon  Abschnitt  auf  dem  Schenkel  gegen  den  Scheitel  des 
spitzen  Wiiik<"ls  liiti. 

Beim  Büwcis  unterscheidet  Arnauld  zwei  FilUe:    Jener  Schenkel,  auf 
welchen  das  Lot  geiallt  wurde,  macht  mit  der  Basis  einen  spitzen  oder 
stumpfen  Winkol. 

Beweis.  £rster  FaU: 

d  =  x  +  jf 
cc  —  j>p  -f- 

dd  ™  XX  ~\-  1/1/  -\-  '2  fix. 
bb  -\-  Ixx  -\-  2ifX  =  cc  ddy 

XMZ^d—jf, 

xx  =  xd  —  xff, 

xx-j-  Xjf  ^  dx 
2xx  -j-  2xsf  =  2dXt 
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also 


Zweiter  IUI; 


bh      cc      dd  —  2dx. 


»Iso: 


alM: 


pp  —  ee  —  dä  —  yy  —  2djf 
bb^pp  +  99, 

hb^ce  —  dd  —  2djf 
66  —  ec  +  —  2dy, 

=  4- .'/ 

dd-\-dif  =  (ij     und    2(/f/ -f  2f/^  =  2rfj:, 

Ib  =  tc  +  rfrf  -  2(/.r. 

Das  YIL  Theoram  wiüiftli  den  entsprechenden  Satx  fib:  den  stumpfen 
Winkel. 

Die  beiden  folgenden  Theoromo  sind  die  Corollare  der  beiden  TOriier» 
gehenden  für  einen  stumpfen  Winkel  von  120"  und  einen  spitzen  von  60®. 

Das  X.  Theorem  heifst:  Pas  (Juadmt  über  der  Fünfeckseite  ist  gleich 
der  Summe  der  Quadrate  über  der  Zehneckseite 
und  der  Sechseckseite. 

Zum  Beweise  weist  Arnauld  nach:  l)  dafs 
die  Sechseckst'ite  br  mittlere  Proportionale  zwischen 
der  Fünfeckseite  bd  und  deren  Abschnitt  hr  ist. 
(Denn  rcb  =  54®;  also  Dreieck  bdc  und  brc 
gleichschenklig  und  ähnlich.) 

2)  Die  Zehneckseite  dg  ist  mittlere  Propor- 
tionale Bwischen  der  Fünfi  ' kscite  bd  und  deren 
kleinerem  Abschnitt  di.     (Da   r  ein  Punkt  der 
Mittelsenkrechten  von  ffd  ist,  so  ist  rg  sas       also  die  Dreiecke  dgb  und  drg 
gleichschenklig  und  ähnlich;  daraus  nach  einem  im  frOheren  bewiesenen  Satze 

dbidg^dgi  dr, 
^  db'dr^di^   und  nach  l)   «16  *  6r  ->  »c*; 

da  db     dr  -\~  rb  ist,  so  wird  [nach  der  Formel 

(dr+rb)*  -=  [dr  -f  rbjdr  +  [dr  +  rb]rb  db*\ 

db  db 
dir  —  dg^  -\-  hc!^    tj.  e.  d.) 

Das  XL  Theorem  lautet:  Ist  eine  Strecke  nach  dem  goldenen  Schnitt 
getttlt,  so  ist  das  Quadrat  über  einer  Strecke,  welche  die  Summe  der  Hälfte 
der  ursprünglichen  und  deren  gröiserem  Abschnitt  ist,  fbnfinal  dem  Quadrat 
über  der  Hälfte  der  ursprünglichen  gleich. 


Vig.  M. 
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Es  sei  eine  gegebene  Strecke  d  der  grOAere  Abschnitt  ft,  die  H&lfte 
von  d  gleich  m,  der  kleinere  Abschnitt  e,  dann  ist 

de*=^bb   und   äd  ^  hd     ed  ^  hd  bb, 
dd  ^  4mm    und  2mb^bd^ 

(w  4-  ly  =  «m  -f-  55  -f  2mb 

=  mm  -|-      4~  '^^ 

^  mm  -|-  4mm 

=  5mm  (|.  f.  d. 

XTT.  Thpoi-om:  rur  liqnc  rstnnl  rlirisre  cn  mof/rnne  et  fjirrmc  r(ii.'<on. 
In  Ixjfu  c<ini}i(isi'r  (ir  hl  pdite  porlion  it  dv  In  ninHir  de  la  plus  grande 
peut   ')  f'ois  Ir  iiifiimr  de  hl  moilir  tlf  la  phis  ffi  nnth . 

l^tT  <i?"('i/.«'hntp  Satz  rntllich  ist:  In  ciiuT  nach  licin  L'iiMt'iU'ii  Schnitt 
geteilten  Streikt'  ist  das  (^)nu«liat  ühcr  <icr  tsuw/j'u  Strecke  vennehrt  um 
(las  Quadrat  des  kleineren  Abscbnitts  dmiuui  dem  Quadrat  über  dem 
gröl'sereu  Ahscbnitt  gleich. 

Beweis: 

d     5  -|-  c    und   -ir  d  .b  .c, 
dd^hb^  rr  -\-  2eb 
dd  -\-  rr      hh  -f  2cc  -f  2cb 
2cc  -f  2cb  =  266 

cc  H-  cft     66  (da  66  —  crf), 

also 

dtJ  -{-      =  366  q.  e.  d. 

Den  Schlufs  des  Bnches  bilden  Ant'traben:  Qiuidrat.«  7.n  vereinigen, 
d.  h.  ihre  Summe  zu  bilden;  Kechtecke  in  l^luadnito  zu  verwandeln;  eine 
Strecke  so  zu  teilen,  dafs  das  Quadrat  üImm-  dem  gröfseren  Abschnitt  zum 
Kecbteck  aus  der  ganzen  Strecke  und  dem  kleinei-ea  Abtichnitt  in  gegebenem 
Verhältnis  stoht  {m  :  n). 

Man  hat 

1)  eine  Strecke  zu  kon8truieren,  welche  sich  zu  d  wie  m  zu  n  verhält; 
sie  sei 

2)  die  mittlere  Proportionale  zwischen  e  und  d  zu  konstruieren,  isodajLs 

3)  einen  Kreis  /u  konstruieren  mit  r  als  Murcinnesser  und  p  als  Tan- 
gente; die  Sekante  an  densellien  vom  Kmlpunkt  von  />  ans  liefert  durch 
ihren   iluHseron  Abschnitt  x   den   gesuchten  Ab.schuitt  jc  der  gegebenen 

1)  Man  bat  zu  beachten,  dafs  bei  Arnanld  s.  B.  de  bald  eine  Strecke  de 
bedeutet,  bald  das  Rechteck  d  •  e;  hier  ist  das  letstere  gemeint, 
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Strecke  d.    Es  ist  leicht  m  beweisen,  dais 

ds* :  <2y  »  m : « , 
d  —  «  —  Jf  I   also   cd  —  ex^cjff 
crf  »i»*    und        =  j-^  -j- 


denn 
€emer 


also  such 


-{-  cx  =  cd 


und 


also 


ex  =  cy 


4|.  e.  d. 


X*  —  crf  - 

cy  :  dif 

t; :    =  w  :  «t , 

a^id^'^min. 

Im   äebenten  Probleme   wird  die 
Wurael  der  Gleichungen: 

1)  y«  =  6»  4-  yd, 

2)  j:«  =  6»  —  «d, 

3)  y^^yd  —  h*  oder     —     — 6» 
konslniiertk 

Beweis  fSr  |f'«6*-{-y<f.  In  diesem 
Falle  ist  die  ganse  Sekante  die  verlangte 
Strecke  y\ 

denn  y  ^  x  d 

h*^xy 

also  .  ; 

Beweis  für  =  _  ^d.  Die  gesuchte  Strecke  x  ist  hier  der  äu£sere 
Abschnitt  der  Sekante; 

denn  « :  J     6  : «  +  d, 

also 


Fi»  ». 


+  xd 


od 


xd. 


Für      =  ifd  -       zeichnet  Arnauld  die  ua»  hbtühcude  Figur. 

Für  fr  ^  y  ist  die  Konstruktion  nnmdgUch. 
X  und  y  genAgen  beide  der  Aufgabe; 
denn 

d     *  4"  y   '*"d    *9  — 
a?*  -J-  *jf «  «d   und   yy  xy^yd, 

also 

xx^  xd  —  xy   oder   xx  ^  xd  —  6* 

'"^^    yy  =  Z^rf  —  x!i    odor    ////  ^//(/ 

Der  Titel  des  XV.  und  letzten  Buches  heifst:  „De  la  mmut  de  Vaiwt 
de»  Parallelogramme,  des  Irtanyles  et  d'autres  potyytmt^. 
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Hin  intert^ssiert  uns  besonders,  wu  Amftuld  von  der  neuen  „OeO' 
metrie  der  IrulirusiOilim"  sagt. 

„Obwohl  dir  (icomvtcr  einig  darin  sind,  dnfs  die  Gerade  nicht  auft 
Punkten,  die  Fläche  nicht  aus  Linien,  noch  der  Körper  aus  Flächen  begeht, 
so  hat  man  doch  seit  kurzrr  Zeit  einen  Kunstgriff  aufgefunden,  um  emt 
Unmasse  von  Dingen  zu  beweisen,  tUKlam  man  die  OberfUirlirn  als  aus 
J.itiicn,  den  Körper  aus  Flächen  -usamtnengrsrf:/  hdnirhfrl.  Ich  habe  nichts 
darüber  (h sdtriebenes  tu  Gesicht  hckoninien,  hier  aber  setze  ich  auseimindcr, 
wie  ich  mir  die  Sache  zustanrnenrehne,  indem  irh  mich  auf  Flächen  fteschränkr. 

Die  Grundlage  dieser  neuen  geometrischen  Methode  ist,  den  Inhalt  eines 
Flächcnstücls  als  die  Summe  der  Linien  angusehen ,  wddie  es  erßllen; 
sodafs  zwei  Fläch e n st ü de  als  gleich  angesehen  werden,  wenn  beide  von  der 
gleichen  Summe  gleichartiger  lAnien  erfüllt  sind :  sei  es,  dafs  eine  jede  der 
einen  Summe  gleich  ist  einer  jeden  dir  rfndem  Hümme,  oder  dafs  ein  Aus- 
gleich staUßndtt,  sodafs  twei  derselben  Hümme,  itdefie  untereinander  ungleich 
sein  können,  zusammengenommen  zweien  aus  der  zweiten  Summe  gleich  sein 
kimnen,  die  wieder  unter  sich  gleirh  sein  mögen. 

Um  aber  nicht  su  vieien  Widersprüchen  Anlafs  zu  geben,  in  wüche 
man  leicht  verfällt,  wenn  man  sich  dieser  Methode  bedient,  hat  man  tu 
bemerken : 

1)  Damit  Linien  als  einen  Baum  erfiiUend  angesehen  werden  dürfen, 
müssen  sie  aUe  untereinander  parallel  sein,  sei  es,  dafs  sie  Gerade  sind, 
welche  einen  gera^imgen  Jlaum  erfüllen,  sei  es,  dafs  sie  als  Kreise  Kreis- 
flächen  oder  Teile  von  solchen  einnehmen.  Der  Grund  davon  ist  leicht  cin- 
tusehen.  Man  mufs  sich  also  sehr  hüten,  andere  als  soldie  Gerade  in  An- 
wendung zu  bringen,  welche  in  der  einen  oder  andern  Art  parallel  sind» 

2)  Damit  man  sagen  kann,  dafs  eine  Summe  von  Linien  einer  andern 
gleirh  sei,  darf  man  nicht  annehmen,  dafs  man  die  Zahl  der  Linien  angeben 
kann,  weldie  den  Jlaum  erfUUen;  denn  es  gii  ht  Leinen  noch  so  Ideinen  ebenen 
Raum,  der  nicht  von  einer  unendlichen  Anzahl  erfüllt  ist;  sondern  darin 
liegt  das  Wesen  der  Sache,  wenn  man  sagt,  dafs  zwei  Limenstimmen  gleich 
seien,  dafs  die  rjne  Gesamthnt  sowohl  als  die  ändert  MwH  gHeiche  Strecken 
lofra-hf  schneiden;  denn  es  liegt  kein  Grund  vor,  anzunehmen ,  dafs  man 
durch  <'///(•  der  gleichen  Strecken  mehr  Gerade  senkrecht  hindurchgehen  lassen 
könne  als  durch  die  andere.  Denn  aliquote  Teile  der  einen  werden  bis  ins 
Unendliche  immer  glriih  sein  denselben  Aliquoten  der  andern,  und  man  wird 
durch  die  Teitpunkic  hüben  und  drüben  gleich  viele  unter  sich  juiraUele 
Geraden  giehen  können,  welche  hüben  und  drüben  einen  glcichm  VaraUelraum 
begrenzen  werden.  Hierron  hängt  die  Wahrheit  dieser  Methode  ab  (sie 
besteht  nicht  darin,  dafs  das  Contmwm  am  Indivisibilien  tmammengesetgi 
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MI,  wie  Hniffe  bduntptm);  und  dies  kai  Veramlasemijf  ff^feben,  diese  Methode 
^Geometrie  des  Unendtidte»*  eu  heifsen.** 
Wtfrtlioh  ans  dAn  Nouveaux  JStemens. 

In  fünf  Theoremen  aetst  Arnauld  naeh  der  neuen  Methode  die 
Gleichheit  von  Parallelogrtimnen  gleicher  Bams  nnd  H5he,  von  Dreiecken, 
ihr  bihaltsTermatnie  bei  §^eicher  Basis  (HOhe)  auseinander.  Wir  geben  nur 
das  nnfte,  als  das  mteresaanteste,  wieder:  Der  Kreis  ist  an  Inhalt  ^eioh 
einem  rechtwinlcUgen  Dreieck,  dessen  eine  Kathete  dem  Badinsj  dessen 
andere  dem  Kreisumfang  glnch  ist. 

Beweis.  Der  Kreis  sei  um  d  mit  Badius  db  beschrieben.  Die  Tan- 
gente in  5  sei  dem  Kreisumfimg  gleich.    Zieht  man  durch  alle  Punkte  des 


Fl«.  St. 


Badius  konzcntribtlip  Kreiso,  so  \v«'rd»'n  sif  ilio  Kreisllädip  erfüllen;  sie  sind 
alle  parallel  und  wenh'n  dunli  il»>n  Hadius  lotre(;lit  geschnitten.  Zieht 
man  durch  die  Durchsehnittspunkte  des  Radius  Parallelen  zu  br,  so  werden 
diese  das  rechtwinklige  lin-ieck  eit'üllen.  Die  Suniine  iler  k<in/.«MitrLscheu 
Kreise  und  dieser  Panillelcu  ist  alirr  difsellie,  (If  rin  tlunli  jeden  Punkt  des 
Kadius,  durch  weh  lirn  einer  der  kon/.eiil  rischen  Krrisi'  gelil ,  kann  man 
eine  Parallele  ziehfii  unil  umgt'kt'hrt.  I)ei'  durch  einen  und  denselhen 
Punkt  gehende  Kreis  un<l  die  zugeliiirige  l'arallele  sind  aher  an  Länge 
gleich,  wie  man  sieht,  wenn  man  einen  ganz  heiiehigeu  prüft,  '/..  B.  den 
durch  f  \  denn 

(Ivreis  durch  b  .  Kreist^unitaugj 
h(l  .  i]  f::    j  durch  /' 

(in  ähnlichen  Dreiecken  aher  auch:    [   bc  .  f ff 


also 

alteruaudo: 


Kreis(l!iuge )  durch  b  :  Kreis(lange  )  durch  f  =  bc  i  fg. 


Kreis  durch  bibe      Kreis  durch  f:  fg^ 

naeh  YoranssetBung  ist  aher  Kreis  durch  b  »  ftc,  also  muft  Kreis  durch  f 
auch  s  fg  sein. 

Auf  den  letzten  Seiten  (S.  311 — 323)  des  ganzen  Werkes  wird  die 
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Inbaltaberechnung  io  der  berkSmmliclimi  Weise  gelehrt  (,J£e^ade  eommm^). 
Wir  finden  die  bekannten  Sfttste  über  den  Inhalt  der  ParaUelogrammei  Drei* 
ecke  und  Ähnlichen  Figuren.  Z.  B.  ihnliche  Figuren  verhalten  mch  ihrem 
Inhatte  nadi  wie  die  Quadrate  homologer  Seiten.  Wir  heben  die  Verallge' 
memeruttg  des  pTthagorlischm  Saties  (propomfiofi  des  quarret)  hervor. 
Konstruiert  man  Aber  den  Katheten  and  der  Hypotenuse  tthnliehe  Figuren, 
so  ist  die  Summe  der  ersteren  gleich  dem  Inhalte  d«r  Fignr  Aber  der 
Hypotenuse.  Dar  Inhalt  «inet  regulftren  Figur  ist  dem  Rechteck  ans  dem 
halben  Perimeter  und  dem  Radius  des  eingeschriebenen  Kreises  {rakm 
droU)  i^Mch.  Die  Quadratur  des  Kreises  wird  nach  Archimeds  Verfiihren 
mit  Hilfe  der  ein-  und  umgeRchriebenen  regnlftren  Polygone  nochmals  ent- 
wickelt 

Regnlftre  Figuren  derselben  Art  verhalten  sich  ihrem  Inhalte  nach  wie 
die  Quadrate  der  Radien  der  eingeschriebenen  Kreiseu  Kreisflftchen  veriialten 
sich  wie  die  Quadrate  ihrer  Radien. 

Ähnliche  eingeschriebene  Figuren  verhalten  sich  ihrem  Inhalte  nach 
wie  die  Quadrate  der  Kreisradien. 

Den  Schlnb  madit  die  Verwandlung  einer  Figur  von  n  Ecken  in  eine 
inhalt^leiche  von  n  —  1  Ecken. 

Am  SchluTs  des  ganzen  Werkes  heifst  es:  „Outre  gue  n*a$aiü  entrepria 
cts  Ekmen»  que  pow  donner  un  e«my  ie  la  vraie  Methode  qui  doU  traitter 
les  eko»e8  »imples  aeant  le»  compwiea  et  les  gemerales  atfant  les  pmUevlieres, 
je  penae  avoir  satiafaU  ä  ee  desem  et  avoir  montr/  que  lee  Geametres  ont  eu 
tori  d^avwr  ne^gi  cd  ordre  de  la  nature  en  s'm^fuumt  gu*il8  ti^avoieiU  autre 
choee  d  obaerver,  situm  que  les  jnopoeUions  preeedentes  eervisseiä  ä  la  preuve 
des  suiwmtes;  au  lieu  qu'ti  est  ekur,  te  me  senMe  par  eet  essojf  que  les  £7f- 
fiKfM  de  Oeometrie  e^aut  reduüs  sdon  Vordre  naturd,  peuveut  etre  aussjf  soUde- 
ment  demonstre»  et  sont  saus  amyMraison  plus  aiseg  ä  eoiieevoir  et  ä  retemr.** 

Diese  raversicbtlichen  Worte  konnte  nur  der  sprechen,  dem  ein  Pascal 
rtickhaltslose  Bewunderung  gesollt  hatte. 

Die  Uuadrati  magico  •  magici  angeregt  durch  PascaL 

« 

Mit  der  Geometrie  Arnaulds  vereinigt  erschien  eine  Abhandlung  Qber 
magische  Qnadrate.  Wir  geben  hier  znnftchst  einen  knnen  Rückblick  über 
die  rioschichte  dieses  zahlentheoretischen  Problems. 

Ein  raajirisches  Quadrat  heifst  eine  Anordnung  von  «»^  Zahlen  einer 
arithmetischen  l'rogression  in  die  n*  Zellen  eines  Quadrats  derart,  dafe  die 
Summe  jeder  Zeile,  jeder  Kolonne,  sowie  jeder  der  Diagonalen  ein  und 
dieselbe  konstante  Grüfte  ist 
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Die  magischen  Quadrate  sollen  ihren  Urspnmg  in  Indien  besitzen. 
Sicher  ist,  daTs  das  erste  im  Abendland  auftretende  magische  Quadrat  sich 
auf  dem  „Melencolki"  genannten  Kupferstich  Albrecht  Dtbrers  befindet  Es 
bildet  hier  ein  Symbol  der  grübelnden  Vernunft,  speziell  auch  der  Wissen- 
schaft der  Zahl.  Jener  Kupferstich  wird  nach  Aiigdbe  des  bekannten 
Konstschriftetellers  Na  gl  er  in  das  Jahr  1514  verlegt  In  den  nSchsten 
Jahrsehnten  bedienten  sich  Männer  wie  Agrippa  von  Ketteshdm  nnd 
Theophrastas  Paracelsus  von  Hohenheim  der  magisehea  Quadrate  zu 
'astrologischen  und  mediziniseh  -  mystischen  Zwecken  auf  Amuletten  und 
sorgten  so  sor  Verbreitong  der  Kenntnis  dieser  Gebilde.  Das  mafhematisobe 
Interesse  daran  tritt  uns  bei  Adam  Biese  uid  in  Michael  Stiefels 
1544  erschienener  ,^rUhmetka  inttgra"  entgegen.  Auf  letzteren  Schrift- 
steller werden  wir  noch  zurückkommen.  In  Deutschland  sind  von  bekannteren 
Namen  der  Mathematiker,  die  sich  mit  dem  Gegenstände  beschSftigten,  noch 
Dan.  Scbwenter  in  seinen  „IkMciaß  physko-maihenuiiiccu^  Nürnberg  1626 
und  Johann  Faulhaber  zu  nennen.  In  Frankreich  wandte  „der  grofse 
XefiMrmator  der  unhrstimmicn  AunlyHk**,  Gaspard  Baehet  de  Meziriac 
den  magischen  Quadraten  sein  Interesse  zu.  In  scinon  „Prohfemes  plaisam 
d  ddeetables  qui  se  font  par  fes  nambres"  a  Lyon  MDGXXIV  lehrte  er 
eine  von  ihm  geschatfene  bezw.  erweiterte  Methode  zur  praktischen  Koa- 
struktion  magischer  (iua^lnite,  welche  in  der  Litteratur  unter  der  Bezeich- 
nung „TcrrassenmeÜiod&'  bekaimt  ist. 

Wir  sind  in  dieser  kurzen  Skizze  der  Darstellung  gefolgt,  welche  Sieg- 
mnnd  Günther  in  seinem  Aufsätze  „Historiaclte  Studien  über  die  nuujlsrhen 
i^uadraU!"  Kap.  IV  seiner  „Vermischten  Untersudtungen  zur  GeschicMe  der 
motliemoHsiAen  Wissentehttften**  gegeben  hat  Dieser  Aufiaatz  ist  grund- 
legend (geworden  und  an  ihn  werden  wohl  immer  Untersuchungen  und 
gerade  historische  Erörterongen  über  mn<risc}ie  Quadrate  anzuknüpfen  haben. 

Nach  der  Würdigung  von  IJ.n  lu      V.  nlieiistcn  führt  Günther  fort: 

„An  Büchel  seheint  sich  auch  Arn  im  Iii  in  seiner  denmeh  ie  cmgdehnt 
Sil  haben;  sicherlieh  ist  er  nicht  weit  über  sein  Vorhild  hintitisf^cf/nnffm. 
Wegen  Mangels  der  Quelle  können  wir  jedoch  den  eigentlichen  Wert  seiner 
Bemühungen  nicht  übersehen." 

Günther  hat  also  Arnaulds  Arbeit  nicht  vor  sich  gehabt.  Daraus 
wird  es  erklftrlich,  wenn  die  wahre  Sachlage  sieh  im  Widerspnieh  zu 
Günthers  Bemerkung  befindet;  daher  wird  es  erklibrlich,  wenn  Günther 
in  einer  Fufsnote  beifügt:  „Arnffml,  Noweoux  Hthnens  de  ffcomefrie.  J*tiriü 
MDCCLXVII",  während  wir  früher  in  unserer  Bibliographie  von  Arnaulds 
Geometrie  sahen,  daCs  wohl  1G67  die  editio  princeps,  weitere  Ausgaben 
1683,  1680  und  1711  erschienen,  dagegen  1767  keine;  die  snietst  er* 
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sebieiieiie  in  den  gesammelten  Werken  ist  von  1783.  Die  Erwtthnnng  Yoa 
Arnanlds  Arbeit  Aber  magische  Quadrate  bei  Qflnther  ist  die  einzige, 
wdcbe  sieh  in  der  modernen  Litteratur  findet,  und  dies  Tennlalkt  uns,  da 
aneh  in  Frankreieb  in  den  leisten  Jahnehnten  das  Interesse  Ar  magische 
Quadrate  sich  wieder  neu  belebt  su  haben  schont,  hier  in  einem  Äbdmck 
nebst  Übersetsung  die  tfeÜiode  unseres  Autors  weiteren  Kreisen  sugftaglich 
zu  machen. 

Rechtfertigt  schon  die  Seltraiheit  und  schwere  ZugftngUishkeit  des  Ori- 
ginals diesen  Plan,  so  l&ftt  eine  interessante  Bemerining,  welche  wir  beim 
Studium  des  Veih&ltnisses  Ton  Arnanld  su  Pascal  machten,  die  Heraus- 
gabe sogar  zum  dringenden  Wunsche  werden. 

In  Pascal  s  Qtsammdten  Werken  (Paris  1880  bei  Hachette)  findet 
sich  Bd.  in  8.  219  in  jenem  Programme,  welches  Pascal  1664  der  eni- 
stehenden  Pariser  Akademie  über  seine  mathematischen  Arbeiten  vorlegte, 
folgende  Stelle: 

„Beineeps  autem,  si  juvat  Deua,  prodibuni  et  alii  traetaius 
quos  omnino  paratos  habemus,  et  quorum  tequuntur  tituli:  De 
numeris  magieo  magieis;  seu  methodus  ordmandi  mmenu  onmes  m 
qttadmto  mmero  eontmtos,  Ua  iit  non  aolum  quadndM  Uttu»  aU  magieus; 
Hä  quod  diffieiliu»  aa»e  e^,  ui  äbkdis  singuUa  ombiUbua  rdiqmim  Semper 
magksum  remaneat,  idque  onmiXnts  modis  possibUUnia,  nutto  omisao}) 

Diese  bisher  nicht  beachtete  Stelle  ist  ein  neuer  Beweis  des  Zusammen- 
aibeitens  von  Pascal  und  Arnauld  auf  mathematischem  Gabiete;  denn 
will  man  nicht  geradcisu  annehmen,  in  der  in  Bede  stehenden  Arbeit 
Pascal s  verlorenen  Traktat  vor  sich  zu  haben,  so  kann  man  nur  an  eine 
Parallelarbeit  Arnaulds  denken,  welche  wieder  durch  Pascal  angeregt 
war.  Sind  durch  iBdmund  Lucas'  Aufsatz  im  Journal  de  nudkem,  ^SMn. 
1887  „Jjes  carris  magiques  de  Fertnat"  die  Arbeiten  Fermats  auf  diesem 
Gebiete  aufgehellt  worden,  so  hoffen  wir  durch  unsere  Publikation  das  Bild 
der  Leistungen  des  französischen  Dreigestims  Format — Pascal — Arnauld 
Aber  magische  Quadrate  su  vervollstttndigen. 


1)  In  dem  PtnU^  du  JBoy,  welche«  nur  die  erste  Ausgabe  von  1667  ent- 
hält, finden  sich  an  Stelle  des  Antots  die  Initialen  pur  M.  D.  M,  G,  B.  Sollten 

•ie  rieh  auf  Pascal h  Anteil  an  den  magischen  Quadraten  beziehen  und  etwa 
zu  doiit<>n  Hein:  pttr  M.  de  MoHttiNr ,  di'tmrtre  hetii.  brillant,  oder  dergleichen? 
Herr  l'aul  'l'annory,  einer  der  benten  Kenner  «lor  ( ipsL-hii-hte  den  XVII.  Jalirh., 
i«t  der  AuHicht,  dalH  jene  Initialen  nur  die  MittelH^iemuuen  bedeuteu,  welche  da« 
Privilege  auswirkten.  Wir  haben  also  etwa  an  den  Freund  und  Bekannten 
Pascals:  M.  de  Montigny,  Oentilhomme  Bretonnoia,  m  denken. 
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Solution  d^iin  des  plus  edebres  d  des  plus  diffidles  Problemes  d*Ariih- 
meiique,  appeliS  eommunemeiU  Les  Quartes  magiquts. 

§  1.  Ce  que  e^est  que  ce  probleme. 

I.  Äyani  UM  quarrt  de  edlules  poir  ou  impoir,  El  Va^amt  rempljf  de 
^iffres  ou  sdom  Vordre  ru^urd  des  uombrw  1.2.3.4  «te.  Ou  de  qud' 
qt^aulre  progression  arühmäique  que  ee  soU,  eomme  2 . 5 . 8 . 11 . 14  ete. 

IHtposer  ious  ea  (Mffres  dans  un  autre  quarrt  de  ceUules  seuMMes 
d  etiujf  läp  en  sorte  que  tous  les  eMßres  de  eiutque  bände  soU  de  ganushe  d 
droü,  soit  de  kaut  en.  bas,  soU  mesme  les  deux  diagonales,  fassenl  touymrs 
la  meme  somme. 

Soient  pris  pour  exen^ples  les  quarres  d'anze  pour  les  impain  el  de 
douse  pour  les  pairs,  eomme  on  les  peut  vohr  dans  les  figures  qui  sont  A  la 
fin  de  ee  TraUt^. 

§  2.  (TofMuimiüons  sur  les  Quarrce  naiunis. 

//.  J'appelU  quarres  naiurels  ceux  oü  les  chiffres  sonl  disposes  en 
progres^on  wriUhmeHque  en  oommenfonl  par  ks  plus  petits. 

Sur  les  i^unrrcz  impnirs. 

III.  Dans  le  mUieu  du  quarrt'  impair  U  y  a  une  cellule  qui  en  est  le 
wntre.  Le  chiffre,  qui  est  dans  cette  cellule  soit  uomme  centre  et  mar  que'  par  e. 

'TV.  De  tous  les  autres  chiffres  la  moUir  soni  plus  petUs  et  l^  autres 
plus  grands  que  le  ce$iire.  Les  uns  soient  appdks  simplement  petits  et 
les  autres  grands. 

V.  Les  ceUules  autour  du  centre  soient  appell^es  1^  enceinie. 

Autour  de  la  premiere  enceinie,  2*  enceinte. 

Autour  de  la  seconde  enceinie,  3*  enceinte. 

Et  ainsy  de  suite. 

VL  Les  enceintes  1  •  3  •  5  •  7  •  9  etc.  soient  appeü^  enceintes  tm- 
paifes. 

Les  2  •  4  •  ()  •  8  •  10  etc.  enceintes  paires. 

VII.  II  e.st  important  de  considerer  dam  ehaque  enceinie  ou  sont  les 
petits  chiffres,  et  oü  sont  les  grands.  Les  petits  sont  premierement  dans 
tnufe  hl  bände  d'enhauf,  qui  est  de  3  dans  la  enceinte,  de  5  dans  la 
Ü',  de  7  dans  la  3"  etc. 

Secondement  dans  la  bände  ä  gauehe  ks  plus  hauts  jusques  ä  celug  qui 
est  vis  ä  vis  le  centre  inclusive. 

Troisiemement  dans  la  bände  d  droU  les  plus  hauts  jusques  ä  celug  qui 
est  vis  ä  vis  le  centre  exdusioe. 
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Sur  les  Quarree  pairs. 

VIII.  II  n'ff  a  point  de  cellule  qui  soU  au  cerUre.  Mais  an  doit 
prmdre  pour  eenOre  la  moitiä  de  la  somm  que  font  le  pnmier  et  le  demier 
ddffre. 

Et  cette  somme  entiere  s'appeUera  2  c. 

IX.  La  moitif^  des  bandes,  sfavoir  edles  qui  sont  les  plua  Juiutes  con- 
Uenneiü  les  peiüs  chiffres,  et  les  plus  basses  les  grands. 

X.  Les  guatre  cellules  du  müieu  foni  la  1"  enc^nte. 
Les  cellules  autour  de  ces  quatre,  la  2^  encemte. 
Celles  auiour  de  la  seconde,  la  3*  eneemte. 
Et  ainejf  de  suittt. 

XI.  Lea  eneemtee  1  •  3  •  ö  •  7  •  9  eic  eoieni  austg  e^ppeUees  lee  eneeintee 

impaires. 

Et  les  2  •  4  •  G  etc.  les  patres. 

XII.  Les  petits  chiffres  sont, 

1.  Dam  la  bände  d'enhaut  de  chaque  enceinte. 

2.  Au  costd  gauche  depuis  la  bände  d'enhaut  jusqu'ä  la  bände  eom- 
tnencent  les  grands  chiffres. 

3.  Et  de  mSme  au  eosU  droit 

§  3.  Preparation. 

XIII.  Le  plus  yrand  mystcrr  de  la  snhdion  de  ee  Prohleme  consisie 
o  inarquer  par  lettres  quelques  um  des  päits  chiffres  de  ciuique  bände. 

Quarreg  impaim. 

XIV.  Dans  Unries  les  eneeinks  ffsnerahmeni  fnargner  le  eoin 

ä  gautke  de  2a  hamde  e^enhaut  par  e. 

Le  eoin  ä  droU  de  la  mime  hande  par  o. 

Le  mUiea  de  eette  bände  par  m, 

La  eelMe  ä  gaueke  qui  est  vis  A  vis  le  eentre  par  a. 

XV.  Marquar  de  pim  dam  les  eneemles  paires 

Deux  eeUules  dans  la  bände  ^enkaut  igedemmt  di$kmltes,  Vme  d^e, 
Vauire  «fo,  par  les  mimes  lettres'  aeeentüüs, 
L'une  par 

L'autre  par  d. 
Et  la  eeßule  ä  gaudie  au  dessous  <f  e  par  a. 
Et  au  eosU  droit  eeUe  qui  est  au  dessus  de  la  eeüule  qui 
est  vis  d  vis  le  eentre  par  ß. 

Dans  les  Quarrez  pairs. 

XVI.  Ne  rien  marquer  dans  les  premieres  et  sccondes  cncdnies. 

20  • 
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XVII.  Dans  toiites  les  autres  generaieimnt  niartiucr 


Le  coifi  >)  (fauche  d'&üiaut  par  r. 

A  (hoU  jjiir  0. 

Lf  jtlus  hiis  dts  pilits  nomhres  ä  droii  ptir  ct. 

Lt\<  plus  bds  des  prtifs  notnhres  ä  gaurlie  pnr  ß. 


XVIII.  Nnrquer  de  plus  dans  les  enceintes  imjxiires  ä  conimencer  par 
la  3^  (tpti  est  Celle  qid  a  6  eellnlcs  dam  la  bofuie  d'enltaut) 

i 

4  eelluUs  dam  la  bände  d'enhaui,  dem  par  ^ 

et  deux  par  ^ 

sdon  ee  q!ui  a  esU  dii  supm  15. 

A  gauche  marquer  la  cdlule  au  deesous  d'e  par  eo. 
Et  d  droU  cetle  au  dessua  d'a  par  y, 

§.  4.  Maximes  pour  la  demonstratUm  de  roperatUm. 

XIX.  Deux  cht  ff  res,  l'un  peiit,  Veinirc  grand.  eijalement  dietans  du 
centre,  et  qui  se  joigncnl  par  um  ligm  passanl  par  le  cetUre  funt  une  somme 
4gale  ä  deux  fois  le  cetttre. 

XX.  Quand  un  pctit  chiffre  est  murque  par  une  lettre,  son  grand  soit 
nomwe  (quand  on  le  voudra  exprimer)  par  la  majuscule  de  la  meine  lettre, 
quoiquelle  ne  soit  pas  mnrquee. 

Ainsy  e  •  E  fönt  deux  fois  le  centre. 
Kl  de  meme  a  .  A,  ou  ß  .  B  oh  o  •  0. 

Seconde  Maxime. 

XXL  Quatre  chiffres  dans  la  mime  bände,  dont  le  premier  est  auiani 
distanf  du  2,  que  le  3  du  4  sont  en  proporUon  arithmetique. 

Et  par  eonsequent  la  eomme  des  extrimes  est  igale  ä  la  «omme  de  eeus 
du  miUm, 

EseempUs. 

XXII.  e'iiib'O,   ])(mce'0  =  iö. 

D'oü  il  s'ensuit  que  par  tout  oü  sont  ensemble  i-b,  ou  bien  4-6,  ou 

leurs  mq^useules  E  0,  on  peut  supposer,  lorsqu'ü  ^agHt  de  irouoer  des  iga- 
Utes  a»ee  d^aufres  ckiff^es,  que  e'est  eomme  si  e^estoU  e*o,  E'O,  pareeque 
ai  VigaJUi  s^ff  irou^e  en  suppasant  que  e*e8t  e,o,  eile  ne  sera  pas  troubiie 
en  remeOant  i'b,  en  leur  place,  qui  valent  anOaini  que  e*o, 

XXIII.  e  •  m : :  m  •  0.  Ihne  e  *  o     «w  *  m. 

Dans  les  Quarre:  pnirs. 

XXIV.  e  •  0)  ::  ß  •  A.    Ikmc  e  ■  A  =  a  •  ß. 
I'our  irouver  A.  voyez  supra  20. 
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Troisieme  Maxime. 
XXV.  Lnrsqup  4  ccUnlcs  fnnt  un  pnniHdogramme ,  rntangle  ou  non 
rrrfanfflr,  leurs  1  rhiffrcs  sotü  rn  prop'nihm  arit/imethjue.    Et  par  consequent 
iu  somtne  des  ejctremea  est  egale  ä  la  sommc  de  ceux  du  müieu. 

ExempUs. 
Ikms  k8  Quamg  tntpair«. 

XXVL  e^miufc.  Dono  e*e»«N*a. 

XXVII.  m  •  0 : :  o  •  e.  Dono  m  •  e  »  o  •  a. 
XXVm.        n  'miie '  ß.  Donc  a-  ß  e. 

Dans  les  pain, 

XX  TX.  e  *  0 : :  ^  • «.  Dane  e^u^O'ß. 

XXX.  ßiiO'y.  Dane  wy^ß^o. 

§  6.  Methode  pour  dispaaer  magiqumeHt  le  Quani  natwrel. 

XXXI.  Cette  methode  ernstste  en  fort  peu  de  regka;  les  mtes  gmerales, 
les  autres  portieiUieres,  Mfo»  leegwUee  U  faui  trampoeer  les  ekiffires  du 
guarrS  nalurd  dtms  le  magique. 

Premiere  regle  generoie, 

XXXII.  II  fant  disposer  les  chiffres  par  encehUes,  ccux  d'unc  cnceinte 
en  r cnceinte  semblahle,  et  taut  le  soin  qu'on  doit  avoir  d'abord,  est  de  s^avoir 
ou  Von  doit  mettre  les  petits  nombres  de  l'eneehtte,  parceque  la  sUttation  des 
petits  donne  edle  des  grands  sdan  les  deux  regles  suivaiUes. 

Seeonde  regle  generale. 

XXXIII.  Quemd  o»  a  plaei  m  petii  ckifire  dems  un  eain,  U  faui 
placer  sm  grand  dems  le  com  dkigondement  eipposS.  Aktsi  «  esttmt  plaioi 
dems  le  eain  gau^  de  la  bände  d^enhaut,  U  faudra  meUre  A  dorn  le  eoin 
droit  de  la  hmde  d^embas. 

Troisieme  regle  gern  rule. 

XXXIV.  Hors  les  coms  U  faul  placer  les  grands  vis  d  vis  des  pelits 
de  la  bände  opposee. 

C'est  pourquoy  il  faut  obserrer  de  ne  mettre  jamais  deux  petits  en  des 
bandes  cpposees  vis  ä  vis  l'im  de  l  autre. 

ConUaire  de  ees  regles, 

Les  chiffres  estcmt  disposes  sdon  ees  regles,  • 
XXX K  II  s'ensuit  1.  Que  les  chiffres  de  deux  bandes  opposüs  pris 
ensetnble,  valent  autani  de  fois  c  qu'U  y  a  de  chiffres  dans  les  deux  bandes. 
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Cor  UN  päU  et  u»  grand  wUttd  deux  fois  e.  Or  ü  ff  a  antkmi  de  petita, 
que  de  grands.  Dem 

XXXVL  II  t^eimUt  2.  Qu»  Umqu'on  a  pnmei  que  lee  iMffree  «fwie 
hamde  i^pris  eette  di^poeUion  valeiU  autaiU  de  feie  le  cenire  qu^U  p  a  de 
cMIfree,  eette  bemde  est  ^ak  d  etm  cppoeü, 

XXXVII.  n  eTeneuU  3.  Que  quand  ü  g  a  autant  de  petita  (Mffrea 
dam  «m  bände  que  dam  Vcppoaü,  et  que  la  aemme  dea  um  est  igede  ä  la 
Wimm  dea  autrea,  tfeat  um  marque  aaaurie  que  la  tand«  eri  igede  A  la  battde. 

La  preuve  en  eat  faeHe  aam  que  je  m'arreate  A  Vespliquer, 

Quairieme  regU  generale. 

XXXV III.  II  ne  faut  ae  mettre  en  peme  d'abord  qm  de  placer  lea 
petita  ehiffrea  qui  aont  marqueg  par  des  lettrea:  cor  cda  faU,  le  teste  ae 
trOUVe  aans  pdnc  par  rrffr  raison. 

Dans  la  bände  d'enhaut,  dam  quelques  quarres  et  qudquea  emeintea 
que  ce  soit,  outre  les  ceUulea  marquiea  par  dea  lettrea: 
Ott  U  ne  reste  rien, 

Ou  il  reste  toi^ours  des  ceUulea  non  morqu^  en  nombre  pakment 
pmr;  ccsf  ä  dire  4  •  8  •  12  •  16  e/c. 

Et  de  pkts,  ils  sont  toüjoura  4  d  4  en  proporfion  arithmelique. 

Ihne  prenant  les  extrSmes  et  hs  mettant  dans  une  bände,  et  ceux  du 
mUieu  dam  l'opposie,  üs  ne  traubleront  paint  l'4gaUt4  qm  g  eatoit  d^  par 
lea  chiffres  marqurz  de  lettrea. 

XXXIX.  II  en  est  de  meme  des  deux  costea  droit  et  gauche.  Cor  ka 
petita  Chorea  qui  restent  (s'il  en  reste  outre  les  marquee)  aont  toAgoura  en 
nmAre  pa^rement  pair  4  •  8  •  12  •  16  etc.  et  de  4  en  ^  en  preportkm  arith' 

Dane  conme  cy  dessus. 

II  n'y  a  donc  plus  ä  ae  mettre  en  peim  que  de  diapoeer  ka  kttrea,  Oe 
qui  ae  faU  par  ka  refßea  parUcuUerea. 

§  6.  Begles  Farticidiercs  p»ur  ics  Quarres  impairs. 

XL.  Jl  y  a  deux  regles  pour  ces  quarreji,  l'um  pour 
lea  enceinles  impairest  et  l'auke  pour  lea  ptnrea, 

Bour  lea  eneeintea  impaiirea. 

Äu  eoin  gauAe  da  la  band»  ^enhoMt  mtiUre  u 

Äu  eoin  droit  de  la  mime  bände,  m 
Ä  la  bände  ffembaa  en  quelque  etMe  kora  ka 

eoku,  e 

Vit.  St.               -A.  kt  bände  de  eoatä  du  eorid  «To.  o 
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ZL J.  n  est  reguk  prmiermiieid  A  dmomtnr  dam  U  Inmäe  d'm- 
haut  V  E-m  vakmlt  irois  fria  le  cmire,  J^cü  ü  t^emidora  qu'eUe  sera 
igaU  ä  la  hainäe  ^mhas  par  S6,  ^ 

Or  par  (26)        e  •  0  »  a  •  m 

Ikmc  €'  €•        a '  E*  m 

Or  e  •  c  •  2r »  3e  par  20, 

Birne  a<£*«i»3e. 

Ct  qu'ü  faUaU  dmonrtrer, 

XLIL  Seqak  meonäemeiU  ä  demmslrer  que 
U'O'M  valmt  8e.   D'oA  U  ^msukfra  gue  eette  j/  « 
hande  tera  igate  ä  Vopposie  par  36, 

Or  par  (27)       a  •  0  »  m  .  c 

Ikme         m-  e- M^a-a.  M, 

Or  m  •  0  •  Jlf  t—  Sc  par  JH>, 

Dane  a'0'M*^9e. 

Bmr  ks  mcemks  patrea. 

XLm,  II  mffira  de  lea  figtmr  taut  d^un  ooHp. 
Dmumslraikm. 

la  ftoiNfe  d^mhas  M'^-a-d^E^  be.  CeH  ä  dkre 
qufdU  vaut  eiumble  emq  föis  le  embre. 

Ce  qui  86  prouve  amag 

Far  (Sff)  «•o«"m<e. 

Dom  t*«*o^  t*m-e, 

DoHC  »*m*e*M''E'^  h*a'b'M*E ptar  (US) 

Or     e-m'C'M'E^  6e  par  20 

Ikmc  M'i-a'd'E^  5e. 

Ce  quTÜ  faäaU  demotuirer. 

XLV,  Beqaia  »eeondemeiit  ä  demonstrer  fue  dam  bände  droiUe 
m '  0  •  ß  •  0 '  E  ^  5c.   Ce  qui  se  pnmoe  oiiuy;  e  •  0  »  m  •  m  par  (23) 


Dom 
Or 

JPüreeque 

Dom 

Dane 

Or 

Dom 


e  •  0 
e  *  0 
m*  0 


6  •  0  •  0  ^  III  •  IM  •  0. 

III  •  M  •  0  ™=  fn '  w  •  ßw 
m'C^w  ß  par  26. 
e  *  0  •  e  ^  tn '  n  •  ß, 
>  c  •  E  •  0  =  M'W'ß'E'O. 
C'E'O^be  par  20. 
U'ß'E^hc 


Ce  qu^ü  faüoU  demamtrer. 
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§  7.  l'our  Ics  Qmirrez  pairs. 
XL  VI.  On  küsse  ä  pari  les  deux  premieres  enceintes,  qui  ont  kur 
reifle  particiUiere, 

Vour  les  autres  encrintes  h}ipfiires. 
XLVII.  La  dispositian  s'en  /igure  aimif. 

Demoiutraikm. 

XLVJIL  Jiequis  1.  ä  denumstrer  que  les  six 
ehiffr^  de  la  bände  d'enhaut  dont  quatre  sont  pe- 
tits,  et  deux  grands  qui  vienneni  de  i  et  d  qu'on 
a  mis  embas,  valent  six  fois  le  centre,  Ce  qui  se 
prouve  aimtf. 

(t-AoOe-E^^c  par  (20) 
Or  ces  six  lettres  sont  igdles  aux  six 

n  '  E'  a  ■  0  '  0  ß. 
Cor  ostani  ks  mimes  qui  se  trouveni  de  pari 
et  d'autre,  sgavoir  a-  o  '  0  *  E  U  ne  restera  «f «n 
coste'  que  A*e  et  de  ¥mdre  que  m  •  ß, 
Or  par  (24)  A^e^^'ß, 
Dane  les  six  lettres  m'E'WO'O'ß  ^%e. 
Flg.  37.  XLJX.  JRequis  a.  d  demonstrer  que 

(a  '  e  •  y  =  ß  •  e  •  6. 
Cor  si  cela  est,  les  grandes  seront  aussy  egales  aux  grandes,  et  le  tout  au  tout 
par  (37). 

Supposant  dotic  que  i  •  6  soieni  e  ■  o  (supra  22)  et  astatri  e  et  e  de  part 
et  lautre,  reste  d'une  part  w  y  et  de  Vautre  ß '  o  qui  font  des  sommes 

egiUcji  par  (30). 

Dono  a  •  e  •  y      ß  .  e  .  ö. 

Donc  la  bände  egale  ä  la  bände  par  (37). 

Four  les  eneHntes  paires, 

L.  La  disposUkm  en  est  irea  facOHe,  et  se 
figure  amsff. 

Demonstration. 

LL  EOe  est  si  facile  par  22,  29  et  37  que 
je  ne  m'amuse  pas  d  l'expUquer, 

Cette  enceinte  se  peut  eneore  faire  en  tranupo- 
Saud  les  coins  etc. 
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§  8.  Meffle  partictUiere  pour  la  pretniere  et  seconde  eneekite  des  Quarree  pairs. 

LU,  Cea  deux  meeiiUea  «e  90iä  andre  cAose  que  le  qmrri  de  4  gm 
faU  16,  dam  kguel  U  ff  a  deux  tortet  de  bandee. 

Quatre  qid  fim$  la  eeeonde  enoemte,  et  qu^m  pe«t 
oj^pdkr  les  handee  exterieures,  qwOre  mutree  qui 
coupmt  k  qmrri,  d  qu^onpeiU  appeüer  transvereales: 
sfavair  la  Ji*  ä  la  3*  de  haut  e»  tot. 

Et  la      et  la  3*  de  gaadie  ä  droU, 

LIIL  Ce  qui  est  eauu  que  eee  deux  ettenutee  ine 
se  peuvetU  jpae  di^poKt  par  lea  rqßes  des  autres,  ffeet 
que  les  4  ^iffree  du  müieu  faieatU  en  dwers  eene  qualtre  haudee  de  deux 
diaeuMe  m  Ugue  droUte,  d  deux  en  diagonale,  lea  handee  draUtes  ne  e^auroieHt 
faire  des  sommes  Egales,  mais  setdement  les  diaganailes. 

LIV,  Or  ees  16  tSnffres  se  pou/oanlt  disposer  en  taut  de  mameres  que 
eela  est  presque  mmffobk;  s^aiooit  en  ptue  de  20  mÜUions  de  mtSliions, 

20  :  92S  :  789  : 872 : 000. 

II  n'if  en  a  preprement  que  16  qui  soient  magiques,  ^est  d  dire  o6 
ioutea  les  bandes  fasaent  des  sommes  igoOles  (cor  je  ne  campte  pas  pour 
differentes  dkposi^ons  edles  qui  ne  viennent  que  de  la  differente  Situation 
du  mime  quarri). 

Et  voiejf  eomme  on  lea  irouve. 

Z7.  II  faut  prendre  tovjoura  lea  d^ffm  4  ä  4  en  ed  ordre. 

1.  Lea  quatre  du  dedana  ou  mterieura, 

2,  Lea  tputre  ooina  ea^erieura. 

3,  Lea  deux  du  nuHieu  de  la  bände  ^enkaut,  aoee  lea  deux  du  müieu 
de  edle  ^emhaa. 

4.  Lea  deux  du  miUeu  de  la  bände  ä  gaueiie,  aoee  lea  deux  du  milieu 
de  edle  ä  droit 

Or  duieun  de  eea  dtiffrea  pria  auns!/  4  ä  4  (d  qu^an  nommera  dema 
la  suiU  par  1  •  2  •  8  •  4^  peuvenL 

Ou  estre  kdsses  en  leur  mime  plaee,  ee  qui  se  marquera  par  o. 

Ou  estre  transportes  en  eroix  8.  Ändri,  ee  qui  se  marquera  par  c. 

Ou  diredement  de  gaudie  ä  droit;  ee  qui  se  marquera  par  g. 

Ou  diredement  de  haut  en  bas;  ee  qui  se  marquera  par  A. 

LVI.  Suivant  ees  remarques,  d  se  souvenant  de  ee  que  signifieut  les 
4  nombres  (l-2-3'4)  d  les  4  lettres  (o-e-g-h)  les  deux  teMes  smvontes 
feront  tnuver  sans  peine  les  16  disposUHons  magiques  du  quarri  de  4: 
4fu  ee  qui  ed  la  mime  dktse  des  deux  premieres  eneeintes  de  Ums  les 
qjmsrreM  pairs. 
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LVII.  De  cea  16  diq^omUons  magiqueB  du  guarr^  de  4,  Uffena  deux, 
s^woir  lal^etlaß^,  oücnne  dumge  gue  8  eHw/JVitt. 

Deux,  sfovoir  la  11?  et  la  i6*,  ka  tiumge  iou8  16. 

Et  12  oü  OH  en  ekange  12. 

LYIIL  Vok!f  «m  exemple  de  la  6^  dispoaUiim,  et  un  aidre  de  ia  16*, 
Om  laiase  d  trouver  les  auires. 


16 

2 

3 

18 

6 

11 

10 

8 

9 

7 

6 

IS 

16 

1 

13 

• 

16 

8 

10 

11 

6 

1-2 

6 

7 

9 

1 

15 

DemoHstraUoH. 

LIX.  (Plaque  bände  tont  eseterimre  gue  ktmeoerMle  du  quarrt  de  quatre 
(ou  du  qwmrti  composS  des  2  prem/eree  meMu  de  Urne  U»  guurre»  pam) 
est  de  4  c^res  en  proporUom  ariAmetiqus. 

St  par  consequent  la  eomme  des  exbrimea  est  igale  ä  la  somme  des 
m^fens. 

8oU  dorn  par  exemple,  la  smme  des  exträites  de  la  hatide  ^eiikaiU 
appdUe  h,  la  somme  des  mojfens  qui  Uty  est  4gale  pounra  estre  aussjf  ap- 
pdUe  ht  et  omsy  tout  la  bände  sera  b-^-b. 

Et  par  la  mim  rasso»  la  bamde  Sembas  pourra  estre  f-)-  f. 

Oda  estont  an  peut  faire  ces  bandes  igedes  par  dm»  voks. 

La  en  transposant  les  extrimes  de  ¥une  d  Vautre  sams  ehanger  les 
mo!feHS,   Cor  alors  fune  deviendra  f  +  ^* 

Et  Vautre  b  -\- f  et  aHmg'  seront  igaks. 

La  2*  en  trantposant  les  mojfens  saus  changer  les  extrimes.  Cor  alors 
fune  denendra  b -\- f  ä  Vautre  f'\~b  et  amag  seront  eneore  4gales. 

II  ne  faut  qu*appiiquer  cectf  a  ehaeune  de  ees  16  di^^omiions,  et  Van 
verra  que  les  iran^^osUions  que  Von  y  faU  les  dowent  rendre  magi^nes. 
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§.  9.  Dioen  Mosens  de  varier  les  QuarrtB  maffiquM. 
De  eee  moffeiu  femets  eem  qvi  so>Kt  trop  faeUes  ä  tromet  et  je  ffen 
mar^ueroff  gue  deux  qui  satU  plus  imporUme,  et  qvfon  A  pra^tigwee  dorn  ks 
deux  exempiee  q^tm  a  domtes  de  quarre»  magiques, 

Prrniit  r  Moyen. 

LX.  Nous  aroths  suppose  qu'on  transporteroit  /es  r/iiffre.s  de  In  pre- 
miPrc  cnceinir  du  (juarrr  miiurel  ditns  In  V*  vncvinic  du  (juarrr  mcufujuc: 
et  cens  de  la  :J-  dam  !n  ei  de  l<i  3'  d/tm  In  H'  etc.  Mah  re!(i  n'fsf  /xuh 
nece^sdire.  Car  pour  /es  i-hiffres  marque:  de  /etires.  il  suf'fit  de  )ie  /es  irmisixirier 
que  Wune  cnceinie  impairr  ä  une  untre  (ptr/nimpie  qui  soit  inipuire,  eomme  de 
la  5*  ä  la  V;  ei  d  une  crtceintc  paire  a  um  paire,  comme  de  la  0'  d  la  4'. 

Second  Moyen. 

LXI.  Et  pour  tous  les  autres  chiffres  non  marquee  de  lettres,  on  les 
peut  transporter  de  qudque  emoeiMe  que  ce  soit  ä  qudque  aubre  eneMe  que 
Von  voudra;  pawrvu  qu'on  en  prenm  qualre  eneenMe  gui  eokmd  e»  pmporlAon 
arUhmetique,  et  qu'on  aU  som  de  mettre  les  extremes  dans  um  heuidef  et  les 
mojfms  dans  la  bände  eppoeie. 

Ckmdusim. 

LXIL  Je  peme  pouvoir  eondure  de  kmt  eecy,  qu'U  ti^est  pas  possible  de 
irouver  une  meOiode  phts  fadte,  pius  äbregie  et  plus  parfonüe  pour  faüire  ks 
quarret  magiques,  gui  est  un  des  plus  beaux  JVoMeme»  ^Ärithmäique, 

Ce  gvfdie  a  de  singuUer,  <fe8t 

1.  qu'on  WMt  les  chiffres  gue  deux  fois, 

2.  Qnfon  ne  tdtonne  pomt,  mak  gu*on  est  fovQOurs  assurS  deeegue  ^on  faiL 

3.  Que  les  plusgrands  quarretnesont  pas  plus  dif/icilesdfaireguelesplusptUts, 

4.  Qt^on  les  varie  autatU  gue  Von  veuL 

5.  Qu^on  ne  fast  rien  dont  on  Wait  demonstraüML 

6.  A  quoy  on  peut  ajotaer»  gue  eette  melhode  est  si  generale  gue  sans 
y  rien  dianger  on  pourroU  resoudre  sans  aueane  peine  par  la  mime  voie 
eet  andre  RrehlSme  qui  paroist  eneore  pha  mervdtteux. 

Ägant  mis  dans  un  quarrt  naiurd  ious  les  nombres  gue  Von  voudra 
en  Progression  geometrigue,  eomm»  1  *  2  •  4  •  8  •  16  ete.  les  disposer  de  ieüe 
Sorte  dans  un  quarrd  semÜhHe,  que  tous  les 
nombres  de  diague  bände  muÜipUeg  les  uns 
par  les  autres  fassent  une  sonme  4gdU  ä  ceUe 
que  font  les  nomdre«  de  iout  autre  bände 
multipliez  aussy  les  uns  par  les  autres.  En 
voieg  un  exemple  dans  le  guarrd  de  trois, 

Fin  de  VexpKeaÜon  des  Quarres  magiques. 
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DlskiUMioii  Ton  Amanlds  Methode  zur  Bildung  der 

Qnadrati  magico-magici. 

Der  vorstellend  gegebene  Abdruck  von  Arnaulds  Abhandlung  zeigt, 
dafs  Arnauld  ni'  ht  wie  Bachet  einfach  magischo  Quadrate  bildet,  sondern 
eben  die,  von  dem-n  Pascal  an  dor  zitierten  Stelle  spricht:  magisch-magische. 
Jene  Stelle  aus  Pasc  als  Programm  von  1654,  das  beiläufig  bemerkt  auch 
Leibniz  handschriftlich  vurgclpaon  hat,  er  schreibt  darüber  unterm  12.  Juni 
1675  an  Oldenburg  in  jf-nom  liriefe,  welchen  wir  oben  schon  zu  erwähnen 
hatten:  liepertnm  est  inter  scri])i>(  lins  (Pascalii)  quoddnm  dedicaimm  genus, 
quo  oprrn  sua  Geometrien  et  Nunieriea  Acadcmiar  nrM'io  cid  Parisinae  (id 
est  eofuentui  Geometricarnm  privato,  iUo  tempore  celeljri)  ittscribit,  et  seripta 
sua  in  eo  ifenere  uhsoluin  nut  iiffecta  tmmorat,  ([Hod  eredo  non  Ulubcnter 
leffe.s,  iiule  eriim  de,'<tvi>it<i  viri  liquidius  disrps.  Mittam  descriptum,  si  tibi 
non  itufroinm  fore  si(/ni^cabis.  Mitterem  siatim  si  e  lestiffio  deseribi  possei), 
zeigt  zugleich,  dals  Pascal  derjenige  ist,  welchem  diese  Quadrate  ihren 
Namen  verdanken.  Zur  Bildnnj,'  magisch -magischer  Quadrate  war  1544 
schon  Michael  Stiefel  gelangt,  doch  ist  seine  Methode  vollständig  ver- 
schicdt'ü  von  der  Arnaulds.  Neuere  Schriftsteller,  z.  B.  Ahrens  in  seinen 
,.M(ithemati,sefien  JbiterlidltntKjen  und  Spielen",  Leipzig  1901,  ein  Buch,  das 
di<'S('  Dinge  wissenschaftlich  beleuchtet,  nennt  Stiefels  Methode  durch 
Originalität  ausgezeiclmet.  Natürlich  konnte  Stiefel  seine  Methode  nur  an 
einzelnen  Zahlenbeispiclen  darlegen ;  in  neuerer  Zeit  hat  man  in  der  all- 
gemeinen Sprache  der  HutlistHbenrechnung  eine  Darstellung  gegeben  (Fontes, 
Assoc.  franc.  Conffrh  dr  Uordenur  XXIV  1895  t.  II  pag.  248— L>5G).  Stiefel 
fand  eine  Methode,  um  den  „Umlaut""  (bei  <!ün<hr'r,  „timhUus"  bei  Pascal, 
und  „eneeinte"  bei  Arnauld)  eines  magischen  Quadrats  „independent",  d.  h. 
ohne  Zuhilfenahme  der  übrigen  zu  bilden.  Günther  hat  sich  die  Frage 
vorgelegt,  wie  ist  w(thl  Stiefel  zu  seinem  hörlist  komplizierten  Bildungs- 
gesetz gelangt,  und  lindet  im  Verlaute  seiner  Untersuchung,  dafs  Stiefels 
Yerlahren,  d.  h.  das  von  ihm  gelehrte  nicht  das  primäre  ist,  sondern  dafs 
Stiefel  von  ein(!r  der  Formen  des  magisehen  Quadrats  von  3" 
ausging  (s.  nebenstehend  j ;  dann  hieraus  das  fünfundzwanzig- 
zellige  ableitete,  indem  er  jede  Ziflfer  des  obigen  magischen 
Quadrats  um  8  erhöhte,  um  die  voraus  berechnete  Mittel- 
zahl l'A  zu  erhalten;  dann  setzte  er  in  die  leeren  Felder 
Zahlen,  zuerst  empirisch,  die  ihm  ein  neues  magisches  Qua- 
drat ergaben,  luid  fuhr  in  dieser  Weise  fort,  bis  sich  ihm  das  solchergestalt 
unschwer  zu  erkennende  Hildungsgesetz  otlenbarte  ((iüntlier).  Für  die 
eingehende  Daxstelluug  von  Stiefels  Methode  können  wir  auf  Fontes, 
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Günther  und  AhrenB  Terweisen.  Wir  wollten  nur  zeigen,  dafs  auch 
Arnauld  diesen  Ausgangspunkt ,  n&mlioh  das  magische  Quadrat  (s.  neben- 
stehend) mit  Stiefel  gemein  bat. 

Bann  aber  entfernt  sidi  seine  Methode  von  der  Stiefels 
vollständig  und  gelangt  sn  anderen  Resultaten,  wie  wir  im 
folgenden  zeigen  werden.  In  Arnauld s  Darstellung  zeigt 
sich  so  recht  der  feine  geometrische  Geist  der  Heiren  von 
Port  rojal,  sie  wBxe  eines  Pascal  würdig: 

§  1  giebt  die  genaue  Definition  des  Problems^  §  2  erörtert  die  Eigen- 
schaften der  nattlrliehen  Quadrate.  Es  giebt  in  einem  ungeradem  nttilrliiliHn 
Quadrat  eine  Mittelzelle,  die  er  Centnim  {cmtrt)  nennt;  dann  wird  fest- 
gesetzt, dafs  der  Umlauf  um  diese  Mittelzelle  erster  Umlauf,  der  nächste 
Zellengürtel  um  den  ersten  zweiter  Umlauf  (eneeiMU),  der  nächste  dritter 
Umlauf  oder  Gürtel  genannt  werden  soll  und  so  weiter. 

Es  wild  sodann  unzweideutig  bestimmt,  dafs  der  erste,  dritte,  fünfte 
Gürtel  n.  s.  w.  ungerade  Gürtel  genannt  werden  sollen  {encnntes  impnires). 

Der  zweite,  vierte,  sechste  n.  s.  w.  dagegen  gerade  TTmlUnfe  oder  Gürtel 
(enceintes  patres).  Sodann  wird  genau  die  Stellung  der  Ziflfern  in  jedem 
Gürtel,  welche  kleiner  sind  als  das  Centruni,  angemerkt:  mit  solchen  ist 
nämlich  die  obere  Zeil^i  femer  die  linke  Kolonne  bis  mit  der  Zelle,  welche 
mit  der  ^littelzolle  in  einer  Zeile  liegt,  sowie  die  rechte  Kolonne  mit  Aus- 
scbluls  der  mit  der  Mittelzelle  in  einer  Zeile  liegenden  {cdUUc  qui  est  tfis 
A  vis  h'  cmtre)  erfüllt. 

Auf  die  geraden  Quadrate  wird  die  Definition  des  Centrums  (dt?r  Ziffer 
in  der  Mittelzelle  bei  den  ungeraden)  folgerichtig  ausgedehnt.  Die  Bildung 
des  Centrums  geschah  dort  zu  (2«'  -f-  2«  -}-  es  ist  die  Hälfte  der 

Summe  der  ersten  und  der  letzten  Ziffer  des  natürlichen  Quadrats.  Heiist 

die  letstere  (2« -|-  l)«,  so  ist  das  Centrum  =  ^^i^lt  i^+J^  +  \  im 
geraden  Quadrat  giebt  es  keine  Mittelzelle,  also  eigentlich  auch  kein 

Centrum,  aber  es  soll  als  solches  der  analoge  Ausilruck       .j^^  gelten, 

wenn  4»'  die  gerade  Zellenzahl,  d,  h.  du-  ZifiVr  di  r  letzten  Zelle  ist. 

Hier  sollen  die  vier  Zellen  in  der  Mitte  erster  Gürtel,  du-  um  diese 
'vier  Zellen  liegenden  nächsten  zwölf  Zellen  zweiter  Umlauf  oder  Gürtel,  die 
um  den  zweiten  Gürtel  in  Zellenbreite  ringsum  liegenden  Zellen  dritter 
Gürtel  beiisen  u.  s.  f. 

Die  Gürtel  1,  3,  5,  7  u.  s.  w.  sollen  wie  oben  ungerade  Gürtel,  die 
Gürtel  2,  4,  6  u,  s.  w.  «gerade  ^'enannt  werden.  Hier  erfüllen  die  Zellen, 
welche  kleiner  sind  als  das  Centnun,  die  ganze  obere  Hälfte  des  natfkrlichen 
Quadrats. 
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§  3  bringt  eine  Vorbfreitung  der  Lösung  der  Aufgabe. 


Arnauld  enthüllt  hier  das  Geheimnis  seiner  Methode;  es  besteht  darin, 

gewisse  Zellen,  d.  h.  die  sie  enthaltenden  Ziffern  in  jedem  Gürtel  durch 

Buchstaben  zu  kennzeichnen.  i;nd  zwar  solle; 

Jn  det^  Quadraten  ungerader  Zeilenzahl,  in  den  geraden  sowohl  als  in 

den  ungeraden  Gürteln 

die  linke  obere  Eckzellc  durch  e 
die  rechte  obere  Eckzelle  durch  o 
die  mittlere  Zelle  der  oberen  Zeile  dureb  m 
die  Zelle  vis  a  vis  der  Mittel/eile  (Ceutniin  )  i  wir  wissen 
bereits,  was  Arnauld  unter  vis  a  vis  dem  Centrura 
vorsteht)  in  der  linken  Kolonne  jeden  Gürtels  durch  « 

überdies  aber  in  den  geraden  Gürteln : 

Zwei  Zellen  der  oberen  Zeile,  welche  gleichweit  abstehen,  die  eine  von 
r,  <lie  andere  von  o, 

durch  acceutuierte  Buchstaben 

durch  k 
bezw.  durch  b 

ferner  in  denselben  (lürteln  noch  weiter  die  Zelle  der  linken 

Kolonne,  welebe  sich  direkt  unter  e  befindet  durch  0 

und  die  Zelle  der  rechten  Kolonne,  welebe  direkt  über  der  vis 
a  vis  dem  Centrum  gelegeneu  sich  befindet,  durch  ß 

bezeichnet  werden. 

Die  Bezeichnung  tind  Hervorhebung  gewisser  Zellen  in  den  geraden 

Quadraten  ii?t  die  tolg(»n(le: 

Im  ersten  und  /weiten  Gürtel  wird  überhaupt  nichts  bezeichnet. 
In  allen  ül)rigen  Gürteln  (ob  gerader  oder  ungerader  Index) 
die  linke  obere  Eckzelle  durch  e 
die  entsin  ci  heiide  recbte  durch  0 
die  niedngsten  unter  den  Zahlen,  weiehe  kleiner  als  das 


Aul'serdem  sind  vier  Zitfem  in  der  oberen  Zeile  dieser  (Quadrate,  aber 
nur  in  den  ungeraden  Gürteln  (also  erstmals  im  dritten,  welcher  eine  sechs- 


Tentnim  sind,  rei  jits  vom  Cent  mm  durch 
dieseli)tiii  Ziffern  links  vom  Centrum  durch 


ß 


zellige  Zeile  oder  Kolonne  besitzt^ 


durch 
Und 
durch 
und 


herauszuheben. 
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Des  weitersn  wird  die  Zelle  unter  e 

durch  4» 
die  rechts  ttber  a 

durch  y 
bezeichnet. 

§  4.  Grundsätze  bei  der  Lösung. 

1)  Die  Summe  gweier  Ziffern  im  natürlichen  Quadrat,  icelche  auf  cifter 
äureh  das  Centrum  gehenden  Geraden  und  (fUtchweit  vom  Ceninm  abUegm, 
ist  gleich  dem  Doppelten  des  Centrums. 

Das  so  definierte  Supplement  einer  durch  einen  Buchstaben  charak- 
terisierten Ziffer  soll  in  der  Folge  immer  durch  den  entsprechenden  groCsen 
beaeichnet  werden  (to  mc^usculc  de  In  mSme  lettre),  also 

ebenso 

(i  -\-  A  =^  ß  ~\-  B  =  0  -\-  0  =  '2c. 

2)  Im  ntitürlichcn  Quadrat  stehen  vier  Ziffern,  deren  erste  ebensoweit 
etUfemt  liegt  von  der  zweiten,  irie  die  dritte  ron  der  rierten,  die  aber  alle 
derselben  Zeile  hezic.  Kolonne  angehören,  in  arithmrtisrher  I*roportUm. 

Also  ist  die  Summe  der  äufseren  der  Summe  der  iiiueren  Glieder  gleich. 
Z.  B.  ex  detinitione  e  -\-  o  =  i  ö. 

(Arnauld  schreibt  e  •  o  =  d  •  dy  versteht  aber  unsere  obige  Gleicliheit 
darunter.) 

Man  kann  also  iibeniU  für  (e  +  ö),  (c  -f  o),  bezw.  lur  i^E  -f  0),  (JC  -f-  0) 
substituieren;  speziell  ist  e  -\-  o  =  m  -\-  m. 

3)  Wenn  im  n/tliirl ichin  Quadrat  vier  Ziffern  durch  ihre  Lage  ein 
J'aralleloffrannn  oder  sitcziell  ein  licchteck  bilden,  so  stehen  die  vier  Ziffern 
in  arithmetischer  Proportion.  (Das  heilst  die  Summen  gegenüberliegender 
Ecken  sind  gleich.) 

§  5  entwickelt  nun  das  Verfahren,  \\n\  das  natürliche  Quadrat  in  das 
magisch-magische  überzufQhren;  er  enthUlt  die  vier  allgemeinen  Bogeln, 
welche  sowohl  für  gerade  wie  fflr  ungerade  Quadrate  gelten. 

1)  Die  Ziffern  sind  gürtelweise  zu  überti'agen,  d.  h.  die  eines  Gürtels 
von  geradem  bezw.  ungeradem  Index  in  einen  ähnlichen,  d.  h.  wieder  in 
den  entsprechenden  geraden  bezw.  imgeraden. 

Vnrorst  kommt  nur  die  Stellung  der  kleinen  Ziffern  eines  Gtirtels  in 
Betracht,  d.  h.  derjenigen,  welche  kleiner  sijid  als  das  Centrum;  denn  die 
Stellung  einer  kleinen  Ziffer  involviert  das  Placemeut  ihrer  Supplementsifier 
(oben  (l»  !iniert!)  nach  den  beiden  folgenden  Regeln:  • 

2)  Hat  man  eine  kleine  Ziffer  in  eine  Eekzelle  postiert,  so  ist  ihr 
Supplement  in  die  diagonal  gegenüberliegende  Eckzelle  zu  stellen. 

Abb.  s.  OmcIi.  d.  in«th.  WusenMh.  XIV.  81 
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3)  Abgesehen  von  den  Kokzellen,  wird  jede  Supplcmentziffor  in  die  der 
xugeliörigen  kleinen  Ziffer  entsprechende  Zelle  der  ge^jenüberliegenden  Zeile 
bezw.  Kolonne  gestellt. 

Zusatz:  \\  «  iin  die  Zifl'ern  nach  dieser  Regel  angeordnet  sind,  so  läDst 
sich  eine  wichtige  Folgerung  /it  lieu. 

a  I  Die  Suninie  zw  eier  gegenüberliegender  Zeilen  bezw.  Kolonnen  ergiebt 
soviel  mal  das  ("t  tit nun  als  in  beiden  Zeilen  })e/.w.  Kolonnen  Zellen  vor- 
handen sind;  dtiin  die  Suniiiie  einer  kleinnn  Zitl'er  und  ihres  Suppienieuts 
ergiebt  2c  (zweimal  das  IVntruni)  und  es  sind  ebensoviel  Supplemente  vor- 
handen wie  kleine  Ziti'ern,  al.so  z.  B. 

«  +  ^-{-eH-£  +  ^  +  i?-f-y^-ö-f^-j-Z=10c 
b)  Hat  man  den  Beweis  erbracht,  dafs  die  Summe  einer  Zeile  oder 
Kolonne,  die  nach  der  dritten  Regel  mit  Rfickncht  auf  die  gegenflberliegende 
besetst  irarde,  soviel  mal  das  Gentrom  ergiebt,  als  Zellen  yorhanden  sind, 
so  folgt  daraus  nnmittelbar,  dafs  diese  Summe  der  Summe  in  der  gegen- 
überliegenden Zeile  resp.  Kolonne  gleich  ist 

Es  sei  «-fi;-f /j  +  ö -{-{:  + 6c 

so  wird,  da 

„  ^  A  +  e  +  K  -\-  ß  -\-  Ii     y  -\-  G  -\-  t  -\-  Z  -{^  }  4-  l^e 

ist,  auch  f^e-^B  +  Y  +  Z  +  Ä^Se 

und  also 

«  +  J5  +  ^  +  6^ -I- t  +  1^  -  r  +  e  +  5  +  y  +  Z  +  ^ . 

o)  Wenn  in  einer  Zeile  oder  Kdonne  ach  soviel  kleine  Ziffern  befinden, 
wie  in  der  gegenüberliegenden  Zeile  bezw.  Kolonne,  nnd  noch  die  Summe 
der  ersteren  (der  Jdeinen  Ziffern)  gleich  ist  der  Summe  der  letiteren,  so  ist 
dies  ein  untrügliches  Zeichen  dafOr,  da£a  die  Gesamtsumme  in  jener  Zeile 
bezw.  Kolonne  gleich  ist  der  Gesamtsumme  in  der  gegenüberliegenden  Zeile 
besw.  Kolonne.  Denn  es  besteht  dann  audi  Gleichhut  swischra  den  beiden 
Summen  der  Supplemente. 

Ist  Ä.  B.  «  ^  g  ^  V  _|_  ^  _  ^- 

so  ist  auch       ^  +  £^-Z+-B  =  2f-|-ff  +  0-|-Jf 
und  da 

und 

-f  j  4^  -  -f  (;  +  9?  +  0  +  m  +  .1/  =    =  Ä  4-    -f  G  -j-  0  -f  jf, 

ist  also  diu  Uosaintsumme  iu  beiden  Zeilen  gleich: 
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(Die  Stellniig  der  Supplemente  der  Eckzellen  ist  naoh  der  zweiten  Begel 
Arnsnlds  bei  der  Anordnung  Aw  Summanden  mit  berflcksicbtigt.) 

Vierte  allgemeine  Begel:  Zuerst  bat  man  nur  die  kleinen  dnreh  Buch* 
Stäben  herrorgdiobenen  Ziffern  des  nattlrlicben  Quadrats  zichtag  in  den 
Feldern  des  magiscben  zu  placieren,  denn  alles  andere  ergiebt  'sich  durch 
folgende  Überlegungen.  Auber  de^i  durdi  Buchstaben  charakterisierten 
Ziffern  bleibt  in  einer  Zeile  oder  Kolonne  irgend  eines  Gtirtels  eines  sd 
•es  geraden,  sei  es  ungeraden  Quadrats,  entweder  gar  keine  Ziffer  übrig 
oder  es  bleiben  Ziffern  Terfttgbar  in  einer  durdi  4  teilbaren  Zahl,  also  4, 
8,  12,  16  u.  s.  w. 

IKese  yerffigbar  bleibenden  Ziffern  des  natürlichen  Quadrats  in  einer 
Zdle  oder  Kolonne  —  betrachten  wir  speziell  die  obere  Zeile  eines  Gürtels, 
weldie  ex  def.  nur  kiwne  Ziffern  enth&lt  (d.  h.  solche,  welche  kleiner  sind 
als  das  Gentrum)  —  stehen  zu  vier  und  vier  in  arithmetischer  Proportion. 
Wenn  man  also  die  üullMresi  Glieder  einer  solchen  nimmt  und  sie  in  eine 
Zeile  stellt,  die  inneren  Glieder  der  Proportion  aber  immer  in  die  gegen- 
überliegende, wobei  jedodi  stets  die  Zellen  für  die  Supplemente  nach  der 
zweiten  Begel  Terfügbar  bleiben  mfissen  fllr  diese  Supplemente,  so  werden 
diese  Paare  äuberer  und  innerer  Glieder  der  Proportion  nidit  störend  auf 
die  schon  yoihandene  Gleichheit  der  Summen  in  den  beiden  gegenüber- 
liegenden Zeflen  einwirken. 

Bezüglich  der  Kolonnen  ist  es  ebenso.  Denn  die  kleinen  Ziffeni  im 
oberen  Teile  eines  (iürtels  des  natürlichen  Quadrats,  welche,  nicht  charak- 
terisiert, übrig  bleiben,  stehen  in  den  beiden  gegenüberliegenden  Kolonneu 
naoh  dem  dritten  tirundsatz,  weil  sie  Rochtocke  bilden,  zu  vier  und  vier 
in  arithmetischer  Proportion.  Für  die  Übertragung  in  das  magische  Quadrat 
hat  man  also  diesi-lhe  Uliorlegung  wie  für  die  ZeibMi.  Man  hat  also  nur 
die  ttljeriraguug  der  rharakterisierton  Zitleru  zu  kenneu  uud  diese  wird  im 
folgf^nden  ]'ardgra])lifii  in  speziellen  Regeln  gelehrt. 

§  t>.  Wir  wollen  hier  nicht  die  eleganten  Beweise  Arnaulds,  welche 
auf  analysis  situs  gegründet  sind,  wiederhoh-n,  sondei'ii  verweisen  auf  den 
französischen  Text.  Die  \'crsetzungen  selbst  ergeben  sich  aus  den  beiden 
nachstehenden  Figuren  (s.  S.  323). 

Die  Beweise  Arnaulds  wollen  wir  vielmehr  in  allgemeine  Zeichen 
übersetzen,  indem  wir  die  ZitTem  mit  Hilfe  des  Centrums  und  dem  index, 
d.  h.  der  Ordnungszahl  A*  des  von  innen  nach  aufsen  im  Einklang  mit 
^rnaulds  Definition  gezählten  Gürtels  darstellen  und  Arnaulds  Beweise 
arithmetisch  nachprüfen. 

21* 
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Für  (tiiadralp  uiig«»rader  Zeilenzahl.    Ki^r  i.  Dus  natürlich.»  (^ladrat. 
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bt  die  Grundzahl,  d.  h.  die  Wnnel  dea  natOiIiolien  QaadiatB  von  xat- 
gerader  Zeilenzahl  2n  1,  so  iet  die  Ziffer  der  Mittehelle,  das  Oentmm, 
gegeben  dnrcb 

(2n'  -|-  2n  +  l). 

Die  durch  Ariiuulds  Buchstaben  cbaraktcrisiertcu  Ziflfem  stellen  sich  wie 
folgt  dar: 

I.  Für  Quadrate  ungerader  Zellenzahl 
j-(2n«-|-2ii  +  l)-fc 

^  «  (2n»  +  2n  +  1)  ~  (*  (2«  +  1)  +  *) 

^-  (2»»     2«  -i-l)'_^{k  (2n  +  D) 

2  =  (2n»  +  2«  +  1)  ~  (A;  (2«  -j-  1)  -  A) 

«  (2    -f  2  n  +  1 )  -  (*  (2 «  +  1)  +  t)  4- (2 »  +  1) 
lJ«il-(2nH-l) 

-(2»»4-2n+ !)+(*- (211  +  1)) 
*«=c+  1 

=  (2fi*  4-  2»  H-  1)  —  (t  (2»  +  1)  -f  *)  +  1 

d  =  0  —  1 

=  (2»*  H-  2«  +  1)  —  (Jb  (2»  +  1)  —  *)  —  1 

(Wir  Tsreinfiudien  die  AnsdrOeke  alniclitlieh  niobt  wnter,  um  ihre 
Bildongsweifle  herrortreten  ni  lassen.) 

Es  mUssen  nun  folgende  Besieiiiingen  gelten  (wir  setsen  hier 
2»'  -f*  2«  +  1  wieder  —  e).  Für  unsere  Zwecke  hat  Js  die  gannaUigen 
Werte  1,  2,  8  ...»  tu  dnrohlaofen. 

a)  in  den  ungeraden  Gürteln 

1)  c      0  +     =  [c  —  A-j  +  fc  —  fr  (2«  H-  1)  +  fr)J  +  [c  +  fr  (2w  4-  1)J 

2)  a  +£  +  »  —  [c  —  ÄJ  +  Lc  -h  *  (2«  +  1)  +  fcj  -4-  Lc  — *  (2»  +  l)j 

Wir  sehen,  dafs  in  beiden  Summen  alle  Glieder  mit  fr  sich  zerstören;  der 
Ausdruok  der  Summen  ist  also  unabhängig  von  .üs,  d.  h.  er  gilt  für  jedes  k. 
Da  diese  Zuffawimflnifftr^llwügffP  aber  nur  in  den  ungeraden  Gürteln  Ter* 
Wendung  finden,  so  kOnnen  wir  hier  k  auf  die  Beihe  der  ungeradm  Zahlen 
beschränken. 

ib  V  1,  3,  6,  7  . . . «  bez.  n  —  1  je  nachdem  n  ungerade  bez.  gerade  ist 
Setzt  man  in  diesen  Formeln  k—l  und  » «  1,  so  erhilt  man 
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««4; 

6 

17  — 

9 

M  —  2; 

Jf  — 

8 

0  —  3; 

0  — 

7 

und  wenn  man  dicae  Ziffern  nteh  Arnanlds  Schablone  ordnet,  so  eriiSlt 
man  jene  bestammte  Form  des  magischen  Quadrats  Ton  3',  von  der  auch 
Stiefel  ausgegangen  war. 

b)  fELr  die  geraden  Gürtel. 

Hier  hat  man  k  die  geraden  Zahlen  2,4,6...»  hes.  n  1  durch- 
laufen zu  lassen,  je  nachdem  n  gerade  bez.  ungerade  ist. 

In  den  geraden  Gürteln  müssen  die  Beziehungen  gelten: 

1)  M  +  r'  +  «  +  ö  -f  K  = 

[c  +  k  (L>n  +  1)J  +  \r  -  k  r2u  +  1)  —  A:  -f-  IJ 

+  [<•  +  k  (2«  +  1)  -f  A-]  =  üc 

2)  E  -\-  ß  -\-  O  -\-  (0  -\-  m 

[c  +  k  ['2n  +  1^  4-  Ä-]  +  [c  -h  k  -  r2„  -f-  Dl 
+  |c  -f  Ä-  (2«  +  1)  -  k\  -\-[c-k  C2»  -f  i;  -  A  -j-  (2n  -f  1)J 
+  [c  —  A-  (2«  +  1  H  = 
Auch  diese  beiden  Summen  sind  unabhängig  von  k  und  besitzen  den 
gemeinsamen  Wert  6  c. 

Vergegenwärtigen  wir  uns  noch  einmal  zusammenfiusend,  wie  Arnauld 
für  die  ungeraden  Quadrate  bei  der  Bildung  des  magischen  Quadrats  vorgebt 

Der  erste  (immär  von  innen  nach  auDien  geslhlte)  Gürtel  besitrt  im 
Quadrat  ungerader  Zellensabl  3  Zellen;  fiber  diese  verfOgt  Arnauld  so, 
dals  die  Summe  der  darin  |dacierten  Ziffern  gleidi  de  ist;  der  nlohste,  der 
zweite  Gfirtel,  enthUt  wieder  in  einer  Zeile  bez.  Kolonne  5  Zellen;  fiber 
diese  wird  so  verfftgt,  dafs  die  Summe  ihrer  Ziffern  5  c  ergiebi  Es  bleiben 
also  in  diesen  beiden  Gürteln  keine  weiteren  Zellen  leer,  d.  h.  vraffigbar; 
der  nftchste  dritte  Gürtel  entiiSlt  in  der  Zeile  bez.  Kolonne  7  Zdlen,  in 
diesem  wird  als  Gürtel  ungeraden  Index'  fiber  3  Zellen  in  der  Zeile  bes. 
Kolonne  verfügt  genau  so  wie  im  ersten;  es  bleiben  hier  also  4  Zellen  l%er^ 
verfügbar.  Der  nftchste  Gürtel  mit  d  Zellen  in  der  Zeile  oder  Kolonne  ist 
wieder  ein  gerader,  wie  der  zweite;  es  wird  deosnaob,  wie  im  sweitMi, 
über  5  bestinunte  Zellen  so  verfügt,  dafs  deren  Summe,  d.  1l  die  ihrer 
Ziffern,  5e  gleich  isi  Es  bleiben  hier  also  auch  4  Zellen  verfügbar  in  der 
Zeile  bez.  Kolonne.  Im  nftehsten  Gürtel  von  der  Zellenzahl  11  pro  Zeile 
bez.  Kolonne,  der  wieder  seinem  Lidex  nadi  ein  ungerader  Gürtel  ist  (er 
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igt  der  fttnfte),  wird  wie  im  enten  und  dritten  Aber  8  Zellen,  so  Tetrfllgt, 
dafii  deren  Summe  gleich  8e  ist;  es  bleiboi  8  Zellen  verf&gbar.  Über  fOnf 
Zellen  einer  Zeile  oder  Kolonne  des  niehsten,  secbstoi  Gflrtels,  die  ans 
13  Zellen  besteht,  wird,  wie  im  swmten  nnd  vierten  Ofirtel,  die  Zahl  der 
in  analc^r  Weise  besetzten  Zellen  wieder  5  sein;  es  restieren  8  leere  Zellen. 
Allgemein:  Die  Aniahl  der  übrig  bleibenden  Zellen  wiedeiholt  sieh  naoh- 
mnander  immer  einmal  und  ist  eine  dmroh  4  teilbsre  Zahl.  Da  die  leeren 
ZeUen  aber  spiter  so  besetst  werden,,  dab  ihre  Bomme  der  Snmme  der 
entqprechenden  bei  der  Besetzung  mit  den  charakterisierten  Zifiern  leer 
gebUebeaen  ZeUen  der  gegenfibexliegenden  Zefle  bez.  Kolonne  gleidi  ist,  so 
muft,  da  die  dritte  allgemeine  Regel,  wdche  die  Stellung  der  Supplemente 
betrifft,  eingehalten  wurde,  die  Summe  dieser  Zellen  einer  Zeile  so  rielmal 
das  Gentmm  ergeben  als  hei  der  ersten  Besetzung  durch  die  charakterisierten 
Ziffern  Zellen  flbrig  geblieben  waren.  Die  Ziffern  dieser  letzteren  erj^buen 
also  mit  ihrer  Summe  die  Summe  der  charakterisiertoi  Ziffern  zu  soviel* 
mal  Cf  als  llberhaupt  in  der  Zeile  oder  Kdonne  Zdlen  im  ganzen  vorhanden 
sind;  dann  ist  aber  nach  unseren  frflheren  Angaben,  nSmlich  den  FolgemngMi 
ans  der  dritten  allgemeinen  Bogel,  eine  Zeilen-  bez.  Kolonnensumme  der 
gegenfiberliegenden  gleich;  sie  ist  aber  auch  der  diagonalen  Summe  gleich, 
da  die  Ecksellen  ja  nach  der  zweiten  allgemeinen  Regel  immer  so  besetzt 
werden,  da&  die  Diagonalsnmme  des  nächsten  innerm  Quadrats  um  2o 
nmimmt;  die  Diagcnalsumme  des  ersten  soldien  Quadrats,  nftmlidi  des 
aus  8'  Zellen  bestehenden,  ist  aber  als  Summe  der  Mittelzellenaiffer  (e) 
und  zweier  Snpplementziffem  3  c  gleich.  Z.  B.  im  sechsten  (von  innen  ge- 
zahlten) Gflrtd,  der  aus  18  Zellen  pro  Zeile  oder  Kolonne  besteht,  wird 
zunichst  fiber  5  Zellen  verfQgt,  deren  Summe  6e  gleich  ist,  die  8  flbrig 
bleibenden  Zellen  der  Zeile  bezw.  Kolonne  werden  aber  nach  dem  Gesagten 
so  besetzt,  dals  ihre  Ziffemsumme  8  c  gleich  ist  Die  Diagonalsnmme  ist 
von  e  pro  GUrtel  immer  um  3c  vrachsend  bis  zum  sechsten  auf  18c  an- 
gewachsen. Es  sind  also  die  magischen  Eigenschaften  des  Gflrtels  erfttlli 
Wenn  alle  Gflrtel  magisch  sind,  so  ist  das  aus  ihnoi  bestehende  Quadrat 
magisdi-magisch.   Solche  Quadrate  sind  also  die  von  Arnauld  gebildeten. 

§  7  giebt  die  Spezialregeln  fOr  die  Überführung  eines  natllrlichen 
Quadrats  gerader  Zellenzahl  in  das  magische. 

Man  labt  zunächst  die  beiden  ersten  (wiederum  von  innen  gezahlten) 
Gflrtel  ganz  beiseite,  da  diese  ihre  eigenen  Regeln  besitzen.  Die  Versetznngs- 
regeln  ergeben  sich  aus  den  beiden  nebenstehenden  Schablonen  für  alle  an- 
deren Gfli;^. 
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Wir  wollen  andi  hier  wieder  die  Beaehungen,  die  in  den  eunselnen 
GHlrteln  gelten  mttssen,  in  «llgemeine  Zddien  übersetMn,  indem  wir  wieder 
Arnaulds  durdh  Boehetaben  eharakteriaerte  Ziffern  mit  IClfe  des  anoh 
fttr  diesen  FaU  dorch  eingangs  erttntarte  Definitionserweitmmg  vorhandenen 
Gentroms  nnd  dnr  GUrtelordnnngSBaU  It  darstellen. 

Ist  2n  die  Wurzel  uud  zugleich  Zeilenzahl  der  Zeile  des  natflrlicheu 
Quadrats,  so  ist  nach  Analugie  des  ungeraden  Quadrats 

4n»  +  1  =  2c 

d.  h.  die  Summe  der  erstoi  nnd  lotsten  Zahl  des  natfirliehen  Quadrats  bildet 
das  (angenommene)  doppelte  Centmm.  Das  Oentrom  im  Quadrate  Yon  ge- 
rader Zellenzahl  2n  wSre  also  eigentlich  2»'  -|-  |;  da  dieser  Ausdruck 
eher  nicht  ganzzahlig  ist  und  deshalb  zum  Ausgangspunkt  der  Darstellung 
sich  nicht  eignet,  so  nehmen  wir  flir  diesen  Ausdruck  2»*  1  (nach  Ana- 
logie des  ungeradra),  wobei  wir  natBrlicfa  dieser  Yerindemng  beim  Besultat 
eingedenk  bleiben  mdssen.  Es  ergiebt  sich  dann  fOr  die  durch  Arnaulds 
Buchstaben  charakterisierten  Zahlen  in  allgemeiner  Fonn  fidgende  Tabelle: 

IL  Für  gerade  Quadrate: 


endlich 


«  =  [2n«  -f  1]  —  (n  —     —  1 

^  =  [2««+  lj  +  (n  — A;) 

«-=[2«2+lJ-[Jfe(2n+l)- 

[2n«  -1-  1]  +  [Ä:  (2ii  -f  l)  — 

«3-1 

0  —  [2n«  +!]  —  [*  (2»  —  1)  — 

0  .  [2««  +  1]  -f  [*  (2»  —  1)'- 

n] 

»  "  C  +  2n 

—  [2n«  +  Ij  —  [k  (2n  +  1)  — 

n]  -f  2» 

ß  —  [2w8  +  1]  -j-  [k  (2«  -i-  1)  — 

«]  —  2»  —  1 

/l-[2n»-hl]-(»-f  ik) 

B  —  [2»*  +  1]  4-  («  -j-  *)  —  1 

y  K  a  —  2n 

—  [2n'  +  1]  —  (»  —  Jfc)  -  2« 

—  1 

r—  [2n*  -f.  1]  -f  («  —  h)  -j-  2» 

d  —  0  — 

1 

^— ««-1-2;    ^  — 0  — 

2 

Wir  sehen,  dab  immer  ein  Buchstabe,  z.  B.  a,  und  sein  Supplement 
das  Arnauldsche  Sc 2  (2»'  -\-  t)  —  1  ergiebt.  Wir  sehen  ferner,  dafo 
alle  in  der  rechten  Httfte  des  natfirliehen  Quadrats  stehenden  Buchstaben 
Arnaulds  in  unserer  Darstellung  mit  —  1  Tersehen  sein  müssen. 
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Es  bestehen  nun  folgende  Oleichhetton: 
a)  Fflr  die  ungeraden  Ottrtel  ist: 


n  —  [2n*  +!]  —  [*  (2«  +  l)  — 

f»]4-2ii 

E^[2n*  +  1]  +  [I;  (2ii  +  1)  — 

tt  —  [2«»  +  1]  —  [h  _  Jfe]  _  1 

0  —  [2n*  4- 1]  —  f*  (2«  —  1)  — 

0  .  [2»«        +     (2«  —  1)  — 

/J-[2h*+1]-[«  +  *] 

»  +  £  +  a-fo-|-0  +  /J  —  12i»"  H-  6  —  3. 
Es  zerstSreu  sieh  oben  alle  Glieder  bis  auf 
12«*  +  3  <"  3  (4m*  +  1)  »  3  •  2« 

also 

1)  »  +  .B-f.aH-o  +  0  +  /»  =  6c 

wie  Arnanld  bewiesen  hat  (s.  den  fransOsiseben  Text)  (f&r  jeden  GQrtel, 
da  die  Summe  von  k  nieht  abUngt). 

2)  wollen  wir  die  Beiiehung  yerifioiermi 

•  + « +  y  —  3  [2fi*-f  1 J  —  2  [A»(2n -|- 1)  —  n]  —  («  —  Jfc)  —  1 

jS-f-c  +  d— 8[L>m'-|-1J  — [Ä(2»-f  1)— «]  — («-f  fc)  — [ifc(2«  — 1)  — «]  — 1 

oder  verein  facht: 

w  -|-  <'  -f    -   |3  +  r  -j-  o      3  \2tr  +  Ij  -  1  —  t  kn  —  k n 

Diese  Gleichheit  betlin^'t  aber  die  Gleichheit  der  Supplenicntenstunmen 
Sl  E  -\-  r  und  B  E  (>  nach  der  dritten  allgemeinen  Hegel;  nach 
den  Folgerungen  aus  dieser  sind  dann  aber  auch  die  beiden  Summen  der 
gegenflberliegendeu  Kolonnen  gleich,  nämlich: 

«  +  e  +  y  +  -B+d-|-Ä  — /j  +  iJH-r+^  +  dH-Ä, 

wenn  diese  aber  gleidi  sind,  so  folgt,  da  sie  nach  der  dritten  Bogel  an- 
geordnet sind,  dafs  der  ihnen  gemeinsame  Wert  6  c  betrSgt,  nimlieh  soviel 
mal  e  als  Zellen  besetzt  sind. 

h  hat  in  diesen  Summen  der  Arnauldschen  durcb  Buchstaben  charak- 
terisierten Ziffern  die  Werte  3,  5,  7  ...  bis  n  bez.  ft  —  1  in  durdilaufon, 
je  naebdem  n  ungerade  oder  gerade  ist. 

b)  Fflr  die  geraden  Gflrtel:  hier  hfttte  h  die  Werte  4,  6,  8  bis  fi  —  1 
bez.  n  zu  durchlaufen,  je  nachdem  n  ungerade  bez.  gerade  ist  [dodi  gilt 
unsere  Darstellung  der  Ziffern  des  natOrliehen  Quadrats  selbst  noeh,  wenn 
Jfc  »  1  oder  =  2  ist]. 

Fflr  ib  s  1  geht  ^,  wie  es  sein  mufs,  in  o  über  und  ö  in  e.  [Fflr  üb 
Übertragung  in  das  magisdie  Quadrat  folgen  aber  die  ArnauldsdiMi  durch 
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BuchstalMik  ehanktorinerten  ZaUen  anderen  SteUungsregeilii  ab  in  den 
fibrigen  Gttrteln,  wie  im  nSduten  Pangraph  exiftvterfc  wird.]  Die  Summen- 
benehongen,  die  luer  gelten  müssen,  sind  für  die  Z«len  an  sidi  Uar,  in- 
dem E-\-^-\-d-\-Of^j^^'{'ö  =  e'^o  ist,  Somme  sweier  Zahlen 
und  deren  Supplemente  ist,  also 

i?-fd-f-d  +  0  —  4c, 

feiner 
denn 

J7=  [2n=*  4-  IJ  -f  \fc  (2n  +  l)  —  «J  —  1 

0  =  [2w-  +  IJ  —  fA;  (2«  —  1)  —  «I  —  1 
jeder  eioselne  der  Summanden  ist  mit  k  variabel;  aus  der  Summe  aher  hebt 
sich  k  herans;  dieselbe  ist  also  konstant,  d.  h.  für  jeden  Gürtel  gleich 
(8«*  4-  4)  —  2  —  2  (4fi«  +  1)  —  4« 
Wir  wollen  kurz  rekapitulieren: 

Das  YerfiJiren  zur  Herstellnng  magischer  Quadrate  gerader  Zellensahl 
halt  genau  denselben  Gang  ein,  wie  das  fttr  solche  ungerader  ZellensahL 

Es  wird  in  den  Gfirteln  von  ungeradem  Index  zunächst  durch  Plaoe- 
ment  von  6  bestimmten  der  durdi  Budistaben  charakterisierten  Ziffsrn  in 
der  oben  angegebenen  Stellung  pro  Zeile  oder  Kolonne  Uber  6  Siellen  yer- 
ftgt,  ebenso  in  den  Gfirteln  geraden  Lidez'  fiber  4  Zellen  nach  den  ge> 
gebenen  Spezialregeln,  die  aus  den  Figurm  ernchtlich  sind.  Es  Ueiben 
dann  znnftchst  im  vierten  und  fOnflen  Gürtel  je  4,  im  sechsten  und  siebenten 
je  8,  im  neunten  und  zehnten  je  12  Zellen  pro  Zeile  oder  Kolonne  ver- 
Agbar;  die  Anzahl  der  zunttchst  leer  bleibenden  Zellen  ist  also  immer  eine 
durch  vier  teilbare  ZaU;  nun  werden  die  nicht  herausgehobenen  Zahlen  des 
natOrlichen  Quadrats,  welche  kleiner  sind  als  das  Gentrum,  zu  Quadrupeln 
zusammengefalst,  so,  dats  jedes  Quadrupel  eine  arithmetische  Proportion 
bildet;  werden  dann  die  Suäeren  beiden  Zahlen'  der  arithmetischen  Pro- 
portion in  zwei  solche  Zellen  einer  Zeile  oder  Kolonne  eingesetzt,  welche 
▼orhin  vorfllgbar  geblieben  waren,  und  die  beiden  inneren  GUedar  der  Pro- 
portion in  zw«  noch  nicht  besetzte  Zellen  der  gegenfibeiliegenden  Zeile 
bezw.  Kolonne  des  magischen  Quadrats,  wobei  aber  immer  die  Stellung  der 
Siqiplemente  nadi  der  drittm  allgemeinen  Begel  zu  berficksichtigen  ist,  so 
folgt  aus  jener  Regel,  sowie  den  im  Zusatz  daraus  gezogenen  Polgerungen, 
dab  die  Summe  in  emer  Zeile  oder  Kolonne  gleich  ist  der  Summe  in  der 
gegenfiberliegenden  Zeile  oder  Kolonne;  zugleich  sind  abor  die  Kolonnen- 
und  Zdlensumme  desselben  Gflrtels  einander  gleich,  da  sie  beide  sovielmal 
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e  (das  Centram)  betragen  als  Zellen  in  der  Zeüe  oder  Kolonne  dieses  Gür- 
tels TOiliaaden  sind;  daft  aucb  die  Diagonalensiunme  damit  flbereinstimmt, 
ergiebt  sieh  ans  der  Bfldnngsweise  besw.  Zuwadis  pro  GfirteL 

§  8  erUftrt  die  Begeln  dar  Besetzung  der  beiden  innersten  CKlrtdi 
(h  « 1,  2)  der  Quadrate  gerader  Zellensahl;  dieselben  sind  genau  die  der 
Bildung  der  magischen  Quadrate  Ton  4'.  Li  diesen  giebt  es  nach  Arnanld 
zwei  Arten  tou  Zeilen  besw.  Kolonnen,  die  vier  Sufteren,  und  Tier,  welche 
das  Quadrat  durehsetsen,  Transrersalen:  Die  sweite  und  dritte  von  links 
nach  rechts,  und  die  sweite  und  dritte  Zeile.  Daft  dieses  Quadrat  sidi 
nicht  nach  den  allgemeineren  Begeln  behandeln  UL6t,  exgiebt  sich,  wie 
Arnauld  richtig  bemerkt,  daraus,  dafe  die  vier  Zellen  in  der  Mitte  Tier 
Streifen  bilden,  zwei  Diagonalen  und  eine  Zeile  und  Kolonne;  es  kOnnen 
dsher  nur  die  Diagonalen  in  ihren  Summen  flbereinstimmen  (denn,  würde 
auch  eine  Zeilen-  besw.  Kolonnensumme  damit  übereinstimmen,  so  kirne 
dieselbe  Ziffor  zweimal  Tor,  was  ex  def.  ausgeiehlossen  ist).  Die  16  Zifibm 
von  4*  lassen  sich  nach  Arnauld  auf 

20922789872000, 

also  auf  mehr  als  zwanzig  Millionen  inillionenmal  verschiedene  Weise  an- 
ordnen, wobei  aber  nur  sechzehn  magische  Formen  vorhanden  sind;  Ar- 
nauld schliefst  die  durch  Lagenänderung  eines  dieser  magischen  erzeugten 
von  der  Zählung  aus. 

8üdann  giebt  er  eine  Tabelle  zur  Bildung  der  sechzehn  Formen; 
darin  heifst: 

1**):  Die  vier  inneren  Zahlen. 

2°):  Die  Zahlen  der  vier  Eckzellen. 

3^):  Die  beiden  mittleren  Zahlen  der  oberen  Zeüe  und  die  beiden  ent- 
sprechenden der  untcii'u  /oilo. 

4®):  Die  beiden  mittleren  der  linken  Kolonne  sowie  dieselben  der 
rechten. 

Ferner  bedeutet: 

o)  man  solle  «n  solches  Quadrupel  (1**,  2**,  3®  oder  4^)  an  seinem 
Platze  lassen; 

c)  man  soll»  SS  fibers  Kreuz  vertauschen; 

g)  direkt  von  rechts  nach  links  vertauschen; 

h)  direkt  von  oben  nach  unten  die  Vertauschnng  vornehmen. 

Wir  glauben  Arnaulds  instruktive  Tabelle  hier  noehmals  folgen 
lassen  zu  sollen,  da  im  idU^ten  Paragraphen  darauf  Bezug  genommen 
werden  muA. 
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Von  diesMi  aedueliii  Fonnen  sind  zwei,  nftmlidi  die  I.  und  YI.,  so 
gebildet,  dafs  nur  adit  Zahlen  des  natfirlichen  Qnftdnia  ihre  Stellnng  ge- 
Sndert  haben,  wBhrend  in  XI  und  XVI  alle  eeduehn  anders  pladert  wurden. 
Ss  folgen  die  Fonnen  VI  und  XVI,  gebildet  mit  den  Zahlen  Ton  4'  als 
Beispiele.  Den  Beweis  führt  Arnauld  endlidi  so:  Jede  Zeile  oder  Ko- 
lonne, gleicshviel  ob  Suftere  oder  tnuisrersale  des  Quadrats  von  vi«:,  oder 
des  Quadrats,  weldies  aus  den  beiden  innersten  Gflrtefai  eines  Quadrats 
gerader  Zelleniahl  besteht,  enthalt  vier  Zahlen  (im  natfirlichen  Quadrat), 
welche  eine  arithmetische  Proportion  bilden.  Es  sei  die  Summe  der  äu&eren 
CQiflder  der  obwen  ZeQe  die  Summe  der  inneren  Glieder,  wdche  ja  jener 
gleidi  ist,  eben&lls  d,  sodafii  die  Gesamtsumme  der  ZeOe  ist,  und 

ebenso  in  der  untersten  Zeile  f-^  f.  Man  kann  in  bsidoi  Zeilen  Summoi- 
gleiehheit  ersielen,  1)  wenn  man  die  ftufieren  Glieder  der  einen  tausdit  mit  den 
Kufteren  Gliedern  der  anderen,  ohne  an  den  inneren  CQiedem  su  rflhren  oder 

3)  indem  man  die  inneren  vertauscht  und  die  ftnfseren  an  ihrer  Stelle 
l&ftt.  In  bnden  FSUen  wird  die  gemeinsame  Summe  in  onem  jeden  Bande 
{f  ■\-  b).  Dies  hat  man  nur  auf  jede  der  sechzehn  Formen  der  Tabelle 
ansuwendra,  um  einzusehen,  dab  die  Torgenommenen  Versetzungen  wiiUioh 
magische  Formen  ergaben. 

§  9  ist  interessanten  Inhalts;  er  giebt  lüttd  zur  Variation  eines  nach 
Arnaulds  Methode  gebildeten  magisdi-magisdhen  Quadrats;  hOchst  anf- 
follend  ist  wieder  die  Übereinstimmung  mit  den  Worten  in  der  eingangs 
erwähnten  Ankfindigimg  Pascals  „idque  ommbus  modiß  pasnb&Sbm,  mUlo 

Wir  lassen  Arnaulds  Wort«  folgen: 

1)  Ks  icitrdr  roniusffescUt,  dafs  man  dir  Zahltn  drs  ersten  (riirfels  des 
natürlichen  Quadrats  in  den  ersten  Gürtel  drs  niagischen  überträgt,  die  des 
zweiten  Gürtels  in  d(  n  zieritrn,  dif'  de)<  dritten  (hirtels  in  di  u  dritten  n.  s.  w.: 
Ji(v*  ist  aber  nicht  in  dicstr  Strenge  notwendig,  sondern  für  die  durch  Jiuc/i- 
staben  eharakterisirrten  Zahlen  genügt  die  l'bertragung  in  einen  ähnlichen 
Gürtel,  d,  h.  aus  einem  angerüden  Gürtel  in  einen  beliebigen  anderen  von 
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ebenfalls  ungeradem  Index,  wie  t,  B.  vom  fünften  in  den  ersten,  tmd  aus 
einem  Gürtel  von  gerader  Ordnungszahl  ebenfaüe  wieder  in  einen  geraden. 

2)  Für  die  nicht  durch  Buchstaben  herauegduhenen  Zahlen  genügt  die 
Überfragung  aus  irgend  einem  Gikrid  in  einn)  qanz  beliebigen  Gürtel  (ob 
von  ähnlichem  Index  oder  nicht),  voratiSffeeetet,  dafs  man  sie  wieder  ZU 
Proportionen  (nach  unserer  obigen  Bezeichnung  va  Quadrupeln)  zusammenr 
fafst  und  (in  der  sdion  mehrmals  erörterten  Weise)  die  beiden  äitfseren 
Glieder  in  eine  Zeile  be»w.  Kolonne,  die  inneren  in  die  gegeti überliegende 
Zeile  bezu\  Kolonne  immer  mit  Beiiicksichligung  der  Stellung  des  Supple- 
ments jeder  einzelnen  nach  der  dritten  allgemeinen  Itegel  einsetzt. 

Arnauld  hat  diese  Variationsweisen  bei  seinen  beiden  Beispielen  (s. 
die  Tafeln  des  französischen  Textes)  in  Anwendung  gebracht.  Etwas  über- 
raschend ist,  dars  er  im  Quadrate  von  «wölf  die  Zahlen  des  sechsten  Gürtels 
in  den  zweiten  übertragt;  hier  mufs  dann  aber  ä  nicht  gleich  e  -\-  l  gewählt 
werden,  sondern  e X  wird  gleich  d  —  0  —  a?;  denn  ursprünglich  sollen 
ja  auch  ^  und  ö  nur  zwei  von  e  besw.  0  gleichweit  abstehende  Zahlen  sein 
(im  übrigen  setzt  Arnauld  immer  j- =  1 ;  der  einfachste  Fall);  hier  aber 
in  den  Quadraten  gerader  Zellenzahl  bei  UbeH ragung  ans  einem  genden 
Qttrtel  in  den  zweiten  mufs  das  x  immer  der  Bedingung  genägen: 

(o  —  x)  —  (e  -j-  «)  «  1  oder  x  — •  ^  

also 

i  ,  o  —  e—l  .  .  0 — e— 1 
«  —  c  -| —    ^  —  und  d  — ■  0  j  

In  der  genannten  Tafel  hat  Arnauld  zur  Bildung  der  beiden  innersten 
Gürtel  die  Form  VI  seiner  oben  reproduzierten  Tabelle  benützt.  AofBerdem 
ist  bei  der  Betrachtu!i<^T  iler  Tafel  noch  auf  einige  Abweichungen  von  den 
im  Text  gegebenen  Kegeln  aufmerksam  zu  machen,  welche  unwesentlieh 
sind,  aber  den  Anscliein  erwecken  könnten,  als  ob  Arnauld  seine  Regeln 
nicht  eingehalten  hätte  Wir  haben  diese  Abweichungen  in  unseren  beiden 
thientierungstiifelchen  beibehalten.  Nämlich  bei  der  Bildung  der  geraden 
Gürtel  sind  die  £ckzahlen  übers  Kreuz  vertauscht;  sodann  ist  a  mit  ß  ver- 
tauscht gegen  die  im  franziisischen  Text  gegebenen  Anordnoogen.  In  Ar- 
naulds  Tafel  des  Quadrats  von  zwölf  steht  (beibehalten  in  unseren  bei- 
gefügten Täfelchen)  y  über  e  in  den  ungeraden  <iürteln,  während  in  der 
'Forschrift  des  Textes  y  unter  e  steht;  doch  diese  Abweichungen  sind  nur 
unwesentlich  imd  gehören  wohl  zu  den  Variationsmitfrln ,  von  denen  Ar- 
nauld sagt,  dafs  er  sie  wegen  ihrer  Leichtigkeit  und  ünwichtigkeit  nicht 
besonders  aufzählen  wolle. 

Zum  Schlufs  giebt  \  rnauld  eine  Aufzählung  der  Vorzüge  seiner  Methode; 
wir  kSnnen  nur  beipflichtend  als  beste  Würdigung  dieselben  hier  wiederholen: 
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Arnaulds  Methode  /nr  (Ulduag  magiscli-magiscber  Qaadiate  ist  die 
leichteste,  kürzeste  und  vollendetste,  denu 

1)  Man  hat  die  Zahlen  nur  zweimal  anzuschreiben  (oder  nach  den 
von  uns  für  das  natürliche  Quadrat  gegebenen  Formeln  mit  Hilfe  vom 
Centrum  und  dem  Index  des  (Üirtels  zu  berechnen). 

2)  Es  gieht  nirgends  Tütonnement  (Probieren),  sondern  man  ist  sich 
immer  dessen  l)ewurst,  was  man  macht. 

Ü)  Die  grüfsten  (^ladrate  sind  nicht  schwieriger  zu  bilden  als  die  ikleilisten. 

4 )  Man  kann  die  magischen  Quadrate  beliebig  variieren. 

5)  Man  nimmt  nur  streng  bewiesene  Operationen  vor. 

6)  Die  Methode  ist  so  allgemein,  dafs  man  ohne  jede  Änderung  nüt 
ihr  auch  das  schwierigere  Problem  lösen  kann: 

Hat  man  die  Zahlen  einer  beliebigen  geometrischen  Proportion  wie 
1,  1*,  4,  8,  16  u.  s.  w.  in  einem  natürliclu'u  Quadrat  angeschrieben,  sie  so 
in  ein  Quadrat  gleicher  Zellenzahl  zu  übertragen,  dafs  das  Produkt  aller 
Zahlen  einer  Zeile  gleich  wird  dem  Produkt  jeder  anderen  Zeile,  Kolonne 
oder  Diagonale,  d.  h.  mit  anderen  Worten:  ein  magisches  (Quadrat  multipli' 
kativer  Eigenschaft  zu  bilden,  wie  z.  B. 
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ScMufs. 

Wir  haben  Arnaulds  mathematische  Arbeiten,  seine  Thesen,  seine 
Logik,  die  Nouveauj  Ehmens  dr  (Womctrie  inhaltlich  genau  kennen  gelernt. 
Wir  haben  seine  Bedeutung  für  die  Pliilosophie  der  Mathematik,  seine 
zahlentheoretischen  Arbeiten  ausführlich  entwickelt;  wir  haben  erfahren, 
welch  klare  Vorstellungen  Arnauld  über  den  Begriff  der  (Jrenze  und  die 
„Geomeiric  der  Indir'tsil)iiir)i"  .sieh  gebildet  hatte;  wie  er  die  liercehnung 
des  Kreisinhaltes  durch  ein  \'orfahren  bewies,  welches  mit  dem  heute  bei 
Integrationen,  z.  B.  in  der  Puteutialtheorio  angewendeten,  der  Zerlegung  in 
Elemente  grolse  Ähnlichkeit  besitzt.  Aber  der  Schwerpunkt  seines  Schatfens 
liegt  in  seiner  Reforuuitiou  der  Ebunentargeometrie.  Viele  seiner  Siitze, 
seiner  originalen  Beweise  sind  dem  beutigen  Leser  besser  bekannt  als  die 
entsprechen  Euklids.  (Jerade  das  ist  „das  sicherste  Zeichen  der  enormen 
(Irörso  des  Mannes,  dafs  viele  seiner  ( Jedankengänge  ht-utzutage  trivial  er- 
scheinen". Die  grofsen  antiken  (ie<uueter  siud  im  XVII.  .lahriunulert  in 
einer  vervollkommneten  Xndividualitüt  wieder  auferstanden:  Galileis  Me- 
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daille  trägt  auf  dem  Be?er8  als  einzige  Bezeichnung  das  Wort  „Ardii- 
medes^  Fermat  hat  man  wohl  einen  zweiten  Biophant  genannt,  Des- 
argues  und  Pascal  haben  des  Apollonius'  Spezialität,  die  Kegelschnitte, 
in  neuer,  ftherraschtudtr  Wfise  in  Angriff  genommen.  Die  Bedeutung  des 
grofsen  Arnauld,  dem  Descartes,  Pascal  und  Leibniz  ihre  Freund- 
schaft tind  Bewunderung  gehenkten,  für  die  Mathematik  können  wir  ent- 
sprechend als  Resultat  unserer  Arbeit  in  dem  Satae  snsammenliuseQ: 
Arnauld  ist  der  Euklid  des  ZVn.  Jahrhundert«. 
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liegender  Arbeit)  haben  wir  folf^ende  Werke  benutit: 

Ahri  ns,  Dr.  W.,  Mathe mntisdie  Vnterhnltungen  und  Spielt.    Leipzig  1901. 

JSarthcliny,  Leg  Amis  de  la  mar^uise  de  Hoble.  Paris  ld66. 

Bertrand,  Bkuae  Pimd.  Psris  1S91. 

(Seeoigne)  Histoire  de  Pdhbage  de  Port-Boyal,  Tom.  VI.  A Gologne  MDCCLIL 
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S.  107  Z.  I  von  oben  füge  nach  Cartesiatiae  hinzu:  enchien, 

S.  20H  Z.  6  von  oben  lies  {ufitu'mcnt  ntatt  ii^tttemeiU  (sweillial). 

S.  209  Z.  ü  vuu  unten  lies  ont  statt  on. 

S.  216  Z.  7  Ton  oben  lies  n*aifoit  statt  «i'omft.  —  Z.  18  Ton  oben  lies  ne  statt  nee. 

S.  283  Z.  6  von  unten  lies  jiarfteMfterf^  Htatt  jtarticulicin. 

S.  '23K  Z.  4  von  un^fn  liea  demomtrmuii  statt  domotutrutuii. 

S.  241  Z.  2  von  oben  liea  «tatt  Jour. 

8.  248  Z.  6  Ton  oben  lies  m^ßpiUer  statt  mtpteer. 

S.  247  Z.  14  von  unten  lies  ipttmtl  statt  qunnt. 

S.  24b  Z.  1  von  oben  lies  Aiiahfsr  statt  Jria^i«e.  —  Z.  2  von  oben  und  Z.  4  von 

oben  lies  s'egarer  statt  cgarer 

S.  288  Z.  10  von  oben  lies  Dann  statt  Denn. 

8.  284  Z.  11  von  oben  lies  antipnrullolcn  statt  pai-allelen. 

8.  286  Z.  20  von  oben  i«t  das  iSemikolon  vor  —  zu  streichen. 
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Vorwort. 


Die  Anregung  sa  Torliegender  Arbeit  gab  der  Aufsatz  der  Herren 
Ton  BriH-Tflbingen  und  Nöther- Erlangen  „Über  die  EntwieUung  der  Theorie 
der  algebraiBchen  Funktionen  in  Uterer  und  neuerer  Zeit**,  Band  III  der 
Jahresberichte  der  Deutschen  Mathematiker  «Vereinigung. 

Mit  ihr  wUl  dem  im  Vwwort  zu  jenem  Aufsatx  ausgesprochenen 
Wunsdte,  „das  Bild  bedeutender  Minner  und  ihrer  Thfttigkeit  in  dem  Ge- 
dichtnis  der  jflngeren  Generation  frisch  xu  erhalten**,  Rechnung  getragen 
werden,  ein  Wunsch,  der  in  Bezug  auf  De  Gua  um  so  berechtigter  er- 
scheint, als  seine  Untersuchungen  sich  noch  mit  einem  betrichüichen  Teil 
des  analytisch -geometrischen  Unterrichtsstoffes  der  Mittelsdiulen  be&ssen 
und  daher  80w<^  fOr  diese  Stufe  als  bei  einleitenden  Vorlesungen  an  der 
Hochschule  mit  Vorteil  zu  verwerten  sind. 

Die  Arbeit  folgt  in  Suren  Methoden  den  in  den  „Usages  de  Tanalyse 
de  Deecartes**  niedergelegten  Ausführungen  De  Gua's,  weicht  aber  durch  die 
moderne  Art  der  Darstellung  ab  und  führt  zum  Teil  die  Entvncklungen 
De  Gua's  weiter  unter  ]ffinweisen  auf  den  Zusammenhang  mit  dem  sp&teren 
Stand  der  Kenntnisse. 

Beutlingen,  im  Juli  1902. 

Der  Verftusser. 
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I  Abschnitt. 

tiesehiefitlicher  fherblick  Aber  die  Entwickln!!?  der  Knrven- 
(iisku.ssion  von  Descartes  bis  De  Uaa       — 1740. 

Binleitimg. 

1.  In  dein  Lreniciiisain  mit  Herrn  Nötlier-Krlaiigen  erstattetcu  Bericht 
xx\wv  die  Entwicklung'  der  Thoorit'  der  altrebraischen  Fnnktionen  in  älterer 
und  neuerer  Zeit.  Hand  III  der  Jahresherielite  «ier  «ieul-'clien  Mathematiker- 
Vereinigung,  .lalir^aiii.'  lSO"J  !*^i,  würdigt  pg.  lo'J — 1H4  Herr  von  Hrill- 
Tübingen,  von  uclclu'ni  die  Boarlieitunfr  des  älteren  Zeitaliselinitts  herrührt, 
cr>tnials  eingehmder  <lie  Verdienste  eines  Mannes,  der  auf  dem  (Jehiete  der 
auah'tiseheii  (ieometrie  als  der  liervorrag^^ndste  untei-  ileii  im  (iet'olge  von 
Newtons  epoehemacliender  Enumeratio  auftretenden  Naclu  itereni  dieses  grolsen 
(leonieters  betrachtet  werden  mul'^:  des  Ahb»'  .lean  Paul  de  (^ua  de  Malves. 
iJas  streng  im  Geiste  des  Descartes  vertafste  kleine  Werk  I)e  (Juas,  }>etitelt 
„Usages  de  l'analyse  de  Descartes  pour  decouvrir  sans  le  secours  du  ealeul 
ditiV'rentiel  les  proprieti's  ou  atVections  principales  des  lignes  geometriijues 
de  tous  les  ordres".  l'aris  1740.  12",  457  p]> ,  dessen  Fonnat  und  Aus- 
stattung, viellei(dii  nicht  unabsiohtlich,  eliei-  ein  (lebetbueli  denn  eine  Sehritl 
matliemati-^ehen  Irdialts  vermuten  liil'st,  rejiriisentiert  in  ilufserst  knapper  und 
für  die  damalige  Zeit  schwer  vrr^t;indli(•her  Darstellung  ein  vollständiges 
Lehrlmch  der  analytiM'lieti  (ieomelrie  der  elicnen  algebraischen  Kurven  um] 
ist  ein  Meisterstück  des  Scharfsinns,  voll  origineller  (Jedanken  und  feiner 
Bemerkungen.  In  einem  Punkt  dagegen  liifst  sich  De  tlua  eine  verhilltnis- 
mäl'sig  geringfügige  I  bereilung  /n  Helmlden  konmien:  er  bestreitet  die  Exi- 
stenz der  von  De  l'Hnspital  autgel'undenen  Spitze  ]\.  Art.  dei  sog  Schnabel- 
spitze  (point  de  rtbrnussemeiit  de  la  '2''  especei.  und  dies  «ichrinl  ihm  den 
Tadel  der  Nachfidger  in  dem  Mal'se  zugezogen  zu  haben,  dai's  darüber  ^eine 
nicht  geringen  Verdienste  um  die  Anwetulung  der  AlgeV>ra  auf  Geometrie 
bis  auf  die  neue>te  Zeit  fast  gänzlich  in  Verges-eulieit  geraten  »^ind,  noch 
Chasles  streift  in  seinem  Apei\u  liistorii^ue  sur  l'originu  et  le  deveioppeuieut 

II  erb  eck,  (>uh  ile  Molvp».  1 


Digitized  by  Google 


2 


I.  Abadmitt; 


des  methodes  en  gpometrie,  Paris  1875,  die  analytischpii  Tjeistiingen  De  Guas 
nur  flüchtig  und  unvollständig.  Zu  dieser  Verdrängung  De  Guas  hat  vor 
allem  Gabriel  Cramers  zclm  Jahre  später  erschienene  Introdaction  a  l'ana- 
lyse  des  courhes  ligncs  algebritjues,  (ieneve  17')(),  beigetragen.  Im  Hinblick 
auf  dieses  umfangreiche,  den  damaligen  Stand  der  Kenntnisse  zu  einem  ge- 
wissen Abschlufs  führende  Kompendium  einer  Theorie  der  algebraischen 
Kurven,  das  zu  einem  grofsen  Teil  seines  liüialtes  an  die  Usages  de  l'ana- 
lyse  erinnert,  aber  im  Gegensatz  zu  diesen,  wenn  auch  von  einer  gewissen 
Breite  und  Ängstlichkeit  der  l)arstellung,  doch  leicht  fafslich  geschrieben 
ist  und  zudem  in  dem  herilhmten  Absclinitt  über  die  Methodes  des  series 
(  Cliap.  VIT)  die  Untersuchungen  Eulers:  Sur  le  point  de  rebroussement  de 
la  2®  espece,  Mem.  de  Berlin  1748,  schon  berücksichtigt,  \vird  wohl  De  Gua 
von  einer  verbesserten  Neuausgabe  seines  Buches  abgesehen  haben.  An  die 
Stelle  der  Usages  tritt  die  vielgelesene  Introdnction,  die  lange  Zeit  hindurch 
die  Führerschaft  behält,  obwohl  liczü^lich  ihier  neuen  Methoden  und  Sätze 
Gabriel  Cramer  vielfach  nicht  das  Kecht  der  Priorität  zuerkannt  werden  kann. 

0 

BMtretmngen  De  (hum. 

2.  Die  Ziele,  welche  De  Gua  mit  seiner  Arbeit  verfolgt,  sind  im  wesent- 
lichen von  zwei  Gesicht.spunkten  aus  zu  betrachten:  In  erster  Linie  sucht 
er  die  Analysis  des  Descartes,  die  zur  damaligen  Zeit  in  ihrem  eigensten 
Gebiet,  dem  der  Untersuchung  der  geometrischen  Eigenschaften  auf  Grund 
der  algebraischen  Gestalt  der  Kurvengleichung,  durch  die  obwohl  ein  halbes 
•lahrhuiidert  jüngere  Differentialrechnung  verdrängt  wurde,  als  die  nattbr- 
lichste  und  ursprüngliche  Methode  in  ihre  alten  Rechte  wieder  einzusetzen, 
indem  er,  ein  Meister  in  der  Beherrschung  derselben  zeigt,  wie  sie  in  allen 
einschlilfriiren  Fragen  ein  nicht  weniger  mächtiges  Hilfsmittel  darstellt  denn 
die  Diilerentialinethode,  ja,  dafs  sie  letzterer  sogar  überlegen  ist,  insofern  sie 
dieselben  Ergebnisse  nicht  nur  durchaus  elementar,  sondern  auch  mit  weit 
schürferer  Begründung  abzuleiten  gestattet;  in  zweiter  Linie  sucht  er,  an- 
geregt durch  Newtons  Enunieratio,  erstmals  eine  allgemeine  analytische 
Theorie  der  algebraischen  Kurven  zu  entwickeln.  In  diesem  Sinn,  sagt  De 
(Jua  selbst  in  seiner  Vorrede,  möge  sein  Werk  gleichsam  als  eine  Extension 
des  idees  de  deux  grauds  hommes  betrachtet  werden. 

Desoartes  O^om^trie.    Newtons  Enumoratio. 

3.  Die  Anfliuge  einer  Theorie  der  algebraischen  Kurven  reichen  nicht 
früher  zurück  als  bis  Descartes.  Obwohl  nach  den  Untersuchungen  Zeuthens: 
Ober  die  Lohro  von  den  Kegelsidmitten  im  Altertum,  Kopenhagen  1886, 
schon  Apollonius  über  den  Begi-iJS'  der  Koordinaten  verfQgt  und  mit  ihnen 
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in  einer  gewissen  f^eouiotrisi  lH'U  Au>drnckswoihO,  die  ihm  die  heutige  Zeichen- 
sprache der  Algehra  ersetzt,  operiert,  so  hat  doeh  Deseartes  in  seiner  Sehrift: 
La  (Teometrie,  Leyden  l»>;i7,  zuerst  die  Kurven  höherer  Ordnung  durch  Glei- 
cbungeu  ausgedrückt  und  duiiiit  üherhaupt  den  liegritt"  der  algebraischen 
Kurven  gesi-hatlen.  Alx  r  trotz  der  l'niversalitiit  der  neuen  Lehre  Deseartes' 
gehen  die  Untersuchungen  der  nächst  folgenden  Zeit  kaiiiu  ül)cr  die  Be- 
trachtung der  Kurven  zweiter  Ordnung  liinaus  und  hiscliriinken  sich  auch 
für  höhere  Kun'en  nur  auf  Kinzelheiten ,  vgl.  ("lia-^les:  Ai)er(,'U  histoii(jue 
pg.  94 — IIK.  Die  tlruudlage  zu  einer  allgemeinen  Theorie  der  algebraischen 
Kurven  schatt't  ei-j^t  beinahe  siebzig  Jahre  später  Newtons:  Enunieratio  linea- 
rum  tertii  ordinis,  London  1704.  Zwar  war  der  Hauptzweck  dieser  Schrift, 
welche  auf  die  Entwicklung  der  Geometrie  einen  sri  weittragenden  KiutUirs 
ausgeübt  hat,  die  Aufzählung  und  Klassitizienuig  der  Kurven  dritter  Ord- 
ntmg,  von  welchen  bis  dahin  nur  weuigi'  Arten  bekannt  waren,  allein 
indem  Ncwti)U  seine  überraschend  cinfuchen  Jsätze,  welche  in  die  erstaun- 
liche Mannigfaltigkeit  der  (iestalten  diexr  Kurven  Ordnung  bringen,  als 
Verallgemeinerungen  der  bekannten  Durchmesser-,  Sekanten-,  A.symptoteu- 
und  projektiven  Ligenschat'ten  der  Kegelsclmitte  ohne  Beweis  verölfenflichte, 
gab  er  die  erste  mächtige  Anregung  zu  einer  Reihe  ganz  liervonagender 
Leistungen,  welche,  zunächst  auf  die  Begründung  jener  SiUze  gerichtet,  eine 
allgemeine  Theorie  der  algebraischen  Kurven  anstrebten.  T)ie  nandiat'testen 
Vertreter  dieser  durch  die  Eiuimeratio  auf  ein  halbes  .Tabrliundcrt  liinaus 
bestimmten  Kii  litung  der  Geometrie  sind  nach  der  Zeitfolge,  in  welcher  sie 
ihre  Schriften  geometrischen  Irdialts  verötTentlicliten:  Jacob  Stirling,  Colin 
Mac  Lauriü,  Nicole,  Öauriu,  Maupertuis,  De  Bragelougue,  De  Gua  und  Gabriel 
Gramer. 

De  Guas  Werk  ist  die  erste  allgemeine  Kurvendiskussion  in  rein  ana- 
lytischer Behandlung.  Welch  bedeutende  Fortschritte  auf  <liesem  <iebiet  seit 
dem  Erseheinen  der  Enunieratio  diese  S<lirift  luich  Inhalt  wie  nach  Methode 
aufweist,  zeigt  eine  kurze  Betrachtung  der  diesbezüglichen  Litteratur  der 
Vorgänger. 

jMob  BttarllngB  Uimm  NewtoiüaiiM. 

4.  Sieht  mau  von  lier  im  Supplement  du  -lournal  des  Scavans,  Septend)re 
1708  veröttentlichten  kleinen  .Abhandlung  des  siebzehnjährigen  De  Brage- 
longne,  des  spUtcren  Abbe,  ab,  die  sich  mit  der  Begründung  des  VT.  Ab- 
schnitts der  Euumeratio,  der  Descriptio  organica  ctiiTannn  mittels  steter 
Bewegiing  zweier  unveriindei-licher  W  inkelgnifsen  längs  gegebener  Leitlinien, 
betafst,  jedoch  nur  insoweit,  als  für  die  entstehenden  geometrischen  Orter 
dritten  Grades  diu  Gleichungen  aufgestellt  wurden,  ohne   eine  analytische 

1* 


Digitized  by  Google 


4 


L  Abschnitt 


Diskussion  an/Aischliefsen,  so  ist  dir  erste  kurventheoretisch  bedeuteudo  Arbeit 
diejenige  Jacob  Stirlings,  betitelt:  lUustriitio  tractatus  D.  Xewtoni  de  Enunie- 
ratione  lineanim  tertii  ordinis,  Oxon.  1717.  Hier  zeigt  Stirling  zuerst,  indem 
er  die  gerad-  und  ki-ununlinigeii  Asymptoten,  die  in  Newtons  Enumeratio 
das  Einteilungspriiu'i))  der  Kurven  drifter  Ordnung  al)geben,  mit  dem  Ap- 
proxiniationsverfahren  der  Reihen  in  /usnmmerduuig  bringt,  dafs  Newton 
nur  durch  seine  ^'luxionsrechiiung  (Methodu-<  tiuxionum  et  serierum  intinita- 
nun,  nach  den  Angaben  von  Newtons  liiograph  lirewster  1«>7(»  al)get"afst) 
y.n  den  gliin/.enden  Ergebnissen  seiner  Enunu'ratio  gelangt  sein  konnte.  Stir- 
ling bestinunt  die  Asymptoten  (l'rop.  VI)  aus  den  Anfangsgliedern  mit  po- 
sitiven Exponenten  der  nach  fallenden  Potenzen  der  Abscisse  geordneten 
Reihe  für  die  Ordinate  des  betretfeiiili  u  Kurvenzweigs,  zeigt  (Prop.  \  i,  dafs, 
Wenn  die  Abseissenaxe  selbst  Asymptule  winl,  die  (.)rdinate  nicht  bis  zum 
höchsten  fJrad  der  Kurvetigleichung  ansteigt,  auch  weifs  er  fProp.  T),  dafs 
die  unendlichen  Zweige  stets  in  gerader  Anzahl  auftreten  und  j»arallele  Ge- 
rade eine  Kurve  in  ebensoviel  Punkten  treffen,  die  imaginären  eingerechnet, 
als  der  Orad  dvr  (Jleichung  angieht.  aber  alle  seine  L'ntersueiuingen  über 
die  (Jestalt  der  Kurven  beruhen  auf  Reihenentwicklungen,  die  Form  der 
(Jleichung  seli>st  diskutiert,  er  ni<ht  analytisch,  nur  in  Probl.  TX  zieht  er 

die  Anzahl  der  Koeffizienten  in  Betracht,  um  die  Zahl  ii^t^  der  die 

Kurve  «ter  Ordnung  bestimmenden  Funkte  zu  ermitteln.  AnfGülend  ist, 
da&  Stiiling  mehrfkche  und  singnl&re  Punkte  nicht  in  den  Kreis  seiner  Be> 
trachtungen  zieht,  obwohl  er  in  den  Reihen  ein  Torzügliches  Ifittd  zu  ihrer 
Untersuchung  besessen  h&tte  und  zudem  in  Fkt>p.  II  Ex.  IV.  Y  die  Ent- 
Wicklungen  für  die  Ordinate  mehrdeutig  werden,  also  auf  eine  KurveuTW- 
zweigung  hinweisen.  BezOglich  der  verschiedenen  Methoden  der  Beihenent- 
Wicklungen,  die  z.  T.  auf  Angaben  Newtons,  wie  z.  B.  dessen  Diagramm 
beruhen,  z.  T.  selbst  erfunden  sind,  ist  u.  a.  bemerinnswert,  daJb  sdion  Stir- 
ling den  nach  Mac  Laurin  benannten  Satz,  allerdhugs  unter  Besdburttaikung 
auf  algebraische  Funktionen,  ausstricht  (Prep,  m)  imd  ihn  durch  Beispiele 
erlftutert. 


Mao  Laurin*8  Oeometria. 

5.  Die  näcliste  bedeutende  Arbeit  geometrisehen  Inhalts,  die  (leometria 
organica  des  danuils  neunzehnjährigen  Mae  Laurin,  London  1720,  kommt 
für  die  analytische  Kurvendiskussion  kaum  in  Betracht.  Sie  befafst  sich, 
wie  die  eingangs  erwUhnie  Abhandlung  De  Hrageiongnes  von  der  Desoriptio 
organica  eurvarum  Newtons  ausgehend,  mit  der  geometrischen  Erzeugung 
höherer  Kurven  aus  niederen,  aber  in  einer  Vielseitigkeit  der  Methoden,  mit 


Digitized  by  Google 


Geschichtlicher  Üherblick  übür  die  Enfcvicklnng  der  Kurveudiakusüion.  5 


welchen  er  mf^eich  Betnchtungen  Aber  algebnusdie  Sohnittpunkttötate  vet- 
bindet,  daJs  sie  für  die  heutige  syntiietisdie  Geometrie  der  ebenen  Kunren 
gnmdlegend  geworden  ist  Nur  die  singolären  Punkte,  die  sich  meist  bei 
den  niehstliegenden  Enengungsarten  einstellen,  erüsbren  eine  flüchtige  ana- 
lytische Behandlung,  die  zudem  methodiseh  ungmau  ist,  so  pg.  13  und  pg.  59, 
wenn  Mao  Laurin  aus  dem  Ausschridea  des  Faktors  besw.  ^  aus  der 
Kunrenf^eichung  für  =  0  auf  die  Existenz  eines  Doppcl-  bezw.  dreifachen 
Punkts  im  Ursprung  schliefet,  oder  pg.  47,  wenn  er  für  eine  Kunre  vierter 
Ordnung  auliser  dem  Doppelpunkt  im  Ursprung  einen  zweiten  auf  der  Ab- 
scissenaxe  im  Abstand  o; » a  folgert,  weil  fOr  jf » 0  die  Oleiofanng  die  Form 
annimmt  Ax^(x  —  rt)^  =»  0.  Noch  weniger  interessiert  ihn  die  analytische 
Bestimmung  der  Asymptoten,  seine  einzige  Kenntnis  ist  die  schon  von  Stir- 
ling  erwähnte,  dafs  die  Ordinate  Anymptote  ist,  wenn  sie  nicht  bis  zum 
höchsten  Grad  der  Gleichung  ansteigt  pg.  21. 

Binflnfs  auf  Do  Gma. 

6.  Mit  der  (ieonictria  Mac  Lauriu's  erreichen  die  analytischen  Leistungen 
(lor  onplisc'hon  (iftonieter,  soweit  sie  in  die  Zeit  vor  dem  Erscheinen  der 
Usapcs  de  Tanalyse  fallon,  ihren  Absohlufs,  Leider  ist  die  analytisch  so 
bedeutende  Schrift  Stirlinps  in  ihrem  wichtigsten  Teil,  der  Theorie  der 
Keilieii,  von  De  Gua  güii/.iitli  imheaclitet  geblieben,  eine  chanikterische  Er- 
scheinung der  ilaumligeu  mathematischen  Ixichtung  des  FestUmdes,  wo,  im 
(iegensatz  zur  englischen  Schub^.  uiitor  (lem  allbeheri-scheudcn  Eintlufs 
der  DirtYMi  ntialncliiiiiug  das  Interesse  an  Keibeiicntwicklungen  gänzlich  ge- 
>chvvuudeii  war.  Ihn  intcres>iert  ein/.ig  daNienigo  Kajntel,  das  die  Ab/iihlung 
der  7*1  Kurvenarten  dritter  Ordnung  behandelt,  während  gerade  die  Heihen, 
denen  nach  ihm  Leonhard  Euler  und  Gabriel  Cramer  ihre  Erfolge  verdanken, 
für  seine  Unt^^rsuchungen  singuliirer  Stellen  wichtige  Anhalt.spuukte  geliefert, 
ihm  vielleicht  geradezu  in  dem  strittigen  Fall  der  Schnabelspitze  Autkliinuig 
gegeben  hütten.  Handelte  es  sich  doch  hier  um  eine  innere  Selbstberilliruiig 
zweier  Parabelbögen  (;/*  —  tix)'  =  0,  die  sich  in  ihrem  weiteren  Verlauf 
einerseits  reell,  andererseits  imaginär  trennen,  weshalb  die  für  den  Selbst- 
beriihnmgspunkt.  die  Schnabelsintze,  bestehenden,  im  ersten  (ilied  überein- 
stiniiueiiden  zwei  Ent wieklungen  //-  — (i.r  bis  zum  zweiten  Glied  weitergeführt 
werden  müssen,  wofür  in  der  Stirliiig  schon  Doppelreihe  Prop.  II,  Ex.  \  ein 
geradezu  typisches  Beispiel  vorgelegen  hUtte. 

Die  Differentialmefhcde. 

7.  Die  analytischen  Arbeiten  der  Vorgänger  De  Gua's  auf  <lem  Fest  lande 
tragen  sämtlich  den  Charakter  der  Diti'erentialrechuung.   Die  vielseitigen  An- 
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Wendungen,  welche  der  ▼on  Newton  mid  LeUmiz  geschaffene,  IlberaiiB  frncbft- 
bare  Begriff  dee  ünendHehklemen  aaif  die  Geometrie,  insbeModore  da»  ^Ckn- 
gentenprobleme,  zulieb,  sdisfian  hier  neue  analytieeh-getmietriMlie  BegnAi 
und  legen  den  Grand  lu  emer  Theorie  der  tingiiKbvii  Punkte.  Auber  T<m 

den  beiden  BerDoulli  und  Leibniz  selbst,  der  bei  seinen  Untersuchungen  fiber 
die  Krümmungsverhältnisse  einer  Kurve  für  den  Wendepunkt,  ibi  concavitas 
atque  convexitas  inter  se  permutantur,  die  Bedingung  d^t/  =  0  aa&teUt 
unter  der  Annahme,  dafs  if  und  dy  von  Noll  verschieden  sind  (Nova  method. 
pro  max.  et  min.  Acta  erud.  Lips.  1684,  Math.  Werke,  Bd.  V,  pg.  221),  geht 
die  Hauptanregung  hierzu  aus  von  dem  vielgelesenen  umfassenden  Werk 
des  Marqui.s  de  TTlospital,  dem  ersten  systematischen  Lehrbuch  der  Differen- 
tialreihnung:  Analyse  des  Infiniment  Pcüts,  Paris  1696,  insbesondere  von 
den  daselbst  enthaltenen  Ht  tnvchtungen  über  die  Subtangente,  den  Krüni- 
niungshalbnu'sst  r  und  die  Ermittlung  unbestimmter  Werte.  Indem  De  I  Ho 
spital  die  gleiihzeitigeu  Änderungen  der  Aljscisse  und  der  Subtangente  eines 
Kurveupunkts  studiert,  wobei  er  unter  letzterer  den  durch  die  Tangente  be- 
stimmten Abschnitt  der  Abseissenaxe  versteht,  ergiebt  sieh  ihm  zwischen 
Wendepunkt  und  Küekkehrpunkt  oder  Spitze  I.  .\rt  ( point  de  rebroussement 
de  la  1*  espece)  ein  gewisser  Gegensatz  insofern,  als  fiir  ersteren  die  Suh- 
tang«:nte,  für  letzteren  die  Abseisse  ein  Extrem  wird,  woraus  er  nach 
Anwendung  des  üblichen  Verfahrens  der  einnuiligen  DitTerentiation  zur  Er- 
mittlung gröfster  bezw.  kleinster  Werte  die  Kriterien  d^i/  —  0  für  den 
Wende]ninkt  und  d^tf  =  oc  für  den  Kückkehrinmkt  ableitet.  Aus  den 
KrüiTirnungsverhaltnissen  zieht  1  >e  THospital  keine  Schlufsfolgerung  auf  den 
Kill  kkehr-  l)ezw.  Wendcp\mkt  (art.  81);  er  beuierkt,  dafs  beide  Punkte  dies- 
luzüglich  genau  dasselbe  Verhalten  l)eobachten.  nilmlich  sowohl  den  Krüm- 
mungshalbmesser 0  als  ■Aj  haben  können  (art.  82);  dagegen  giebt  ihm  die 
Evolvente  der  Spitze  II.  Art,  die  selbst  wieder  eine  Schnubelspitze  ist,  deren 
Krümmungshalbmesser  ein  Extrem  wird,  A'eranlassung,  aus  dem  Ausdruck 
für  letzteren  die  Existenzbedingung  der  Spitze  II.  Art 


aufzustellen  i  art.  lor»  !.  Diese  auf  den  damals  noch  nicht  so  streng  begrün- 
ih  ten  Hegritf  des  I  nendlichkleiiien  sich  stützenden,  nicht  gänzlich  oinwand- 
tr»  len  Methoden  di-r  HeweisfüliruiiL' .  die  nu'hr  durch  die  praktische  Anwen- 
dung ihre  Richtigkeit  ilokuiiu  iit  ü  rl  i n,  un<l  die  Mehrdeutigkeit,  die  nicht  nur 
ilem  letzten  Kriterium,  sondern  el»enso  den  Kiiterien  für  Ifückkehr-  und 
Wende])unkt  anhaftet,  insofern  dieser  z.  H  im  Falle  die  Ordinate  Tangente 
wird,  sich  durch  das  Kriterium  des  Hückkebrpunkts  l)estimmt.  bieten  in  der 
Folge  De  Gua  eine  der  schönsten  Gelegenheiten,  die  Überlegenheit  der  rein 


oder  oo 
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algebraischen  Analysis  des  Descartes  in  derartigen  geometrischen  Fragen 
über  die  Methoden  der  Diflferentialrechnung,  was  Scharfe  und  Klarheit  an- 
belangt, darzuthun,  indem  er  die  Diflferentialkriterien  aller  ihni  bekannten 
Singularitäten  erstmals  nacb  der  Methode  Descartes'  streng  analytiscli  be- 
grOndet 

Saioln. 

8.  Don  natürliehstpn  Zus;uinnonhan^'  zwischon  der  Differentialrechnuiig 
und  der  Theorie  der  juchrfachen  bez.  sin^niläreu  Punkte,  donjenigen,  welchen 
die  Berechnung  unbestimmter  Werte  vermittelt,  liaben  weder  Job.  Bernoulli, 
der  für  die  Methode  der  Differentiation  des  Zählers  und  Nenners  das  Recht 
der  Priorität  beansprucht  (Acta  erud.  Lips.  1704),  noch  De  T  Hospital  er- 
kannt (art.  169).  Hier  knüpfen  die  Arbeiten  Saurins  an,  die  für  De  Gua 
von  unverkennbarem  Einflufs  geworden  sind.   Saurin  fafst  erstmals  die  Spitze 

als  SonderMl  des  Doppelpunkts  auf.    Er  bemerkt,  dals  l&r  diesen  ^ 

wird,  d.  h.  die  Tangentennditangen  scheinbar  unbestimmt  sind,  und  ermittelt 
die  wahren  Werte  derselben  unter  Ausdehnung  desYerfiEtons  von  De  l'Hoqpital 
in  art  168  auf  den  IPall,  dafs  ZShler  und  Nenner  Funktionen  beider  Ko- 
ordinaten  sind,  dureh  nochmalige  Differentiation  dieser  Funktionen  nach  x 

und  y  aus  einer  in        quadratischen   Oleicbung,  deren   Wiu-zeln  für  den 

Doppelpunkt  reell  und  verschieden,  füi*  die  Spitze  reell  und  gleich  und  fllr 
den  isolierten  Punkt  imaginär  konjugiert  sich  ergeben  (Journal  des  S9ayans, 
Janvier  1703).  Die  Ursache  dieser  Unbestimmtheit  des  ersten  Differential- 
quotienten erblickt  er  darin,  dafs  für  jeden  Doppelpunkt  Ordinate  sowohl 
als  Abscisse  Doppelwurseln  der  Kurrengleichung  sind,  folglich  in  unserer 
hetutigen  Ansdrucksweise  noch  ein£M}he  Wurzeln  d^  ersten  partiellen  Diffe- 
rentialquotienten,  d.  h.  des  Zählers  und  Nenners  des  unbestimmten  Bruchs 
sein  mflssen  (vgl  spftter  die  Huddesche  Regel).  Diese  Überlegungen  Ter- 
anlassen  Um  zur  Aufttellung  des  roUstiiidigen  Differsntials  der  Kunmi* 
glfliehung,  die  er  zu  diesem  Zweck  durch  die  BubsÜtution  x-^dx^  Jf+<^|f 
an  Stelle  von  x  und  y  in  eine  nadi  steigenden  PotensMi  von  dx  und  dff 
geordnete  Beihe  traosformiert  (Sur  un  cas  singulier  du  probl&me  des  tan- 
gentes,  Aottd.  de  Fteis  1706).  Er  erkennt,  dab  das  Aggregat  der  Qlieder 
jfeter  Dimension  in  dx  und  dp  dxuck  khnib»  Differentiation  nach  x  und  y 
erhalten  wird,  wobei  dx  und  dp  wegen  des  VenKdiwindeoi  der  mit  ihnen 
behafteten  Teonne  als  konstant  zu  betrachten  and  und  dab  dieses  ji;te  Diffe- 
rential, fiüls  die  simtlichm  vorhergehenden  I;  —  1  Differentiale  1.,  3.  Ms 
(Jfe— l)ter  Ordnm^  identisch  TerachwittdoD,  die  Gleichung  kim  Grads  dar- 
stellt zur  Berechnung  der  k  Tangenten  des  jtfiftchen  Punkts,  die  je  nach  den 
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Wunselii  reell  und  getrennt,  teilweise  zusammenfallend  oder  imaginSr  kon- 
jugiert sein  können.  Seine  Angaben  besttglich  des  Bildungsgesefzes  der 
transformierten  Gleicbung  f{x  -^dx^y^  dy)  =  0  sind  jedoch  insofern  ungenau, 
als  er  die  sdurn  von  Bemoulli  Newton  g^enftber  gemachte  Berichtigung, 
da&  das  (ik+l)te  Glied  der  Entwicklung  {x  +  dxjT  nicht  das  kis  Dilfe- 
rential  von  «  selbst,  sondern  nur  den  jfelten  Teil  desselben  darstellt  (Acad. 
de  "Pwns  1711,  pg.  51),  nidit  scharf  zum  Ausdruck  Iwingb  ^g.  280);  auch 
unterlftbt  er,  die  einzelnen  Differentiale  selbst  nach  Potenzen  von  dx  und 
dy  zu  ordnen,  ein  Beweis,  daft  Sauiin  in  das  Wesen  der  transfonnioten 
Gleichung  lange  nicht  den  Einblick  thut  wie  De  Gua,  der  sie,  allerdings 
ohne  Krantnis  der  partieUen  Differentialquotienten,  unbewuTst  erstmals  scharf 
in  der  Form  der  Taylorschen  Beihe  für  zwei  Variable  darsieUt,  die  viel- 
seitigsten SchluJäfolgwungen  aus  ihr  zieht  und  mit  ihr  zum  Zwedc  der 
linearen  Transformation  mit  flberraschender  Gewandtheit  operiert 

Moreau  de  Maupertofa, 

9.  Eine  ungeahnte  Erweiterung  wf&hrt  das  Gebiet  der  singulBren  Punkte 
durch  die  kleine  geometrisdie  Abhandlung  von  Maupertuis:  Sur  quelques 
affections  des  courbes  (Acad.  de  Paris  1729).  Hier  zeigt  Maupertuis,  dals 
Wend^unkt  und  Spitze  L  Art  als  Grundelemente  durch  Kombination  neue 
höhere  Singularitftten  zu  bilden  vermögen,  die  jedoch  zuweUen  ftnJsarlich  von 
gewöhnlichen  Punkten  sich  nicht  unterscheiden,  falls  nSmlich  die  durch  den 
einen  Punkt  erzeugte  Änderung  der  ^rfimmung  durch  den  anderen  Punkt 
wieder  aufgehoben  wird.  Die  Abhandlung  selbst  entlüüt  als  Beiqnele  nur 
eine  kurze  geometrische  Betrachtung  der  durch  Vereinigung  zweier  Wende- 
punkte bezw.  zweier  Spitzen  oder  einer  Spitze  und  eines  Wendepunkts  ent- 
stehenden drei  Möglichkeiten:  Flachpunkt  (point  de  serpentement),  Spitzpunkt 
(polnt  de  double  pointe)  und  Schnabelspitze  von  De  T  Hospital,  die  hier  so- 
mit erstmals  richtig  als  zusammengesetzte  Singularitilt  erkannt  wird.  Aber 
erst  De  Gua  weist,  indem  er  die  Nshwungskurve  ^  Äa^  eines  beliebigen 
Eurrenpunkts  diskutiert  (Usages  pg.  69),  erstmals  in  allgemeinster  Weise 
nach,  dal^,  abgesehen  vom  Grad  der  Krfimmung,  die  Teile  eines  und  des- 
selben Kurvenzweigs  nur  in  dreierlei  Arten  von  Punkten  zusammenhingen: 
dem  gewöhnlichen  Punkt,  dem  Wendepunkt  und  der  Spitze,  wobei  or,  wie 
schon  erwShnt,  die  Möglichkeit  der  Schnabelspitze  in  Abrede  zieht,  dals  so- 
mit stmtiiche  singulSren  Punkte  ihrer  ftuberen  Gestalt  nach  auch  nur  diese 
drei  Typen  aufweisen,  die  auTser  mit  sich  selbst  auch  gegenseitig  Selbst- 
berfUirung  dngehen  können;  zugleich  stellt  er  fUr  jede  dieser  SingularitStea 
eindeutige  Differentialkriteiien  auf,  wfthrend  nach  Maupertuis  flbr  Flachpunkt, 
Spitzpunkt  und  Schnabelspitze,  die  höchsten  ihm  bekannten  Singulariiaten, 
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ohne  llnterschieil  «las  j^'t-mt-iiisame  zweideiiti^'p  Kriterium  (J^y  —  0  oder  x 
anj^Mebt.  Aufserdein  berichtigt  er  an  zwei  ch;uakteristischen  Beispielen,  der 
in  ein  reines  Oval  übergehemlen  CassinoidM  und  den  binomischen  Parabeln, 
die  von  Maupertuis  am  Selilufs  an.s.Lresprochene  irrige  Ansicht,  dafs  jede 
Kurve  n.  Ordnung,  die  vun  einer  beliebigen  Geraden  nur  in  n  —  2  be/..  //  —  4 
reellen  Punkten  geschnitten  werde,  notwendig  einen  reellen  Wendepunkt  bez. 
WendeHachpunkt  haben  niUsse  (Usages  pg.  394^  419). 

Nieolo. 

10.  Es  ist  natürlich,  dafs  der  Besitz  eines  so  niilchtigm  und  leicht  zu 
handhabenden  Hilfsmittels,  wie  es  die  Differential rechnung  im  Vergleich  /m 
den  Stirlingschen  Reihenentwicklungen  ist,  die  Bewältigung  des  alten  klassischen 
Themas  der  Enumeratio  mit  weniger  Schwierigkeiten  verknüpft  erscheinen 
lassen  mufste  und  deshalb  zu  neuer  Bearbeitung  anreizte.  Die  Lösung  dieser 
Aufgabe  erstrebt  Nicuiles  unvollendet  gebliebene  Abhandlung:  Traite  des  lignes 
du  3'  ordre,  Acad.  de  Paris  1729,  in  welcher  erstmals  die  Difl'erentialrechnung 
zur  Untersuchung  unendlich  femer  Kurvenzweige  Anwendung  findet.  Nicole 
zeigt,  daCB,  je  nachdem  für  einen  unendlich  fernen  Punkt,  schiefe  Asymptoten- 
richtung vorausgesetzt,  die  Subtangent^  endlich  oder  unendlich  ist,  der  Kurven- 
ast einen  hjrpcrbolischen  oder  parabolischen  Verlauf  niimnt.  den  ersten  Fall 
betreffend,  ergiebt  sich  ihm  dit;  Lage  der  Zweige  swr  Asymptote  duich  Er- 
mittlung der  endlichen  Schnittpunkte  mit  einer  «nr  Asyraptotenri«  lituug 
parallelen  Sehnens(  har;  sind  die  Asymptoten  den  Axen  parallel,  so  gebraucht 
er  das  rein  analytische  Verfahren  und  untersucht  die  Kurvengleichung,  ob 
für  eine  endliche  bez.  unendliche  Koordinate  <lie  andere  Koordinate  unendlich 
wird  und  gleiches  oder  entgegengesetztes  Voraeicheu  annimmt.  Aus  diesen 
Betrachtungen  folgert,  er,  dafs  alle  Kurven  ungerader  Ordnung  mindestens 
iwei  entgegengesetzt  gerichtete  hyperbolische  oder  parabolische  Zweige  be- 
dtaMn  (pg.  Endlich  giebt  Nicole,  was  selbst  Stirling  nicht  zu  zeigen 

vermocht  hatte,  in  seiner  .Abhandlung:  Maniere  d' engendrer.  dans  un  corpg 
solide  toutes  les  courbes  du  '.V  onlre,  Acad.  de  Paris  1731,  pg.  494,  gleich- 
zeitig  mit  Clairaut  (ibid.  pg.  4H3),  aber  unabhängig  von  letzterem,  einen 
ersten  und  zwar  rein  analytischen  Beweis  der  von  Newton  in  Kap.  V  der 
Enumeratio  ausgesprochenen  Genesis  curvarum  per  umbras,  dafs  sämtliche 
Kurven  dritter  Ordnung  durch  Projektion  der  fünf  ein&chsten  Spezies,  der 
sogenannten  divergenten  Parabeln  dritter  Ordnung,  von  einem  Punkt  auf 
eine  Ebene,  also  Jlhnlich  wie  die  Kurven  zweiter  Ordnung  durch  ebene 
Schnitte  der  «nfaobsten  Kegelflltche  zweiter  Ordnung,  des  Krdskegels,  dar- 
gestellt werden  können. 
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11.  Einen  kflhnen  Gedanken,  die  AnftUhlnng  der  Kurren  vierter  Ordnung 
nach  dem  Vorgang  der  Enumeratio,  suoht  die  weit  angelegte  Arbeit  des 
Abb4  De  Bragelongne:  Eraman  des  lignes  du  4*  ordre,  Aoad.  de  Fans  1730 
und  1731,  von  welcher  jedoeh  nur  die  Torbereitenden,  drei  gröüMre  Sinael- 
abhandlungen  nm&aseiiden  Untenraehungen  Uber  die  bei  den  Kurven  vierter 
Ordnung  auftretenden  singulBren  Funkte  erschienen  sind,  zu  verwitUiofaen. 

Um  einen  Punkt  (a,  h)  als  mehr&dien  Kurvenpunkt  ku  erkennen,  ver- 
fthrt  De  bragelongne  snnSchst  rein  analytisch:  er  ermittelt,  oh  x  —  a  bes. 
y  —  d  mehr&ehe  Wurseln  der  gegebenen  Gleichung  sind,  und  stellt  bejahenden- 
fiüls  die  in  den  Punkt  (a,  h)  als  Ursprung  transformierte  Gleichung  der 
Kurve  auf,  schneidet  letstere  durch  die  beide  Nullpunkte  verbindende  Gerade 
a$f^bs  und  entscheidet  alsdann  die  noch  auftretenden  ZweideutigkeiteD 
durch  den  Schnitt  der  Kurve  mit  einer  weiteren  beliebig  durch  den  neuen 
Ursprung  gelegtm  Geraden  Aar.  Diese  auf  die  Untwsodiuag  vom  ina- 
gesamt fünf  Gleidiungen  gestfttzten  Betrachtungen  ergeben  ihm  nach  der 
Anzahl  der  rasanimenfallenden  Schnittpuukte  eines  Zweigs  mit  einer  Schnitt- 
geraden  unendlich  viele  Arten  von  Flach-  und  Wendeflachpunkten  (inflezions 
invisibles  et  visibles)  und  nach  der  Anzahl  der  mit  Wendepunkten  behafteten 
Zweige  drei  Arten  von  Doppelpunkten,  vier  Arten  von  dreifachen  Punkten 
u.  s.  f.  Den  Entscheid  über  die  Singularität  des  betreffenden  A' fachen  Punkts 
giebt  die  Differentialrechnung  nach  der  Beschaffenheit  der  Wurzeln  des  nach 
der  Methode  von  Saurin  aufgestellten  /.ten  Differentials,  aus  welchem  sich 
die  Tangenten  bestimmen,  für  x  =  a  und  //  =  b  imd  zwar  findet  er  fünf 
Doppelpunkte  I.  Art:  CJewöbnlicher  Doppelpunkt  i  point  double  ordinaire), 
Spitze  I.  Art  (point  de  rebroussenient ),  isolierter  Punkt  I.  Art  {point  conjugue), 
Oskulation,  d.  h.  Selhstlierührung  von  aurstii  und  isolierter  Punkt  II.  Art 
(Loninisrato  intinimcut  pt'titr),  wobei  S{)itze  I.  Art  und  Oskulation,  die  Ijeide 
zusanuuent'aliende  Tanj^enten  luibcn,  durch  <lie  Zahl  drei  bez.  vier  der  mit 
der  Tangente  zusammentallenden  KurvenschnittjMiukte  unterschieden  werden, 
Itrntr  vier  dreifache  Punkte  I.  Art:  (iewühnlicher  dreifacher  Punkt  (^point 
triple  ordinaire).  Spitze  1.  Art  und  isolierter  Punkt  I.  Art  mit  je  einem  hin- 
durchgehenden parabolischen  Zweig  (point  triple  invisible  proveuu  d'une 
ovale  adherente  ),  endlich  der  Spitzpunkt  ( Lemnisceros  intiniment  petit  L  Wie 
mangelhaft  die  Aufzählung  dieser  Punkte  noch  ist,  zeigt  ein  Vergleich  mit 
der  von  De  (iua  auf  pg.  1  12  gegnbenen ,  die  in  zuvor  nie  erreichter  Voll- 
stUndigkeit  und  Ausdehnung  mit  einziger  Ausnahme  der  Schnabelspitze  und 
deren  KombinationtMi  sämtliche  mehrfachen  und  singulftren  Punkte  bis  ein- 
schlielsiich  der  Kurven  fünfter  Ordnung  umfafst,  insbesondere  bat  De  Gua 
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von  den  als  I)o])pelpunkten  zahlenden  Selbstberiihnaigspunkton .  wenn  er 
auch  die  Schnaln-lspitze  nicht  gelten  l&£st,  die  erste  richtige  Aul't'asüung  und 
unterscheidet  schart"  drei  Falle: 

Selbstberühnmg  von  auTsen  oder  „Oskulation** 

(y«-2j>»)(y«  +  2g«)-0, 

ßelbrtberfllinuig  Ton  innen  oder  „Embrassemeiil^' 

(y*  -  2px)  (y«  -  2«»)  -  0, 

deren  nähere  Untersuchung  in  dem  besonderen  Fall  l>  =  3,  der  zur  Schnabel* 
spitze  führt,  ihm  nicht  gelingt,  und 

belbstberüluuug  zweier  iniag.  konjugierter  Zweige 

(ys  -  •2pix)      +  '2pix)  -  0 
oder  isolierter  Punkt  II.  Art,  den  De  Bragelongne  zn  speziell  auffafst,  indem 
allerdings  die  beiden  eine  Lemniskate  bildenden  Ovale  beim  Verschwinden 
eine  derartige  Berührung  eingehen. 

Ist  der  A- fache  Punkt  (V/,  h)  erst  zu  bestimmen,  so  geschieht  dies  im 
Anschlufs  an  das  De  l'Hospitalsche  Verfahren  zur  Ertnittlung  unbestimmter 
Werte:  Die  k  verschiedenen  abwechselnd  gleichen  Zähler  und  Nenner  der 
1t  — 1  Brfldie,  die  man  erhAlt,  wenn  man  ib  — Imal  jenes  VerÜAhren  der 
Differentiation  TOn  Zftbler  und  Nenner  der  nnbestunmten  BrQcke  wieder- 
holt (Acad.  de  Paris  1731,  pg.  41),  d.  h.  in  unserer  heutigen  Ausdrucks- 
weise,  die  k  partiellen  Differentialquotienten  des  {k  —  l)ten  Differmtials  der 
Kurrengleieliung  heixachtet  De  Bragelongne  als  HilftkiUTen  (oourbes  aozi- 
liaires)  und  ennittelt  ihre  gemeinsamen  Sdmittpunkte,  befriedigen  diese  auch 
die  gegebene  Qleichung  f{x,y)^Oi  so  sind  sie,  schliefst  er,  tüfiMshe  Punkte  der 
Kurve.   Er  unterlftTst  also,  sn  untersuchen,  ob  die  erhaltenen  Losungen  auch 

den  übrigen  ^  i  /.  -|-  ^ )  1  -  partiellen  Differentialquotienten  der  k  —  2 
ersten  Differentiale  geniiijen,  was  allerdings  bei  sämtlichen  Beispielen  De 
Bragelongnes  infolge  der  speziellen  Form  der  Kurvengleichungen  /.ulallicr 
statthat,  eiue  Ungenauigkeit,  auf  die  De  Gua  ebenfalls  aufmerksam  macht, 

indem  er  zugleich  erstmals  die  strenge  Forderung  des  Verschwindeiis  sämt- 
k 

lieber  y  (ifc  + 1)  —  1  partiellen  Differentialquotienten  der  A;  —  1  ersten  Diffe- 
rentiale sosammen  mit  jf)  0  als  eindeutige  lind  hinreichende  Bedingung 
ftir  die  Existenx  des  Jt&ohen  Punkts  ausspricht  (Usages  pg.  240).  Hai  einer 
der  Zweige  des  itfachen  Punkts  in  diesem  Punkt  einen  Wendepunkt,  so  findet 
ihn  De  Bragelongne  als  deijenigen  der  jt  Tangenten  sngehOrig,  welche  die 
Kurve  in  +  2  «usammenfollenden  Punkten  schneidet;  die  Auftnchung  fftr  sich 
allein  auftretender  Wendepunkte,  etwa  nach  dem  Verfahren  von  De  l'Hospital, 
•henso  wie  die  Untersuchung  unendlich  ferner  Äste  besdiitflagen  ihn  nidit. 
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Den  von  h<'  lirai:<'lon;^'ru'  herrührenden,  überaus  fnuhtharen  und  i-ein 
aiialyti.sehen  <Je<lauken  <h'r  Transtormation  zur  rntersueliung  siiif^ulärer  Stad- 
ien nininit  später  I>e  <!ua  erfol^n-eieh  wieder  auf,  indem  er  sein»«  lietraeli- 
tuugen  vorteilliaft  auf  eine  einzige  Trausfoi-niationsgleiehung  besehrilnkt,  <lie 
er  gewandt  in  d^■v  Form  der  Taylor'sehen  Reihe  autstellt.  Dafs  De  Brage- 
]on*rne  der  I )iti'eientialmeth()de  den  ausgesprorhentii  Vorzug  vor  dem  Trans- 
format ionsverfahreu  gie})t,  mag  in  der  rm.ständlichkeit  und  geringen  ('her- 
sichf lichkeit  begründet  sein,  wie  er  dieses  Nt-rfahrrn  anwandte;  jedenfalls 
aber  verdankt  er  den  tieferen  Einblick  in  die  analytix  he  Korm  der  Kurven- 
gleiehung  nur  seiner  Methode  der  Transformation,  dafür  ist  eines  der  l)e- 
zeichnendsten  Beispiele  (art.  XI  i  ilie  Aufstelhuig  der  (ileiehung  einer  Kurve 
vierter  Ordnung  mit  zwei  Doppelpunkten  auf  der  Abseissenaxe,  in  der  Form 

y+(rfaH-c)y»+(/««+flfj?4-/i)y»+A(«-a)(«-ft)(»-c)y4-»(«-a)V-6) 
und  die  Ableitung  der  Bedingung  für  die  Existenz  eines  dritten  Doppelpunkts 
dieser  Kurve.    An  dieser  Stelle  schliefst  er  auch  durch  Induktion  aus  der 
Anzahl  1,  3,  6  u.  s.  f.  der  möglichen  Doppelpunkte  einer  Kurve  dritter, 

vierter,  fünfter  Ordnung  xi.  s.  f.  auf  die  MaxinialKahl   ^   der 

2 

Doppelpunkte  einer  algebraischen  Kurve  und  beansprueht  hierfttr  das  Rei  ht 
der  Prioritüt,  da.s  jedoeh  Mac  Laurin  zuzuerkennen  ist,  der  diese  Zahl  mit 
Hilfe  seiner  algebraistdien  Sehnittpunktsätze  ermittelt  (Geometria  organica, 
SecUo  V,  Lenuna  III,  CorolL  IV). 

De  Gua. 

12.  De  Hragelongne  s  Kxamen  besehliefst  die  Reihe  der  kurventheore- 
tischen Ari>eiten  der  Vorgänger  De  (nia.s.  Abgesehen  von  Descartes  hat 
aufser  der  Enumeratio  und  d<ti  Arbeit<Mi  Saurins  diese  Schrift  am  meisten 
auf  De  (lua  eingewirkt,  wohl  nicht  allein  dureh  die  in  ihr  angesprochenen 
analytischen  (iedanken,  sondern  eb(<nso  dunh  die  an  die  Enumeratio  erin- 
nernde Mannigfaltigkeit  der  (Icstalten  der  Kurven  vierter  Ordnung,  die  schon 
dureh  das  blofse  Auftreten  der  durch  Variation  der  Konstanten  erhaltenen 
siugulftren  I*unkte  dieser  Kurven  erreicht  wird.  Zum  Untei-schied  jedoch 
gegen  sSmtlicbe  frisieren  Anffa^^ungen.  dir  einesteils  der  analytisch<'n  Knrven- 
theorie  <li»'  Rolle  einer  Hilfswissenschaft  der  Alge)>ra  zuweisen,  indem  die 
Kenntnis  der  Kurven  nur  da/.u  diene,  i^robleme  d.  h.  höhere  algebraische 
Gleichungen  aufzulösen  (graphi.sche  Methode),  eine  Ansicht,  die  noch  Newton 
mit  Descartes  teilt  (Enumeratio  ('aj).  \  II:  Tonstructio  aequationum  per  de- 
soriptionem  curvarum\  andernteils  durch  die  Künstlichkeit  der  Methoden 
oder  deren  Schwerflllligkeit  und  die  damit  bedingte  Einseitigkeit  der  An- 
wendung den  inneren  Zusammenhang  zwischen  algebraischer  Form  und  geo- 
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metrischer  (Jestalt  nur  inivollstiindig  klar  legen,  begnimlet  De  <iua  dadurch, 
dafs  er  erstmals  an  Stelle  der  seitherigen  Einzeluntersiuhungen  bestimmter 
Kurvenordnungeu  die  (ileichung  nten  (irades  in  x  und  y/  diskutiert,  eine 
allgemeine  analytische  Theorie  der  algebraischen  Kiirven  als  eines  Wissens- 
zweigs fiir  sich  und  charakterisiert  zugleich  durch  die  Ijlofse  Anwendung 
der  Analysis  des  Descaries  diese  Methode  als  die  natürlichste  nicht  nur  in- 
sofern, als  sie  überhaupt  genügt,  die  Kriterien  für  sämtliche  gestaltliche 
Eigenschaften  eindeutig  mit  Schürfe  und  Klarheit  aufzustellen,  sondern  vor 
allem,  weil  sie  ihre  Ergebnisse  aus  der  Form  der  (Ileichung  dii-ekt  ent- 
nimmt und  hierdurch  Algebra  und  fJeometrie  in  unmittelbare  Wechsel- 
beziehung setzt.  In  einer  Parallelen  zwischen  seiner  und  der  Differential- 
methode, anlülslich  der  Aufsuchung  singulUrer  Punkte,  zeigt  er  die  Unzu- 
lllnglichkeit  der  von  De  l'Jiospital,  Saurin  und  De  Bragelongne  gegebenen 
liegriindungen,  die  sich  auf  jlas  Wesen  der  Differentiale  stützen,  dafs  jedes 
Differential  der  Kurvengleichung  im  Vergleich  zu  seinem  vorhergehenden 
verschwindet;  ihm  dient  deshalb  die  Differentialrechnung  ohne  jegliche  geo- 
noietrische  Interpretation  einzig  als  Bechnungsmethode  für  die  leichtere  Aus- 
itthning  umständlicher  algebraischer  Operationen,  als  analytisches  Hilfsmittel 
anerkennt  er  ihre  ausschliefsliche  Herrschaft  nur  in  der  Anwendung  auf 
transcendente  Kurven,  Rektifikation  und  Quadratur,  Untersuchungen,  bei 
denen  die  Annlysis  des  Descartes  als  in  dw  Natur  ihres  Wesens  begründet 
Tenagen  mufs,  die  daher  De  Gua  auch  von  seinen  Betrachtungen  ausschliefst. 

Indem  De  (Inn  die  zu  imtersuchende  Singularität 
(fi,  q)  mit  Hilfe  der  Transfonnationsgleichungen  (Fig.  1) 

mm  ünpning  eines  neuen  Koordimatensystems  macht 
und  die  Ordinatenaze  U  desselben  drehbar  annimmt, 
gelingt  es  ihm,  firei  fiber  die  Tangenten  des  singu- 
Ittren  Punktes  su  TerAigen  und  unter  Benutsung  des 
mit  Unrecht  nach  Gramer  benannten  analytische  Drei- 
eeks,  in  welches  De  Ghia  das  Newton'sche  Farallelo- 
gramm  xweckmftfsig  umgestaltet  (yon  De  Gua  als 
iriangle  algA>rique,  spftter  von  Gramer  als  triangle 
analytique  beseichnet,  siehe  19),  die  Nähenmgskunren  für  die  Zweige  des 
singttltren  Punkts  im  Ursprung  in  der  heute  noch  üblichen  Weise  aufknstellen. 
Er  erkennt,  dab  der  die  Singularit&t  des  Ursprungs  darstellende  Term  in 
ebensovid  Faktoren  von  der  Form 

(m  und  fi  ganxe  pontiTe  Zahlen)  xerfltllt,  als  Zweige  vorhanden  sind,  dafs 


p 

mu 

.JL  1 

j  z  nu 

Z 

X 

Fifr.  1. 
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I.  Abflchnitt 


diese  Faktoren  also  »lie  paniholisohen  NSheniiiu'skurven  der  einzelnen  Zweige 
darstellen;  dafs  letztere  aber  auch  teilweise  iniaginür  werden  können,  über- 
sieht De  Gua  deshalb,  weil  er  zur  Definition  eines  Zweigs  den  ersten  Terra 
A.i"  für  hinreichend  halt,  dem  gegenüber  wegen  der  Kleinheit  von  :r  alle 
folgenden  liTdieren  Terme  vernachlässigt  werden  können,  eine  Ansicht,  die 
Euler  erstmals  widerlegt  ( Mem.  de  Berlin  17iD,  pg.  203),  indem  er  zeigt, 
dafs  tür  gewisse  Werte  von  .r  wohl  das  erste  Glied  einer  Potenzreihe  reell, 
das  zweite  jedoch  imaginär  sein  könne  und  also  gegen  das  erste  nicht 
vernachlässigt  werden  dürfe,  wie  dies  gerade  im  Fall  der  Öchuabelspitze 
'/utrill't,  wo  die  Entwicklung 

jf  =  Äx^  ±  Bx* 

nur  für  positive  Werte  von  .r  reell  ist.  Ein  grofser  Fortschritt  aber  ist 
nun,  dafs  De  Qua  sich  nicht  auf  die  Untersuchung  der  einen,  das  Verhalten 
der  Kurve  im  Ursprung  charakterisierenden  Dreieckseoke  beschi^nkt,  die 
beiden  anderen  Ecken  geben  ihm  den  Verlauf  der  Kun'e  in  den  unendlich 
fernen  Punkten  der  Koordinatenaxen  und  der  sie  verbindende,  das  Dreieck 
tihschliefsende  Streeken2«g  die  den  anderen  unendlich  fernen  Punkten  ni- 
strebenden  Aste.  Aus  diewn  Betrachtungen  ündet  er,  dafs  in  gleicher  Weisei, 
wie  endliche  Zweige  sich  nur  durch  dreierlei  Punkte  hindurch  fortsetzen 
(vgl.  9),  auch  nur  drei  Arten  von  unendlich  fernen  Zweigen,  hyperbolischen 
sowohl  als  parabolischen,  bestehen,  eine  Analogie,  die  ihn  veranlafst,  den 
Ur^rung  des  Koordinatensystems  ins  Unendliche  zu  verlegen.  Dies  erreicht 
BT  geometrisch  durch  die  schon  von  Nicole  richtig  aufgefafste  Newton'schA 
Genesis  curvarum  per  urabras  (vgl.  10):  er  erzeugt  sämtliche  Art«n  unend- 
lich ferner  Zweige  als  »entralprojektive  Bilder  der  Zweige  eines  im  End- 
lichen liegenden  Ursprungs  und  definiert  somit  erstmals  alle  in  ihrem  Ver- 
lauf von  dem  der  konischen  Hyperbel  abweichenden  unendlich  fernen  Äst« 
als  singulare  Punkte;  algebraisch  vermittelt  ihm  diese  zuni&chst  räumliche 
kollineare  Verwandtschaft  die  lineare  Transformation 

1  u 

durch  welche  für  die  transfonnierte  Kurve,  wenn  sie  in  der  Ebene  der  ur- 
sprünglichen Kurve  dargcst(  11t  wird,  nur  die  Lage  des  alten  Koordinaten- 
systems sii  h  iiiiilci  t.  in  li  III  die  den  ursprtinglichen  Nullpunkt  charakterisie- 
rende Ecke  des  analytischen  Dreiecks  mit  einer  der  beiden  anderen  Ecken 
sich  vertauscht,  währt  iid  die  projektivi-n  Eigenschaften  sUmtlich  erhalten 
Ideilien.  Mit  dieser  glcii  liw crtigen  Auffas-sung  sämtlicher  Ecken  des  analy- 
tischen Dreiecks  nAhert  sich  De  Uua  schon  dem  Gedanken  der  Einführung 
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homogener  Kourtliiiiiten,  den  jedoch  erst  Möbius  in  seinem  barjrzentrisclien 
Calcul  verwirklicht»'  (lHi>7Y 

Eines  der  schönsten  Ergebnisse  der  projektiven  Betrachtungen  De  Guas 
ist  der  Satz  über  die  Wendepunkte  einer  Kurve  dritter  Ordnung.  Die  von 
Newton  in  der  Enuraeratio  angegebene  Eigenschaft  der  mit  drei  Paaren 
hyperbolischer  Zweige  behafteten  Kurven  dritter  Ordnung,  der  sog.  Hyper- 
bolae  redundantes,  dafs,  wenn  zwei  dieser  Paare  einen  Durchmesser  haben, 
d.  h.  auf  derselben  Seite  der  Asymptote  verlaufen,  das  dritte  Paar  notwendig 
dieselbe  Lage  zur  Asymptote  hat,  erkennt  De  Gua,  indem  er  die  unendlich 
ferne  Gerade  ins  Endliche  projiziert  und  jene  besondere  Art  hjrperbolispher 
Zweige  als  unendlich  ferne  Wendepunkte  deutet,  als  einen  Sonderfall  der 
allgemeinen  Eigenschaft  der  Kurven  dritter  Ordnung,  dafs,  wenn  dieselben 
zwei  W^dcpunkte  besitzen,  sie  noch  einen  dritten  haben  müssen,  der  mit 
4en  beiden  ersten  auf  einer  Geraden  liegt.  Der  Ursprung  diese.s  auf  pg.  225 
erstmals  Ton  De  Gua  ausgesproclienen.  Satzes,  den  De  Gua  auTserdem  auf 
pg.  315  rein  analytisch  beweist,  wird  gewöhnlich  fälschlicherweise  auf  die 
acht  Jahre  nach  den  Usages  de  Tanaljrse  erschienene  Algebra  des  Mac  Laurin 
xurttckgeführt,  in  dessen  Anhang  er  sidi,  aber  nur  mit  Hilfe  der  Differential- 
rechnung, bewiesen  findet. 

Auch  in  algebraischen  Fragen,  im  besonderen  in  Besag  auf  Elimination, 
zeigt  De  Gua  eine  originale  Auffassung.  Statt  der  von  Newton  in  der 
Arithmetica  universalis,  pg.  73,  aufgestellten  Tabelle  der  Resultanten  zweier 
Gleichungen  bezw.  zweiten,  zweiten  und  dritten,  dritten  Grads  einer  Ver- 
llnderlichen  benutzt  De  Gua  eine  durchaus  elementare  Methode,  die  zwar 
schwerfällig  ist,  aber  sicher  zum  Ziel  führt,  weshalb  man  neuerdings  wieder 
auf  sie  zurQckgreift,  wenn  es  sich  um  strenge  Begründung  der  Sätze  über 
die  Resultante  handelt:  er  eliminiert  eine  Veränderliche  aus  zwei  Gleichungen 
beliebig  hohen  Grads  nach  dem  Kettenbruchverfahren,  das  schon  Euklid  :&ur 
Ermittlung  des  grOfsten  gemeinschaftlichen  Teilers  anwendet,  die  Bedingung 
fttr  eine  gemeinschaftliche  Wunsel  d.  h.  die  Resultante  ist  alsdann  der  Best, 
der  sich  am  Schlüsse  eiostelli  Das  Lnbniz'sdie  Verfiihren,  das  sich  auf 
die  Eliminatioo  mehrerer  Yerftnderlicher  aus  einem  System  linearer  Qlei- 
chungen  gründet,  scheint,  obwohl  es  neben  der  Kewt(m*sc1ien  Tabelle  die 
einzige  damalige  Kenntnis  bezüglich  der  Herstellang  der  Resultante  bildet, 
De  Gua  nicht  bekannt  gewesen  zu  sein. 

Für  das  Verstftodnis  der  analytischen  üntersudinngen  De  Quas  bedarf 
es  Kunichst  einiger  Hilftbetrachtungen. 
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II.  Abschnitt 
Hilfebetmhtngen. 

Die  BUdung  dex  BesultaBite.  ^ 

13.  Die  TOT  De  Gua  bekannten  Methoden  sincl  dicgenigen  von  Newton 
und  Leibnis.  Auf  die  yon  Newton  aufgestellte  TabeUe  der  Resultanten  der 
Gleicliungen  bis  zum  dritten  Grad  (Arithmetica  universalis  pg.  78)  nimmt 
De  Gua  Öfters  Bezug. 

Die  Beduktionainetliode  von  Newton. 

14.  Dieselbe  besteht  darin ,  dafs  die  beiden  gegebenen  Gleichungen  je 
zu  einer  dritten  Ton  niedrerem  Grad  kombiniert  werden,  Ins  man  schliefslich 
zu  zwei  linearen  Gleichungen  gelangt:  Man  berechne  aus  jeder  dei*  beiden 
gegebenen  Gleichungen  die  höchste  Dimension  der  zu  eliminierenden  GrOfee, 
nachdem  man  zuvor  nötigenfalls  durch  Multiplikation  mit  einer  passenden 
Potenz  derselben  diejenige  der  beiden  Glmchungen,  die  niederwen  Grades 
ist,  auf  den  Grad  dar  anderen  erhöht  hat,  und  setze  diese  beiden  Werte 
einander  gleich,  so  hat  man  eine  Gleichung  (A)  von  niedererem  Grade;  in- 
dem man  diese  wieder  mit  einer  der  beiden  gegebenen  in  derselben  Weise 
kombiniert,  «rfaslt  man  eine  zweite  von  niedereren  Grade  (B),  die  nun  mit 
jener  zuerst  abgeleiteten  (A)  zu  kombinieren  ist  u.  s.  f. 

Er^es  Beifpid.    Aus  den  beiden  quadratischen  Gleichungen 
(1)  nx^  -\-  hx  -\-  c  0, 

(IM  fx^  +  gx -i- h 0 

folgt 

s^  =  --^       und  a;»«_^--T-^ 

somit 

h.r-\-c  g.r-\-h 

woraus  die  gemeinschaftlichu  Wurzel  yon  (1)  und  (2) 
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ah  —  cf 

und  soanit  durch  Eissetuii  in  (l)  die  BMoltuita 

(3)        a{uh  -  rfY  -(-  ft(a»  -  cf)  (bf  -  ag)  +  c(hf  -  ap)*  -  0 , 

oder  nach  Vereinfachung 

(3  a)  ^ah  -  cf)'  -  l^ag  -  bf)  {bh  -  rg)  ^  U . 

Zwäiea  Bdsfid.  Die  Reeultaiite  swder  Oleichiingen  sweitAk  und  dritten 
Grades: 

(1)  ■   «»»  +  6är«  +  e«  +  d-0, 

(2)  fx'  +  .</:r  4-  »  -  0 
ergebt  sich  wie  folgt: 

(1)  aar»  4- + +  d  =  0, 

(2a)  /«*  +  p«*  +  *x-0, 

woraus 

flJ  -  -  *fl±£l±.*'     und  fl:»-_^*'+-** 
a  f  » 

somit 

(3)   ä  j  . 

womit  die  Angabe  zurBekgeftthrt  ist  auf  den  eben  behandelten  Fall  sweier 
qnadratisdier  Qldchungra: 

(3)  ibf  -  ng)x*  -\.(cf-ah)x-\-df^O, 

(3)  fx^-\-gx-hh  =  0. 

Drittes  jBeispki:    Die  beiden  kubischen  Gleichungen 

(1)  a«*  +  b«*  +  ca;  +  <i-0, 

(2)  r«»  +  ^Ä«  +  »«  +  *-.0 

geben 

«  f 

somit 
oder 

(8)  (bf-  a9)a^  +  (ef^  ah)»  +  {äf^  a*)  -  0, 

oder 

(3a)  {bf-  ag)x*  +  (c/*-  aA)«'  +  {df  -  a1c)x  =  ü 

und  somit  aus  (I)  und  (3a) 

(±\  bx*-\-ex-^d  _  {ef—ah):r^  +  >//  —  aA:)a; 

^  "       a  ~  bf  —  ag  ♦ 

Sauorbeok,  Ona  de  Malret.  S 
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II.  Abschnitt. 


womit  dia  An^be  wieder  snrlickgef&lixt  ist  auf  den  nierst  behandelten  Fall 
sweier  qitadratiaoher  Oleiohungen: 

(4)  {brbf-ag)-[aicf-ah))x^+(cibf-ag)-a(df-ak))x+d(bf-ag)=0, 


Anmerhung:  Mit  diesen  Ergebnissen  gelingt  die  Elimiuation  einer  ün- 
bokannt«n  aus  awei  Gleichungen  mit  zwei  Ver&nderlichen  bis  nun  dritten 
Grade,  z.  B.  aus 


(1*)   Äa^+Ba^y  +Dy»         +axy+Hif*  +Kx  +iy +Jf -0. 

(2*)  ^v+ÄVy+c7'«y«+i>y +i^«*+fi^'*y+iry+jr«+xv+jf  -  O, 


indem  man  sie  naeh  fidleniden  Potenzen  der  zu  eliminierenden  Verlnder- 

liehen,  etwa  o*,  ordnet,  wie  folgt 


(la)  ÄJ»-\-(By  -^F)x'  ^(Cy-  +  (; y  +K)x  +  (J)y^-\-n!r-  +Ly  ^M)  =0. 
(2u)  A'x'  ^  (B'>/  +  F')x'+(Cy+G'y-^Klx-}-iDy-^Hy-\-L'y+M')==0, 
80  dafs  in  Übereinstimmnng  mit  (l)  und  (2)  in  (4)  und  (3)  au  setzen  ist: 


womit  die  Resultante  aus  (4)  und  (3),  d.  h.  das  jC-Elinünat  aus  (1*)  und 
(2*)  sich  als  Gleichung  9.  Grades  in  y  ergiebt 

IMe  Methode  der  unbestimmten  Koefflsienten  von  Leibnii. 

15.  Hat  man  swei  Oleiehungen  desselben  Grades,  so  multi^lisiere  man 
beide  mit  einem  unbestimmten  Ausdruck  ycm  nSdist  niedereren  Grad,  der 
so  be8<Aiaffen  ist,  da&  die  höchsten  Potenzen  beider  Gleichungen  gleidie 
Koeffizienten  und  entgegengesetztes  Vorzeidben  eihalten.  Durch  Addition  der 
Produkte  entsteht  eine  Gleidiung,  deren  einzebie  Tenne  man  gleich  NuU 
setze.  Man  erhält  dann  eine  Gleichung  mehr  als  unbestimmte  Koeffizienten 
Torhanden  sind  und  zwar  sind  diese  Gleichungen  linear.  SKennit  ist  das 
Problem  zurückgeftihrt  auf  die  Elimination  aus  einem  System  von  linearen 
Gleichungen,  das  Leibniz  löst  durch  eine  systematisdie  Bezeichnung  der 
Koeffizienten  durch  Stollenzeiger,  ein  KunstgrifE^  der  Leibniz  bekanntUdi  zum 
Erfinder  der  Determinanten  gemacht  hat  (Brill,  Jahresberichte  der  deutschen 
Mathematiker-Yereinigttng  1892/93,  pg.  126). 

Erstes  Beispiel: 
(1)  aa!*  +  &«  +  c-0, 


(3) 


(bf- ag)  '  x'  +  (cf-  ah)  •  x  +  df-ak=0. 


f^Ä 

9''B'!f  +  r 

h  =  C'r  +  G'y  +  K' 


(2) 
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woraus 


oder 


(a««  +  hxfc)  (fx  +  a)  +  (/-a;-  +     +  Ä)  (-  oa?  +  /J)  -  0 , 


(a«  +  fß'\-bf-  ag)a^  +  (ft«  +  ^/J  +  c/"  -  ah)x  +  ca  +  *|J  -  0 , 
somit 

(3)  ««+  /'fJ4-?^/'-fl/7  =  0, 

(4)  ba-hgß  +  cf-ah  =0, 

(5)  ca  +  A/}  -0, 
und  datier  die  Besnliaiite 

a  f  bf—ag 

(6)  &   p    cf-ah  -0, 

c    Ä  0 

oder,  entwiclcelt 

{hf-  ag)  {bh  -  cg)  +  0/(0/  -  ah)  -  aA  (c/  -  ah)  =  0 , 

oder 

(6  a)  (ef  -  ahy  -  (ag  -  hf)       -  cg)  =  0 . 

Meist  formt  man  die  Determinante  (6)  um  in. die  sog.  Büdrongsdeterminante. 
Man  eiliSlt  aus  (6) 


oder 


(6b) 


a 

h 
c 


f 

g 

h 


b 

c 
a 


f- 


a 

b 
c 

a 

b 


f 

g 

h 

« 

n 


c  h 
a  e 


9 

h 


f 

h 
f 


f 

9 
h 


a 

b 


a 
b 

c 

a 
b 
e 


9 

h 

f 

f 

9 
h 


f 

9 

h 

f 

9 
h 


+  /■ 


b 

c 
a 


a 

b 
c 


f 

g 

h 


-0. 


ZweUes  Beiapiel:  Entsprechend  ergiebt  sich  die  Besultante  aus  swei 
Gleichungen  Teisehiedenen  Grades,  z.  B.  vom  dritten  und  sireiten: 

(1)  o«»4-/>.r«-f  cr  +  d^O, 

(2)  fjr+gx-{-h=^0, 

indem  diejenige  niederexen  Grades  dnrdi  HinzufOgem  der  mit  Null  behafteten 
fehlenden  Potenzen  auf  den  höheren  Grad  ergttnzt  wird*  Alsdann  ergiebt  sich 

(a«»+  cx-\-^  (0-»«+  ax  +  <3)  +  (0-«»4-  fx^+gx  +  A)  (ax*-\-yx-\-8)  -  0, 
oder 

(a«  +  a/>*  +  ip»  -^aß-^fY  +  ag)x^  +  (c«     b§  ^  gy  +     +  ah)x^' 

+  (da  +  c|8     Ay  +  ^d)«  +  {dß  +  Ad)  -  0 
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und  somit  das  Oleicliitngssysteiii 

(3)  aa  +  af 

(4)  ft«+fljS  +  /y  +a<7 

(5)  ca  +  hß  +  ffY  -f  fd  +  nh 

(6)  d«  4-  c/S  +  ay  H- 

(7)  H-  A4 
das  nur  bestehen  kann  unter  der  Bedingung 

a 
h 


0, 

0, 
0, 
0, 
0, 


c 
d 


a 

h 
c 
d 


f 

ff 
h 


1 

U 
h 


I 

9 


woraus  durdi  üniHtellung  der  drei  leisten  Vertikalreihen  die  fiesultante  in 
der  Form  der  Bückungsdeterminante 

a    -    f  ' 

b   a   g  f 

e   h   h   ff  f 


e 


h  9 


>-0. 


d    '    '  h 

Das  KetkenbraohYvrfUiTen  von  De  Qua. 

16.  Die  beiden  quadratisoh«!  Qleickungen 

(1)  aaj*-f     +  c -0, 

(2)  +  jya:  +  Ä  -  0 
ergeben  folgende  Htaffelrechnung: 


S  I  ' 

a«'+a  r^« 

»-i 


9 


hf) 


/,        ah  —  ef\    ,  ah  —  ef(.        ah  —  tf\ 


somit  Rest:  e  —  — ^-^ (h^a-"^  1^^~0 
ag  —  bf\         ag  —  bfj 


(3) 
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oder      c(6f  -  agf  +  h{ah  -  cf)  {hf  -  ag)  +  a(a*  0,. 
oder 

(3a)  {ah  -  cff  -  {ag  -  bf) {bh  -  cg)  0 

in  Übereinatiinmung  mit  (14)  als  Bedingung  einer  gemeinschaftlichen  Wurzel 
der  gegebenen  Gleichungen  (l)  und  (2),  d.  h.  deren  Beeiiltante.  Diese  Wurzel 
ergiebt  sich  aus  dem  letctm  Divisor,  dem  grOftten  gemeinBcliafUichen  Teiler 
▼on  (I)  und  (2): 

zu 

(vgl.  61,  b). 

IMe  Hiidde*Mdie  B«gol  und  di«  Bildung  der  IMArimliiaate. 

17.  Satz  von  lluddc:  Multipliziert  man  die  einzelnen  (üieder  einer  na»  h 
fallenden  Potenzen  der  Verilnderlichen  geordneten  Gleichung  «ten  Grades,  die 
/•"  gleiche  Wurzeln  hat,  mit  den  entsprechenden  Gliedern  einer  beliebigen 
abnehmenden  aiithmetischen  Reihe,  so  hat  die  neue  Gleichung  noch  k — 1 
jener  gloiiheu  Wuiv.elu  der  ursprünglirheu  Gleichung. 

Wählt  man  zimächst  die  besondere,  von  u  bis  0  abnehmende  arithme* 
tische  ileihe,  so  lautet  die  aus  der  vorliegenden  Gleichung 

(1)  /•(aj)  =  ^a;«  + jBÄ'»-»  + C«"-»H  VLx  +  M^O 

nadi  der  Hudde'achen  Begel  abgeleitete  neue  Gleichung 

n-Aaf     +(«-l)jBa;''-»-f  ■■  •-l-i'«  -0, 

oder 

(n  .  iljj»-»  +  («  —  1)  J?jC*-»  +  HZ)«  — 0» 

oder 

(2)  it.il»"-»-f  +  VL  —0, 

d.  h.  man  erhält  das  gloich  Null  gesetzte  erste  DitiVrential  f'^.A  der  ge- 
gebenen Gleichung.  Nimmt  man  nunmehr  die  Multiplikation  von  (l)  mit 
einer .  beliebigen  abnehmenden  fieihe 

II»,   «•—1,   w  — 2,    •••«»  —  » 

¥0r,  ao  entsprieht  dies  einer  .Multiplikation  mit 

(w  —  «)  4-  « ,    (m  —  »)  4-  «  —  1 ,   (m  —  «)  +  n  —  2 ,   •  •  •  (m  —  »)  +  0 , 

d.  h.  einer  Multiplikation  mit  einer  beliebigen  (iröfse  m  —  n  und  der  be- 
sonderen von  n  bis  0  abnehmenden  Reihe,  die  Hudde'sche  Gleichung  hat 
somit  die  Form 

H{x)  =  (»I  ^  n)  fix)  +  fix)  =  0 
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und  redudert  sich  daher  wegen  (1)  wieder  auf 

(2»)  r(*)-o. 

Hieraus  folgt,  wie  Guisa^  xnertt  gezeigt  hat  (Acad.  de  Pkris  1706,  pg.  50), 
die  Identität  mit  dem  Differentiationsprozefs:  die  Hudde'edie  Begel  ist  die 
allgemeinste  Art  der  Differentiation  einer  rationalen  algebraischen  Gleichung. 

Hat  somit  die  gegebene  Gleichung  k  gleiche  Wurzeln,  d.  h.  ist  sie  von 
der  Form 

(^1*)  fix)  ^A\^x-a)'  '  ip{x)  =  0 , 

so  folgt 

f\x)  •=  Ak{x  -  a)*->  •  vix)  +        -  «)*  •  ip\x)  -  0, 

oder 

-  Ä{x  -  a)»-» .  { A  •  q>{x)  +  (x  -  a)ip\x) )  -  0, 

oder 

(2*)  H{x)  =  A{x  -  «)*-» .  ^{x)  -  0. 

d.h.  (Ii«'  Hiulde'sche  (lleichung  enthält  ^"  —  1  dieser  Wurzeln  und  bildet  man 
von  dieser  Gleichung  selbst  wieder  die  Ableitung,  so  ist  diese  von  der  Form 

(3*)  ^ix)  =  ll'ix)  ^  f"{x)  =  Ä{x  -  «)*-»  .  lix)  =  0, 

enthält  also  noch  —  2  jener  Wurzeln.  Ist  somit  x  —  a  eine  Doppelwurzel 
der  gegebenen  (ileichung  (1*),  so  ist  sie  noch  eine  einfache  Wurzel  der 
Hudde'schen  Gleichung  (2*)  und  die  Bedingung,  dafo  diese  beiden  Gleichungen 

(!•)  fix)  -  0, 

(2»)  S{x)  =  f(x)  -  0 

eine  gemeinsame  Wurzel  haben,  d.  h.  ihre  Besultante,  die  in  diesem  beson- 
deren Fall  als  Diskriminante  beseiehnet  wird,  ist  sugleich  die  Bedingung 
einer  Doppelwunel  der  gegebenen  Gleichung  (1*);  entsprechend  ist  die  Be- 
dingung  einer  dreilhohen  Wurzel  Ton  (1*)  identisdi  mit  der  Bedingung  mner 
gemeinsamen  Wurzel  der  Gleichungen 

(1*)  f{x)  ^  0, 

(2»)  H{x)^r{x)  «0, 

(3*)  4w=r>)-o, 

fOr  deren  gleichseitiges  Bestehen  man  drei  von  einander  abhlngige  Diskri- 
minanten,  also  zwei  von  einander  unabhängige  Bedingungen  in  den  Koeffi- 
zienten der  gegebenen  Gleichung  erhilt  u.  s.  f. 

Um  die  zur  l^dni^f  der  Diskriminante  notwendige  Hndde'sohe  Gleiehung 
in  der  möglichst  einfachen  Form  zu  erhalten,  benfltzt  De  Gna  meist  sym- 
metrische arithmetische  Reihen,  wie 

n-2,    ...0...,    -(«-2),    -(«-!),.  -(n), 

oder  Beihen,  deren  Endglied  0  ist 
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Die  lineare  TransfoTiiiBtloii  und  das  Taylor*sohe  Theorem. 

18.  Schon  Bemoulli  zeigt  (vgl.  H),  dafs  die  Newton'sche  Entwicklung 
nach  dem  Binom iallehrsatz  durch  den  Difforentialprozers  ersetzt  werden  kann. 
Vergleicht  man  nämlich  dtas  (k  —  l)te  Differential  der  Potenz  a^,  d.  h. 

-  «(»  -  l)(n  -  2)  •  •  •  («  -  *  +  2)««-*+» .  rfjc*-», 

wobei  dx  als  konstant  vorausgesetzt  ist,  mit  dem  A*ten  Glied  der  Entwick- 
lung (x  +  rfx)",  in  welche  a;"  tLbergeht  durch  Substitution  von  x  -\-  dx  tat 
Stelle  von  o*,  also  mit 

so  stimmen  beide  Au.silrücke  ülM  i-cin  bis  auf  einen  Faktor  (A'  —  1)!. 

Das  /rte  (Jlied  des  Binoms  {.r  -f  iLr)"  fi-gicbt  sich  somit  als  das  mit 
(k—  1)!  dividierte  (/.•  —  1^1  to  Differential  der  Potpnz  .r". 

Diese  Betrachtungen  erweitert  Saurin  auf  die  Bibiung  der  Gleichung 
/"(x  -f  dx,  II  -r  dii)  =  U  aus  f \j\  i/)  =  0  und  findet  auf  Grund  der  Unter- 
suchung einzelner  Beispiele,  dafs  die  neue  CJleicbung  sich  darstellt  als  die 
Summe  aus  der  ursprünglichen  (Jleichung  und  den  bis  zum  Grad  der  Glei- 
ibutig  uusteigendeu  Differentialen,  dagegen  iii;irbt  er  auf  die  Division  letz- 
terer mit  den  von  Bernoulli  angegebenen  Faktortn  nicht  aufmerksam,  weil 
bei  seintm  Tangentenuntersuchungen  die  einzelnen  Differentiale  der  Kurven- 
gleichung nur  für  sieb  allein  als  Gleichungen  in  Betracht  kommen.  Erst 
De  Gua  giebt  die  genaue  allgemeine  Beziehmig  zwischen  Differential  imd 
transformiertem  Terni  für  zwei  Variable.  Bildet  man  für  irgend  einen  Term 
Ax''if  der  ursprünglichen  Gleichung  f{x,y)  =  0  einerseits  die  Transformation 
Aix-\-  dxy  •  (y  +  dyy 

^A[x'  +  (^[)xP-'dx+  {l)xP-'ax'-\---^(^^^)dxp]' 

andererseits  die  (p  +  g)  DÜFerentiale 

d^  =  A\i)xi-^iftdx-\-q7p\p-^dy\ 

ä^^A\j^{p—l)  xf-'ifidx^-\'2pqxP-^gi-^  dxdif-^q{q—  1)  x^'^^dy*]  xl  s.  w. 

go  seigfc  noh,  daft  nacb  Ausffthmng  der  MxiItipU]ra.tion  der  tnosfonnierte 
Teim  sioli  darstellt  als  die  Summe  ans  dem  nrsprOngUohea  Tenn  nnd  den 
bis  sor  Dimension  des  Terms  ansteigenden  Differentialen,  letztere  dividiert 
mit  den  entsprechenden  FakulUlten  II  31  •  •  •  bis  (p  +  g)!;  was  somit  f&r 
einen  einselnen  Term  der  ursprfing^dien  Qleichang  gilt,  gilt  fOr  sftmtliche 
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Tr>niio  dersnlhen  d.  h.  die  transformierte  Gleichung  kann  auf  die  Form  ge- 
bracht werden: 

f(x + dx,  y + d»)  -  f(x»)  +    d,  /r(a.,y)  +  ^ <j,/T(«, y)  + . . .  +  1  d,f(x,  y) , 

aiilserdeiii  orduet  De  Gua  die  einzelnen  Difierentiale  nach  Potenzen  von  dx 
und  dy  und  schreibt 

^f{^  tf)  —  «II«!»*  +  a^dxdif  +  Ofidjf^^ 

wodoreh  die  tFansfonnierfce  Gleudrang  schließlich  die  vollkommene  Gestalt 
der  TajWschen  Reihe  f&r  zwei  Variable  annimmt; 

f{x+äx,t  +  df)  _  ^:^,)  +  i  (|t  d,  +  |i  du) 

Auf  diese  Entu  irklunir  wird  De  Gua  geführt  einzig  durch  das  Bestreben, 
die  häutig  wiederkehrenden  linearen  Transfc^miationen ,  auf  weh'ben  fast 
sämtliche  Schlufsfolgerungen  seiner  analytischen  Untersuchungen  beruhen, 
rasch  und  übersichtlich  «lurchzuführen,  eine  Aufgabe,  die  er  mit  diesem  erst- 
mals von  ihm  aufgestellt^-n  Hilfsmittel  genau  in  der  heutzutage  üblichen 
Weise  erledigt  mit  dem  blofsen  Unterschied,  dafs  er  die  Koeffizienten  <t  nicht 
als  partielle  Differentiahiuotienten  zu  berechnen  \seirs,  sondern  sie  durch 
vollständige  Differentiation  ermittelt.  Wird  z.  B.  die  ürdinatenaxe  sich  selbst 
parallel  um  den  Abstand  p  verschoben,  ist  also,  wenn  die  neuen  Koordi- 
naten mit  Zy  u  bezeichnet  werden, 

so  erhUt  man,  wenn  in  der  Taylor'schmi  Reihe  x^  ff^  dx^  df  äxach  jp,  tc,  0 
ersetatt  werden,  die  transformierte  Gleicbmog  der  gegebenen  Karre  f{x]f)^0 
nadi  steigenden  Potenzen  der  Absinsse  t  entwickelt,  wie  folgt: 

Oder,  wird  z.  B.  die  Kurve  f{x,  J/)  —  U  von  einem  durch  einen  belie- 
bigen Punkt  7)  gebenden  Strahl  geschnitten,  wofür  die  Transfonnatious- 
gleichungen  in  Polarkoordinaten  lauten 

x^p  -^r '  eoBtpf  y«-9  +  r<sin^, 

oder 

X  =  p  -{-  nu ,  1/  =s  q  -\-  tnu 

mit  der  bei  De  Gua  üblichen  Bezeichnungswdse 

fa««,  sin^  —  m,  co89«"n, 
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ao  ergiebt  üch  mit  q,  hu,  mu  an  Stelle  von  dr,  y,  dx^  djß  als  Schnitt- 
punktagleiolnuig 

+  2!  y  -     +  2  ^-^nm  +       m-j     +  .  .  .  -  0 . 

Daa  algelxialaolia  Dreiaok  yon  De  GKia. 

19.  Es  scheint,  daCi  Newton  durch  die  damals  schon  bekannte  Lehre 
▼on  den  Deainialbrllohfln  auf  den  Gedanken  der  Beihenentwiddung  geführt 
wurde.  Einen  Vorgang  hierRbr  bot  ihm  die  Abhandlung  v<m  Merkator  Uber 
die  Quadratur  der  Hyperbel,  worin  dieser  die  elementaren  Beehenoperationen 
von  der  Arithmetik  auf  die  Algebra  ttbertrigt,  indem  er  statt  der  absteigen- 
den Potenzen  von  10  die  nadi .  Dimensionen  geordneten  Potenxen  der  un- 
bestimmten GrÖfte  bis  ins  Unendliche  nimmt  'Wie  der  Vorteil  in  der  An- 
wendung der  Deiimallnilche  darauf  boruht,  dab  die  Operationen  mit  gebro- 
chenen Zahlm  in  der  einüftchsten  Weise  durch  solche  mit  ganien  Zahlen 
enetit  werden  kihmen,  so  leigt  Kewton,  wie  mit  HUfe  ahnfiober  Entwick- 
lungen komplisierte  algebraische  Ausdrücke  in  Bruchfbnn  oder  WnnelgrSften, 
aooih  die  Wuneln  nicht  reiner  Oleiohungen  auf  die  Form  von  unendlichen 
Bnhen  gebraeht  werden  können,  deren  Glieder  flinfiwhe  ZShler  und  Nenner 
haben,  also  knne  Schwierigkeit  mehr  bieten.  Das  Newtim'sdie  Verfshren 
besteht  nun  in  einer  successiven  Verbesserung  eines  ersten  nmidist  noch 
fehlerhaften  Wurzel werts.  Um  diesen  zu  finden  (Opuscula  Newtoni  Isaaci, 
Methodus  fluxionum  et  serierum  infinitarum,  pg.  41),  sucht  er  aus  den  Glie- 
dern, in  denen  y  bezw.  x  nicht  vorkommt,  den  hinsichtlich  x  bezw.  y  nie- 
drigsten Term,  also  zwei  Ternie,  txir  welche  die  Progression  der  Dimensionen 
beider  Variabein  möglichst  klein  ist,  und  dazu 
noch  all»'  Termo,  deren  Dimensionen  in  der  gleichen 
Progression  auftreten,  wenn  man  letztere  beliebig'  y" 
fortsetzt.  Um  diese  Auswahl  leichter  treflFen  zu 
können,  benutzt  Newton  die  graphische  Darstel- 
lung:  er  analysiert  die  (tleichung  der  Kurve  mit  ^ 
Hilfe  eines  Diagramms,  dius  heute  noch  klassische 

Be<lt'ui iiiiL'^  besitzt  untl   iiarh   seinem  Erfinder  als    O  ,      ,  . 

Newton  sches     Parallelogiamm     bezeichnet     wird  ^ 
(Fig.  3).     Ordnet  man  in  der  jetzt  üblichen  Dar- 

st^llungs weise  ( Fig.  2)  die  Olieder  einer  algebraischen  Oleichung  als  Punkte 
zwei  Axen  zu,  deren  Einheiten  nach  Potenzen  von  x  bezw.  ?/  fortschreiten. 
SO  sind  sämtliche  Glieder,  die  auf  derselben  Cteradeu  liegen,  von  gleicher 
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Ordnung  (unmadUch  groA  bezw.  nnendlicb  klcvn),  alle  oberhalb  besw.  unter- 
halb Hegenden  Glieder  sind  Yon  höherer  bezw.  niederer  Ordnung.  Der  Be- 
weie  (nadi  Gramer)  beruht  daraul^  dab  die  Eiponentm  toh  x  und  y  aller 
auf  einer  Geraden  liegmden  Glieder  in  arithmetiBcher  I^rogreeslon  fort- 
sdhreiten.  Sind  nftmlich  Aaf^'f^  und  Baf^^^'f^*^  zwei  dmek  eine  Gerade 
▼erbundene  Glieder,  deren  Ordnung  als  gleich  T4van8ge8et2t  wird,  fllr  wriche 
eich  also  die  Kunrengleichung  reduziert  auf 

(1)  Jaf*+*-y"+»  — 'ila;"»-y»      oder  «».^-0, 

80  liegen,  wenn  der  Einfachheit  halber  die  Koeffizienten  nicht  geschrieben 
werden,  sämtliche  Glieder  der  Reihe 

•  •  •  a;*""**  •  •  y*"" »    iC"*  •  l/",    .t"*  +  *  .  y""*"',    j-m  +  t*  .  .  . . 

auf  derselben  Geraden  wie  die  zu  vergleichenden  Terme  und  alle  sind  von 
derselben  Ordnung,  denn,  dividiert  man  die  Beihe  mit  o;"*  •  y*,  so  resultiert 
die  neue  fieihe 

...   ari*.|^w  1,  ^-^^  a?"-y%  ••• 

und  da  1  besw.  C  endlieh  irt,  so  ist  der  VoranssetBung  (l)  gemKb  anoh 
0^  •  und  somit  jedes  Glied  der  letzten  Beihe  endlich,  folglich  alle  Glieder 
der  ersten  Beihe  von  der  Ordnung  des  Gliedes  ^-fT'  Geht  die  Gerade 
durch  das  Glied  aT  der  Z>Aie,  so  sind  alle  Glieder  der  Geraden  Ton  der 
Ordnung  des  Gliedes  ar\  geht  aber  die  Gerade  zwischoi  aT  und  sT*^  Un- 
durdi,  so  liegt  die  Ordnung  der  Glieder  der  Geraden  zwischen  deijenigen 
der  Glied«*  of  und  af'^^  d.  h.  alle  oberhalb  bezw.  unterhalb  der  Geraden 
liegenden  Glieder  sind  auch  von  höherer  bezw.  niederer  Ordnung  als  die 
Glieder  der  Oersden  selbst  Dieses  Newton'sehe  Parallelogramm,  in  weldiem 
ursprünglich  jeder  Term  der  Kurvengleichung  durch  den  Diagonalsehnit^puatt 
eines  Parallel(^ramms  bezw.  Quadrats  bttieiehnet  ist  (Fig.  3),  Sadert  De  Gua, 


Fig.  a.  Fig.  4. 


der  diese  Darstellungsweise  der  Terme  nodi  beibehsit,  behuft  bequemerer  Ord> 
nung  der  Gleichung  nach  Potenzen  der  Yerftnderlichen,  ab  in  ein  Dreieck  (le 
triangle  algebrique,  später  von  Gramer  als  triangle  analytique  bezeichnet),  in- 
dem er  die  beiden  Axen,  die  sog.  Banden  ohne  x  bezw.  ohne  unter  4.5^  gegen 
die  H<»izontale  stellt  (^l'ig.  i  j,  dann  geben  die  horizontalen  Reihen  die  nach 
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»  sowolil  fÜB  Baoh  y  nnd  die  sur  Band«  ohne  y  hww,  ohne  »  paiallelen 
Reihen  die  nat^  $  heiw.  »  geordnete  Gleichung,  lüt  Hilfe  dieaes  Dreiecks 
ermittelt  De  Qna  in  der  heute  noch  Üblichen  Weise  cntmals  die  Nlhnrmgi- 
karren  im  ürspnmg  sowohl,  wie  in  den  unendlich  fernen  Punkten  der  Eoor- 
diwatenaTen  oder  in  belielngai  anderen  unendlidi  feinen  Funkten  nach  folgender 

ffampiregdi  Legt  man  nach  Knseichnung  der  Glieder  der  Kurvenglei- 
chung das  analytische  Dreieck  auf  die  Bande  ohne  x  (ohne  y),  so  sind  fttr 
eine  unendlich  grobe  besw.  unendlich  kleine  Ahsdsse  (Ordinate)  nur  die- 
jenigen Glieder  als  die  grSftten  besw.  Ueinsten  zu  betrachten,  oberiialb  besw. 
unterhalb  deren  Yerbindungsgeraden  kein  writeres  Glied  der  Gleichung  sich 
befindet)  und  das  gleich  Null  gesetzte  Aggregat  dieser  Glieder,  auf  welches 
sich  die  Kurreogleichung  reduziert,  ist  die  Gleichung  der  NShemngskurve 
in  dem  durch  die  betreffenden  Koofdinatenextreme  bestimmten  Punkt  (Ur- 
sprung, unendlich  fianier  Punkt  einer  Eoordinatenaxe,  beliebiger  anderer 
Punkt  der  unendlich  feni«i  Geraden). 

De  Gna  behandelt  nun  insbesondere  diejenigen  lUle,  in  weldm  die 
direkte  Anwendung  des  Kewton'sdiMi  Parallelogranuns  besw.  des  algebiatsohen 
Dreiecks  sur  Ermittlung  der  NShenmgskunren  nicht  snm  SSel  ftthrt,  was 
stets  statt  hat,  sobald  das  Aggregat  der  Glieder  höchster  bezw.  niederster 
Dimension  vollständig  ist.  Hier  transformiert  De  Gua  vorher  die  gegebene 
Kurvengleicbung : 

fi^>  y)  =        +  '//  +  •  •  •  +  «1^.'/"   '  +  «0^"  +  .  .  .  =  0 , 

indem  er  die  Ordinatenaxe  in  die  Bichtung      einer  Aqrmptote  besw.  Ur- 

ffl 

sj^rungstangente  dreht^  setat  also 

«  — im-f-*!  y  — «Ml, 

wo  "j  eine  der  Wurzeln  '  des  gleich  Null  {j^csetzten  Aggregats  der  Glieder 
höchster  bezw.  niederster  Dimension  ist,  und  erhält  hierdurch  die  nach  Po- 
tenzen von  8  entwickelte  traosformierte  Gleichung 

in  welcher  auäer  dem  konstanten  Glied  die  hOehste  Potens  s*  bezw.  die 
oiederate  Potens  voh  «  yeisdiiwindet  Bin&cher  gestalten  sich  die  Verhllt- 
nisse,  wenn  die  höchsten  besw.  niedersten  Aggregate  mehrfeche  oder  gemein- 
same Paktorm  haben,  wie  s.  B.  bei  der  Kurve  vierter  Ordnung  (üsages 
pg.  399) 

(I)        (u  -f  ey^  -  ^ae{u  +  *)•  -  8aV  -  16ö»«*#  -  7oV  -  0 , 

wo  das  Newtonscbe  Parallelogramm  allein  wieder  nicht  genügt,  indem  es 
die  Existenz  eines  Doppelfaktors  des  Aggregats  der  Glieder  vierter  und  dritter 


Digitized  by  Google 


28 


n.  Abschnitt. 


*uco 


Dimantioii  nicht  zum  Ausdruck  bringt  und  nur  die  Richtong  (u  +  0 
des  unendlich  fenken  Ftanktes  angiebt,  nicht  aber  die  Art  desselben  niher 
charakterisiert.  Setrt  man  hier  s.  B.  sdiiefWinklige  unter  60*  geneigte  Azen 
▼onus  und  besieht  die  Kurve  auf  ein  neues  Koordinatsnsystem  mit  dem* 

selben  Ursprung,  aber  einer  gegen  die  J?-Aze  unter 
60*  (gegen  die  CT-Aze  unter  120*)  gedrehten  X-Axe, 
setst  also  (Fig.  6) 

so  lautet  ili**  tnmsfnnnierte  Gleichung: 
(n)  -  6a«y»  -  8aV  +  aV  -  0 

und  das  algebraische  Dreieck  ergiebt 
für  »  »  oOf  jf     oo  aus 

/  —  fir/r.v*  +  (i^x^     0    oder    y-     (  3  +  2  j/2)ax 

die  beiden  in  der  Richtung  der  X-Axe  gelegmen  un- 
endlich iiemen  parabolischen  Punkte 

(in)         y«-.(8  +  2y2)a«      und         —  (3  -  2Väi)a«. 

Meist  rechnet  De  Gua  in  solchen  Füllen  wie  (1)  ilie  'rranst'orinatioii  nicht 
durch,  sondern  schliefst  aus  der  Beschalleiiheit  der  ursprüii ^'liehen  Gleichung 
ohne  weiteres  auf  die  Form  der  transformierten  (ileichung  luid  hieraus  mit- 
tels des  algehraisi  hen  Dreiecks  auf  den  Verlauf  der  Kurve  im  Ursprung 
be^w.  in  den  unendlich  lernen  Punkten. 


Die  l>iiioinia(diea  Xniren:      •    »  o. 

20.  Xächst  der  Geraden  haben  die  hinouiisihen  Kurven  die  einfachste 
Gleichungsforni  un<l  werden  daher  zur  Diskussion  algebraischer  Kurven  als 
Näherungskurven  verwendet.  Je  nachdem  //(  und  n  von  gleichem  oder  un- 
gleichem Zeichen  sind,  hat  man  den  Typus  der  Hyperbel  oder  demjenigen 
der  Parabel. 

I.  Die  binomischen  Parabeln 
.  y-«  =.  CF       oder       35*     (7  •  t/". 

21.  Hier  können  nach  den  einfachsten  Repräsentanten  drei  Haupttypen 
unterschieden  werden.    Vorausgesetzt  giebt 

a)  41t  gerade,  n  ungerade:  die  Ovalparabel  (parabole  conique), 

b)  f» ungerade,  n  ungerade:  jc'».v  die  Wendeparabel  (1*  parabole  cubique), 

c)  m  ungerade,  n  gerade:    jr'  » die  Bückkebrparabel  (2*  parabole  cubique) 
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Der  Tinte  Fall,  m  gerade  und  n  gerade,  reduziert  sieh  durch  Wuntd* 
ziehen  auf  die  drei  ersten  Fille.  Jede  dieser  drei  Hatqpttypen  ist  selbst 
wieder  Ausgangsorfc  flfar  eine  unendHehe  Anaahl  Ton  Yarietilten,  die  mit  dem 
betreffenden  Hauptfcypus  in  der  Art  der  KrOmmung  fibereinstimmen  und  nur 
bezOglich  dw  Grades  derselben  abweichen: 

22»  a)  Typus  der  geioOhnUdun  Farab^i 

si^»^$f  erste  Ovalparabel  (parabole  o<mique,  point  ordinaire)  (Fig.  6), 
j^—y  erste  Flachpunktspaiabel  (point  de  seipentement,  point  de  double 
inflenon)  (Fig.  9), 
y*  erste  Spitaq^nnktsparabel  (pdnt  de  double  pointe,  Lemnisceros  infini- 
ment  petit)  (Fig.  14), 
— |f  zweite  Flachpunktsparabel  (point  de  quatre  inflezions)  (Fig.  11% 
zweite  Spitzpunktsparabel  (point  de  quatre  poantes)  (F^.  17), 
0^  — y  dritte  Flachpunktsparabel  (point  de  nz  inflezions), 

»  y*  zweite  (Halparabel  mit  dreifachem  Punkt  im  Ursprung,  letzterer  ist 
eine  Vereinigung  des  Spitzpunkts  mit  dem  Flachpunkt  (siehe  Fig.  18) 
und  nlhert  sieh  daher  gestaltlieh  wieder  dem  Oral. 


e.  n«.  la. 

EnkU^nmg  des  Flae^punkts:  Trennt  man  die  vier  auf  der  Absdssenaxe 
als  Tangente  im  Ursprung  zusammeniUlenden  Punkte  der  Flachpunktsparabel, 
am  besten  in  symmetrischer  Weise,  so  ist  die  allgemeinere,  in  Fig.  7  dar- 
gestellte Kurve 

y  —     —  t«'  +  c, 

wobei  h*  >  4c«  Ffir  c  —  0  fidlen  zwei  dieser  Schnit^unkte  im  Ursprung 
zusammen  und  die  nach  dem  analytisdien  Dreieck  diskutierte  Kurve  (Fig.  8) 

y  —  «*  —  6«* 


Digitized  by  Google 


30 


n.  AbMhoiti 


geht  aelilieblicli  fttr  6  =  0  in  die  FlachpttnktBparabel  Fig.  9  Uber  (TergL 
Mmpertnis). 


Die  Entstehung  der  zweiten  Flad^unkt^parabel  Fig.  11  veraaschau- 
licht  Fig.  10. 


Fig.  11. 


fJnfsfehuuff  dis  Spitzpunkis:  Trennt  man  die  drei  mit  der  Abscissenaxe 
im  Ursprun<4  zusanuiienfallenden  Tangenten  if  =  0  in  symmetrischer  Weise, 
so  ent.steht  (lif>  allgemeinere,  nach  dem  analytischen  Dreieck  in  Fig.  12 
diskutierte  Kurve 

^  +  {b^x'  -  y*)y  -  0 

mit  y  0,  y  +  hx^Oi  y  —  h»  —  0  als  Tangenten  im  Ursprung,  einem 
dreifachen  Punkt  FQr  5  —  0  fiiUen  die  beiden  letzten  Tangenten  mit  der 
ersten  znsammenf  die  beiden  Schleifen  verschwinden  und  der  Ursprung  wird 
zum  Spitzpunkt  (Fig.  14).  Der  Spitzpunkt  geht  somit  aus  dem  allgemeinen 
dreifkohen  Ftankt  in  analoger  Weise  hervor  wie  der  Bfidckehrpunkt  aus  dem 
Doppelpunkt  und  ist  daher  zum  Unterschied  gegen  den  Flachpunkt  als 
Singnlaritftt  zu  betrachten:  Jede  Gerade  durch  den  Spitzpuukt  sdmeidet  die 
Kurve  in  drei  in  diesem  Punkt  zusammen&Uanden  Punkten,  die  Tangente 
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sagBX  in  Tier,  wBhremd  der  Flachpankt  nur  als  ein&clier  Punkt  zfthlt,  der 
nur  TOn  seiner  Tangnute  in  mehr  als  eineni  Punlct  i^etroffen  wird  ^Tei^.  die 
Entstellung  des  Spitspunkts  aus  zwei  Spitaen  und  einem  Doppe^unkt  Fig.  13 
naeh  Maupertnis). 


Fig.  Ii.  ng.  IS.  Fig.  14. 


Die  Entstehung  der  zweiten  Spitzpunktsparabel  mit  fönffiEtchem  Punkt 
im  Ursprung  veranschauliobt  Fig.  15  bezw.  16. 


Fig.  U.  Flg.  17. 


23.  b)  lypw  der  WendeparäM: 

9^^^  Wendeparabel  (l*  parabole  cubique,  point  de  simple  inflezion) 
Kg.  19, 

s^^ff  Wendeflachparabel  (point  de  triple  inflezion)  Fig.  21, 
1— Wendeepitaparabel  (Lemnisoeros  infiniment  petit  oompliqu^  d'in« 
flezion)  Fig.  23,  u.  s.  w. 
JEnttMtung  de»  Wmdefludipmkts: .  Durch  sjmmetrisdie  Trennung  der 
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fttnf  mit  der  Abwaneuaie  als  Tangonte  zuaammeiifiüleiiden  Sdinittpiinkte 
eriiSlt  man  die  aUgememore  Kurve 

roii  drei  Wendepimkten:  Ursprung  mit  Wmdetangente  1/ —  b'c*  •  ir    0  nebst 


Fig.  n. 


den  beiden  Scbnit^unkten  ±  h  auf  der  Absdisenaze,  Toraiugefleiit  5  <  c, 
Fig.  20. 

Mnistehunff  di-s  WendespUgpunkts:  Von  den  drei  mit  der  Abscissenaxe 
ssttsammenfallenden  Tangenten  kann  nur  die  eine  als  Wendetangente  ftlr  sich 

abgesondert  werden,  die  beiden 
anderen  sind  als  zusammen- 
fallende Tangenten  eines  Selbst' 
bertthrungspunkts  bezw.  als  xu* 
sammenfallende  Wendetangenten 
beizubehalten  (yergl.  bierrait  die 
Entstehung  des  Spitxpunkts). 
Die  allgemeinere  Kurre  lautet 
daher  (Fig.  22) 

sie  besitzt  nach  dem  analyti- 
schen Dreieck  im  Ursprung  die 


parabolische  Öelbstberühnmg 


und     af*+]/6«y  =»0. 
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24.  o)  Tjfpus  der  Büdäi^rparäbd: 

sc^'^if*  Bückkehrparabel,  Spit/e  1.  Art  (2*'  parabole  cubique,  point  de  re- 

broussement  de  la  1"  espece)  Fig.  25, 
a^^  jf^  Bückkehrflachparabel  (rebroussement  du  2**  ordre)  Fig.  27, 
— ■  y*  Rückkehrspitzparabel  (point  de  triple  pointe)  Fig.  30,  u.  s.  w. 

KntsMinng  drs  IliicHrh rpunkts : 
Trennt  iium  iVw  beiden,  <lie  Al)- 
scissenaxe  darsteilendeii  Tiiui/eiiten 
y'=(),  deren  jede  die  Kurve  in 
drei  im  Ursprung  zusanimenfalien- 
den  Punkten  .schneidet,  am  besten 
in  symmetrischer  Weise  und  schreibt 
(üeselben 

f— .6«  — 0_.  und  .  ^  -f  d«»-0, 
80  lautet  die  allgemeinere  Kurre 
(Fig.  24) 

Dieselbe  hat  ijn  Ursprung  einen  Doppelpunkt,  der  für  &  =  0  in  die  Spitze 
übergeht  (vergl.  Saurin  8). 

KntMehung  des  Rückkehr flachpunl  fs:  Betrachtet  man  den  Urspruni;  wieder 
als  Doppelpunkt  mit  getrennten  Tangentien.  so  mufs  die  allgemeinere  Kurve, 
wenn  isie  wieder  sum  Urepnmg  mrflcklaofen  soll,  von  der  Absoissenaxe  noch 


in  einem  weiteren  Doppelpunkt  und  einem  einfachen  Punkt  geschnitten 
werden  (Fig.  26),  ihre  Gleichung  lautet  daher  ,      "  '  ' 

S»li«rb«ck,  Qu»  de  Malvo*.  S 
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«»(ar-ft)«(x-c)-/. 

Sie  hat  im  Ursprung  das  Tangentenpaar  (y  —  hYc  •  a;)(jr  +  &)/c  •  x)  =  0, 
ferner  in  x  =  6  einen  Doppelpunkt  mit  zwei  WMidetangent^n  und  geht  für 
i  »  0  und  c  =  0  tlber  in  die  RQckkehrfiachparabel.  (Ce  rebroussement  ren- 
fenne  deux  inflexions  dans  son  folirnn  evanonissant)  Sagt  De  Gua). 

Entstehung  des  JtückUkrspitipunkta:  Trennt  man  die  vier  mit  der  Ab- 


wig.  n. 


si-issenaxe  zusüinnienfallendtMi  Tanixenten  in  symmetrischer  Weise,  so  erhält 
man  die  allgemeinere  Kurve  {Vig.  26) 

mit  dnem  vierfadien  Ponlrt  im  Ü]> 
Sprung;  an  Stelle  der  Sdüeifon  kOnneD 
auch  Spitien  traten,  Fig.  89. 

n.  Die  binomischen  Hyperbeln 

X«  •  »/•  -  C. 

25.  Hier  können  nur  zwei  Typen 
unterschieden  werden,  je  nachdem  m  so- 
wohl als  n  ungerade  oder  m  gerade 
und  n  ungerade  ist,  also 

a)  Hyperbeln  gerader  Ordnung,  deren  einfachster  BeprlSMitant  ist: 
xp^l  die  konische  Hyperbel, 

b)  Hyperbeln  ungerader  Ordnnng,  deren  ein&chster  BeprftsMitant  ist: 
x^i/  ^  l  die  kubische  Hypt'rl)el. 

Beide  Arten  von  Ilyperbeiu  haben  die  Koordinatenaxen  zu  Asymptoten.  Bei 
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der  ersten  Art  verlaufen  din  Aste  auf  entgegengesetzten  Seiten  ))ei<ler  Asymp- 
toten ins  Unendliche,  die  unendlich  fernen  Punkte  sind  daher  entweder  ge- 


XY't 


Fig.  91. 


XY'I 


wohnliche  ((>val-)  oder  Flach-  oder  Spitzpunkt*?;  bei  der  zweiten  Art  er- 
strecken sich  die  Zweige  hinsichtlich  der  Abscisaenaxe  auf  derselben  Seite 


VI»  u. 


Flg.  84. 


nach  entgegengesetzten  Richtungen,  hinsichtlich  der  Ordinatenaxe  auf  ver- 
schiedenen Seiten  nach  derselben  Richtung,  der  unendUeh  ferne  Punkt  der 
Ahseissenaxe  gehdrt  somit  zum  Typus  der  Wendepunkte,  dej^goige  der  Ordi< 
natenaxe  zum  Typus  ler  Rückkehrpunkte.  Ist  t  ^  0  die  unendlich  ferne 
Gerade,  SO  ist  (vergL  hierzu  die  Untersuohiuigen  über  die  parabolischen  Punkte) 
für  die 

•6* 
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Hyperbdii  gerader  Ordnung: 

xp—l  konische  Hyperbel 
a://=  1  I.  hi(iuadratischeHyp. 


homogen 

.,,,3  =  /*...  X 


der  oofeme  Punkt  der 
Ord--Axe  Ab»e.-Axe 

=  /'  Ovalpunkt  y=t^  Ovalpunkt 
Flachpunkt  y"  =  /*  Spitzpunkt 
Spitzpunkt    ^H=-<*  Flachpunkt 


*Y 
Fig.  SA. 


Hyperbeln  ungerader  Ordnung: 

homopen 

«•y«!  kubische  Hyperbel  x^y^-  i^ 

äB*y  =  1  Hyperbel  V.  Ordnung  I.  Art  x^y  ^t^ 

a^jr»«!     „     „    „      n.  „  ÄV  =  r^ 

Abec-Aze 
y  » Wendepunkt 

y  a  f>  Wendeflackpunkt 
yS  =s  <^  Wendeepitzpunkt 
u.  s.  w. 


der  oo  ferne  Punkt  der 
Ord.-Axe. 

x^  =  i^  Rückkehrpunkt 


.r '  =  f'  Rückkehrspitzpunkt 
x*=-C'  fiackkekrflachpunkt 


Die  elementanynunetriBöhsn  WnnelftuÜEticmen. 

26.  Die- Kenntnis  der  Beziehunj,'eu  zwisi  heii  ih  n  Koeftizienten  einer  al- 
gebraischen (lleii  hun^f  und  ihren  Wurzeln  reicht  aut  Fran(,'ois  Viete  zurück, 
der  in  seiiu  iii  Werk:   In  artem  analxtieani,  IsaLjot^e  allerdings  unter 

der  V(iraussei/ung  nur  positiver  Wurzeln,  die  Küettizienten  der  Gleichungen 
zweiten  und  dritten  (Irades  durch  die  Wurzeln  der  (»leichuiigen  darstellt. 
Die  beiden  FundameutalsUtze  über  die  Anzahl  der  Wurzeln  und  deren  Ab- 
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hftDgigkeit  Ton  den  EoeffidenteD  8{»iclit  jedoch  in  ibrer  Allgememheit  ent 
Albert  Oirard  ans:  Er  zeigt  in  seiner  Intention  nouTelle  en  l'algibre, 
Amsterdam  1629,  daft,  sofern  man  drei  Arten  von  Lütungeii,  podtiTe,  negap 
tlTe  und  imaginäre,  zvlttliit,  die  ZaU  der  Wuriebi  einer  Gleiobniig  gleich 
ihrem  Grad  ist  und  die  mit  abweehselndm  Zeichen  behafteten  ^wfBzienten 
der  Gleiobung  die  Summen  der  zu  eins,  zwei,  drei  n.  s.  £  kombinierten 
Wurzehi  darstellen  (Xn  d^.  II.  th^.).  Descartes  beweist  sodann  (Geom^- 
tm,  livr«  nP),  dals,  wenn  eine  Wurzel  der  Gleichung  ist,  diese  sich 
durch  x  —  Xi  teilen  IttTst;  sind  also  x^,  2^,  •  •  •  x„  die  Wursebi  einer  al- 
gebraischen Gleichung  »ten  Grades,  so  besteht  die  IdentitSt 

i(^x"-\-a^3if-^-\  h         +        "0  (-^  -  ^^1 )    — )  •  •  •    — ^1») 

woraus  nach  der  Methode  der  unbestimmten  Koeffizienten 

««  =  (-l)''-«o  -^i-'2-*^a  -  - ^ 

und  soimt 

Unter  diesen  Beziehungen  wird  von  De  Gua  insbesondere  von  derjenigen  des 
öftem  Gebrauch  gemacht,  dafs,  absolut  genommen,  der  durch  den  Koeffi- 
zienten der  höchsten  Potenz  dividierte  Koeffizient  der  zweithöchsten  Potenz 
dier- Summe  dw  Wurzeln  und  4m  durch  denselben  Koeffizienten  dividierte 
Absolutglied  das  Produkt  der  Wurzeln  darstellt 
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AUgvHeiie  aiudjtlsehe  Theorie  4er  «Igehraiflcheii  Kirrei  laeh 
den  Inhalt  4er  „Usa^  4e  l'inalyse''  tob  De  Git. 


Durcluuessor  und  Mittelpunkte. 

S7.  Im  enten  Abschnitt  der  Uaages  de  l'analyie  behanddt  De  Gha 
entmals  die  Mittelpunkte  algelinaflelier  Kurven.  BesfigHcb  der  ^Hieoiie 
der  DurchmeHer  besohrBnkt  er  nöh  auf  den  Beweis  des  spenellen 
yon  Newton  in  der  Ennmentio  fBr  die  Surren  dritter  Ordnung  mit 
drei  A^mptoten,  die  sog.  Hyperboke  redundantes,  au%esteQten  Durch- 
messenatses  (ygL  39). 

A.  Durchmesser. 

28.  Der  in  der  Geometrie  durch  die  Analysis  des  Descartes  geschaffene 
Fortschritt  lag  vor  allem  in  der  Verallgememenmg  geometrischer  Eigen- 
Schäften  der  Kegelschnitte  für  Kurven  höherer  Ordnung.  Newton  spricht 
in  der  Enumeratio,  Sectio  II,  1  erstmals  einen  derartigen,  für  sSmtliche 
algebraischen  Kurven  giltigen  Sata  aus,  der  sich  auf  die  Eigenschaften  der 
Durchmesser  bezieht  und  lautet 

AUffemeiner  Dunkmesstrsatt  wm  Newton:  Bestimmt  man  auf  jeder  der 
Sehnen  einer  Parallels^enschar  deigenigen  Punkt,  von  dem  ans  gereohnet  die 
Summen  der  bis  su  den  Durchschnittspnnkten  der  Kurve  reichenden  Absdmitte 
beiderseits  gleich  sind,  so  liegen  diese  „Hütten"  auf  dner  Geraden,  dem  der 
Parallelsehnenschar  zugeordneten  Durchmesser. 

Der  Beweis  beruht  auf  der  Eigenschaft,  dafii  der  Koeffizient  der  zweit- 
höchsten Potenz  einer  algebraischen  Gleidiung,  deren  höchster  Potenz  man 
durch  Division  den  Koeffizienten  1  gegeben  hat,  die  Summe  der  Wurzeln 
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-0 


-0. 


darstellt  (vgl.  2P>).  Die  auf  schiefwinklige  Koordinaten  bezogene  Kurve 
n.  Ordnung  sei  (Fig.  37) 

(1)  tr  -  (a«+6)y»-»  +  (cx*+<l»+c)jr-*  +  0, 

ist  femer  auf  irgend  einer  zur  Ortlinat^naxe  parallelen  Sehne  KS  die  Mitte  Q 
(x,  q)  so  bestimmt  ,  dafs  die  algebraische  Summe  der  von  Q  einerseits  und 
den  Schnitl|>unkten  mit  der  Kurve  andererseits  begrenzten  Abschnitte 
"i '  "3*  t^si ' '  '  ^  Sehne  MS  verschwindet,  so  ist  fOr  jeden  Schnittpunkt 
M  dieser  Sehn« 

(2)  y  -  «  +  ff 

und  somit  gemftfs  (1) 

+  qy  -  (ax  +  b)  (u  +  g)-'  +  {cx*  +      +  c)  (w  +  -f 

oder 

(3)  «?•  -  (caj-|-6--»ff)tt"-i  + 

Die  BeBtammnngagleiehuag  ittr  q  Untet  8<miit 
Zu  =  o«  -f-  6  —     —  0 

woraus 

(4)  ,_a2J-J. 

Die  Koordinaten  aller  Sehnen- 
mitten  sind  daher  ~^~)* 

Betrachtet  man  somit  als  xweite 
ParaUelsehne  sa  JR8  insbeson- 
dere die  Ordinatenaze  selbst» 

so  sind  ^0,  ~j  die  Koordinaten 

ihrer  Selmsiunitte  ^|  und  nimmt  man  als  dritte  Parallelsehne  diejenige,  fOr 
weldie  die  Sehnenmitte  (j^  auf  die  Abscissenaze  zu  liegen  kommt,  also  die 

Koordinaten  ^—  ^  >  0^  besitzt,  so  folgt  aus  der  Identitftt 


Fl«.  S7. 


(5) 
dafo 


a 


n 


0<?, 


d.  h.  die  drei  Sehnenmitten  9i>  ^^gsa  auf  einer  Geraden,  somit  auch 
sImtHche  Mitten  der  sur  Ordinatenaze  parallelen  Sehnenschar  und  da  die 
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Kurve  auf  unendlirh  viele  schit-fwinklige  Koordinatensysteme  ])e7.ogen  werden 
kann,  so  gilt  der  Satz  für  die  Glitten  jeder  balidbigen  ParaUelsehnensclxar. 
Zugldeh  eigiebt  sich  die  Gleichung  des  Durchmessen  ab 

an 

oder  • 

(8)  »--r- 

29.  Aiifser  diesem  allgemeinen  Satz  spricht  Newton  in  der  Enumeratio, 
ebenf'iills  ohne  Beweis,  noch  eine  besondere  Durchmessereigenschaft  einer 
bestimmten  Gruppe  von  Ktirven  dritter  (h-dnuiig  ans,  der  sog.  Hyperbolae 
redundantes,  die  drei  Asyniptolen ,  also  eine  mehr  denn  die  Kegelschnitts- 
hvperbel,  besitzen.  Hie  lautet:  Zwei  der  drei  Paare  hyperbolischer  Zweige 
einer  Kurve  dritter  Ordnung  können  keine  Durchmessser  haben,  ohne  dai's 
nicht  auch  das  dritte  Paar  einen  .solchen  hat  (  vgl.  68,  69),  ni.  a.  W. 

Satz:  Hat  eine  Kurve  dritter  Ordnung  zwei  Wendeasymptoten,  so  mufs 
sie  noch  eine  dritte  haben. 

Krsirr  Bt'ur'is  von  Stirlirifj  mittels  Heihenentwicklung:  Die  Gleichung 
der  Kurve  dritter  Ordnung  mit  drei  hyperbolischen  Zweigen  lautet  (vgL  107) 

(1)  «jf*  +     —  ««*  -H  6«*  H-  C4f  +  d. 

Die  Ordinatenaie  x^O  trifft  die  Kuire  nur  in  einem  endUeben  Pnnict 

d      .  . 

y  =  -  ,  die  beiden  anderen  Schnittpunkte  liegen  im  Unendlichen.    Soll  der 

endliche  Schnittpunkt  ebenfaUs  ins  Unendliche. fallen,  also  jf «  oo  werden, 
so  ist  die  Bedingung  hiefOr 

(2)  c  =.  0. 

Die  Kurve  verläuft  al.>^dann  nur  auf  einer  Seite  der  Ordinatenaxe  naeh  ent- 
gegengesetzten Richtungen  ins  l'nendliche,  d.  h.  die  Ordinatenaxe  ist  Wende- 
asymptote. Jede  zu  ihr  parallele  Sehne  x  =  X  trifft  die  Kurve  nach  Art 
der  Kegelschnitte  nur  noch  in  zwei  endlichen  Punkten,  für  welche,  da  c  — 0, 
die  8umme  der  Ordinaten 

+     —  0 

ist,  d.  h.  unter  der  Bedingung  (2)  ist  die  Abscissenaze  Durchmesser  für  die 
zur  Ordinatenaxe  als  Wendeasymptote  parallele  Sehnenschar.  ' 

Xa(h  dem  Newton'schen  Parallek^ramm  ergeben  lieh  fOr  uneadlioh 
grofse  Koordinaten  aus  dem  Aggregat  der  Glieder  höchster  Ordnung 

a?jf'  —  ««•  —  0 

die  beidm  Entwiddungen 
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(3)  jr-±V5-a;. 

Entwiekelt  man  nur  die  erste  Beilie  und  seist,  um  den  «weiten  Tenn  zu 
finden 

so  geht  (1)  Uber  in 

(4)  2Y7i .  px^  +  p-x  -f    y«  •    +  <P  =-bx*-\-  cx  iL 

woraus  nach  dem  Newton'schen  Parallelo^'rainin  (an  Stolle  (U-r  "K-Axe  da- 
selbst oine  P-Axe)  für  unendlich  greise  Werte  der  Koordinaten  die  beiden 
Aggregate  sich  ergeben:         -  • 

2ya»i>«*+j^»  — 0    und    ^Ya-p^  —  t«*  — 0. 
Aus  dem  ersten  folgt 

also  kein  neuer  Tprm,  da  ttir  diesen  Wert  von  p  die  erst«  Entwicklung  in 
die  zweite  übergehen  würde,  aus  dem  zweiten  dagegen  ergiebt  sich 

(6)  P'^  — 

Setrt  mnn,  um  den  nKchsten  Term  zu  finden 

b  , 


80  geht  (4)  Uber  in 

(6)    2  ya-ga?«  +  ^^05  +         +  ff*«  +  aVax  +  ^  +     —     -f  d, 


woraus  nach  dem  Newton'sehen  Parallelogramm 

(7)  2l/a*ffa!«  +  ff*«-0 

oder' 

also  kein  neuer  Term,  was  vorauszusehen  war,  denn,  da  die  Entwicklung 
gemäfs        nach  fallenden  Potenzen  von  x  fortschreitet,  so  mufs  für  einen 

unendlich  sroÜMn  Wert  vw.  x  der  nach  dem  konstanten  Glied  — ^  auf- 

tratende  Term  q  unendlleh  Ueln  werden,  man  haft  diher  zur  Bestimmung 
von  q  ttberhaupt  nicht  das  obige  Aggregat  (7),  sondern  datgenige  für  un- 
endUeh  groAe  Wette  von  «  und  unendlich  Ueine  Werte  q  zu  nehmen, 
nltwilioh 

/-  ö*  /- 

2  ya  •  qj?  "i'i^i*     *y<***  —  c«  —  0 

woraus 
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Wia«  — 6*  — 4a«yä  1 
q   E —  .  .  . 

Die  Reihe  lautet  daher 

(I)  ya-x-i  7=  — +  •*•; 

nimmt  man  Yä  negatiT,  so  erfaAlt  man  die  zweite  Beihe 

(II)  y  — —  ya-ar  ,  ^  

Dip  hpiden  Entwicklungen  (I)  und  (II)  werden  somit,  da  für  die  unendlich 
fernen  l*unkte  aller  hyperbolischen  Zweige,  die  nicht  den  Enden  der  Axen 
zustreben,  beide  Koordinaten  unendlich  werden  und  für  x  =^  (yü  das  dritte 
Glied  beider  Entwicklungen  mit  allen  folgenden  verschwindeti  zu  den  Glei> 
diungen  zweier  Afljmptoten 

(9)  y  =      •  as  H-  und    y  —  —  ya  • «  , 

deren  Sehnitiirankte  mit  der  Knrve  sich  bereolmMi  aus  (1) 

oder 

V4a  '  /  2Va 

zu: 

4a(i  — (eVa 

nnd 

Soll  daher  jede  der  beiden  Asymptoten  (9)  Wendeasymptote  wwdeii,  so 
mnls  auf  jeder  derselben  auch  noch  der  dritte  endliche  Sofanittpnnkt  ins  ün- 
endliche  rOdken,  d.  h. 

(10)  6«  +  4a«  Va  -  4ac  -  0, 

(11)  -  4ae)/«  -  4flc  =  0. 

Unter  den  Bedingungen  (2),  (10),  (11)  besitzt  daher  die  Kurve  (l)  drei 
Wendeaqrmptoten;  diese  Bedingungen  sind  jedoch  insofern  nicht  unabhängig 
von  einander,  als  aus  je  zweien  sich  die  dritte  ergiebt,  woraus  folgt,  daTs 
mit  dem  Bestehen  zweier  Wendeasymptotm  auch  die  Enstenz  einer  dritten 
▼erknfipft  ist 

Zweiter  Beums  von  De  Gua  mittels  Transformation: 

Die  SchluCsfolgemng,  dafs  für  e  »  0  die  Qrdinatenaxe  Wendetangenie 
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und  die  Abscissenaxe  konjugierter  Durchmesser  ist,  ist  dieselbe.  Um  die 
Bedingimgeii  für  das  Auftreten  der  den  übrigen  Al^ptoten  ngeordneten 
Dnidmieaser  zu  finden,  bezieht  man  die  geg.  Kunre 

(1)  fix,  y)    apy*  +  ey  —  a«*  —      —  c«  —  d  —  0 

mittels 

auf  eioo  neue,  in  die  Richtung  ^  einer  Asymptote  gedrehten  Ordinatenaze, 
dann  lautet  die  transformierte  Gleidiung 

[  2)         <p  (z,  m)  =  /-(nu,  mu)  +     ^  r  +  ^^  ^^^i     +  ^  g-,  =  0, 
wobei 

|^-,'-8<.»«-a6.-c     0^  tax -3b      0  6a, 

daher 

(2a)  9  (jB,  u)  =  m'n  •  u'  +     • »  —  «»*  •  •»*  —  6»*  -u*  —  en*u  —  d 

+  j\  (»»•.«•-8fln*-u»-26n.u-c)z-^(6a«-i»+26)«r*- j'6a«* 

—       — an*)  »*  +  (m**  —  BanU  —  d»*)  •»« 

+  (—  Sani*— 2&iMr— c«  +  em)«  — (a**+6**  +  w  +  d)  — 0. 

Da  die  Ordinatenaze  einer  As3rmptote  parallel  sein  soll,  so  mufs  sie  die 
Kurve  in  mindestens  einem  unendlich  fernen  Punkt  schneiden,  hiefÜr  ist  die 
Bedingiuig 

m*n  —  an*  —  0, 

woraus 

und  somit  die  drei  Asjmptotemiiditungeu,  in  welche  die  Ordinatenaze  ge- 
dreht weiden  kann,  bestimmt  durch 

*«9^-V"***     tg9»|-~-l/ä     tg9»,-^  Va- 

Der  erste  Fall  führt  wieder  auf  das  ursprüngliche  Koordinatensystem  (l) 
imd  ergiebt  die  Y-Axe  als  Wendetangente  unter  der  Bedingung  C  =»  0;  im 
zweiten  bezw.  dritten  Fall  wird  die  Gleichung  der  Kurve 

(2 b)  ^ («, I*)  —  (2aj!  —  b) n*u*  +  (—  Zag*  —  2bM-c±ey^nu 

Sollen  nun  die  Ordinaten  u  einen  zugeordneten  Durchmesser  haben,  so  darf 
nadi  Divinon  mit  dem  Koeffizienten  der  höchsten  Potenz  der  Koeffisdent  der 
zweithdciisten  Potenz  in  g  nur  linesr  sein,  weil  es  mOglich  sein  muüi,  durch 
lineare  Transformation  (ygl.  Allgemeiner  Durchmessersatz  28)  diesen  Koeffi- 
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zienten  /um  VorscU winden  zu  bringen.  Führt  man  diese  Division  durch, 
so  kommt;  ... 


a  4a 


2o8  +  l 


4a 

es  darf  also,  damit  die  entstehende  Heihe  (8)  mit  dem  konstiinten  (ilied 
al)l)richt,  kein  Itest  übrig  bleiben,  d.  h.  die  Bedingungen  datiii-,  dafs  die  den 

A^yniptotenrii'htunpen  ±  j^c/  parallelen  Schnenscharen  zugeordnete  Durch- 
messer haben,  sind  dieselben  wie  bei  Ötirling,  nämlich 


h 

c  — 

oder 


4ac  —  6*  ±  c]/a  —  0 

imd  stehm  mit  e  —  0  in  dem  ang^ebenen  Abhlmgigkeitsverlklltnis. 

IMUer  Beioeia:-  Das  Aggregat  der  Glieder  höchster  Dimension  von  (l) 

xy*  —  ojp*  —  0 

giebt  die  drei  Asjmptotenriehtimgen 

ir  =  0       y— yo-«  =  0       y+l/ö»a?  —  0. 

lietiachtet  man  nur  den  zweiten  Fall,  so  lautet  die  Gleichung  der  Asymptote 

wo  h  eine  nodi  zu  bestimmende  Konstante  ist,  nnd  die  Schnittpunkte  dieser 
Asymptote  mit  der  geg.  Kurve  (l)  ergeben  sich  aus 

.«(aa;»+  2kyä'X  +  k*)  +  e(l/ä  •  »  4:  *)  -  a««  +  6a;*  -f  d 

oder 

(2)  0  •  jc»  +  {2l-ya  -  h)x*  +  (Jf^     eyä  -  c) X  +  ek  —  d  ^  0. 

Da  die  Asymptote  die  Kurve  im  Uncndlirhen  berührt,  so  liegen  zwei 
Schnittpunkte  im  Unendlichen,  d.  h.  es  müssen  zwei  Werte  von  x  au§  (^2) 
unendlich  werden;  aufser  dem  Koeffizienten  von  verschwindet  also  auch 
de^enige  von  x\  daher 

(3)  2*Va-l>-0 
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und  soll  der  anendlidi  fiarae  Bcrtthrungspiuikt  sogar  Wendepunkt  sein,  so 
mnfs  mdi  noeh  der 'dritte  Sohnittpunkt  ins  ünendlidie  fsUen,  somit 

(4)  •  A-^  +  c]/fi-c  =  ü. 

Ans  (3)  ergiebt  rioh  die  Konstante  k  und  die  Asymptote. 

ist  somit  Wendeasymptote  unter  der  Bedingnng  des  Yersohwindens  des  k- 
Eliminate  ans. (3)  nnd  (4): 

—  -f  c  ya  —  f:  =  0  u.  8.  w. 

B.  Mittelpunkte. 

30.  Als  >rittelpunkt  einer  Kurve  definiert  De  Gua  erstmals  allgemein 
(lenjenijfen  l'unkt,  der  sämtliche  die  Kurve  schneidenden  Strahlen  seines 
Hiischels.  die  sog.  Durehmüsser,  so  teilt,  dals  die  einzelnen  von  ihm  aus 
bis  /u  den  Schnittpunkten  gemessenen  Abschnitte  jedes  Durchmessers  nach 
Itenlen  Seiten  hin  gleii  h  sind,  dafs  also  in  Bezug  aot'  ihn  sämtliche  Kurven- 
Schnittpunkte  symmetrisrh  Heiden. 

Macht  man  den  gesuchten  Mittelpunkt  [p,  q)  /um  Nullpunkt  des 
Koordinatensystems  und  nimmt  m;in  die  neue  Ordiuatenaxe  U  drehbar,^  so 
lauten  die  Transtormationügleichungen  (vgl.  Fig.  l) 

nnd  die  Schnittpunkte  .der  U-ks»  mit  der  geg.  Kurve 

(1)  /-(^.y)-© 

ergeben  sich  fOr  £  «  0  gemäfs  Abschnitt  (18)  aus 

(2)  <P  («)  -  f(p.,)+-,  «+  },(?il«'+»ätX»»'+«iC'»')    +  •  • 

WD  SB  Stelle  von  x  und-  y  in  den  Diflßarentialen  die  Werte  p  und  q  zu 
setzen  sind.  Soll  nun  die  U - Axe  Durehmesser  sein,,  so  mu&  die  Schnitt- 
punkts(^eichung,  da  alsdann  die  S(^mittpunkte  zum  Mittelpunkte  bezw.  Ur- 
sprung paarweise  qrnunetrisoh  liegen,  die  Form  haben  entweder 

[^•6)    (M-  -  n  )  [u^  -  h)  («'  -  c)  •  •  • :-     +  Am* -  H       -  ♦  4- +  A'  -  0,  . 

od«r,  wenn  die  Kurve  durch  den  Ursprung  selbst  geht, 

(4)  «  (w*  -  a)  (ii»  -  h)  («*  -  r) . . .  "  tt*  H-  A»l*- »  +  Btt*-*  +  +  Z.M- 0, 

wo  /■  eine  gerade,  k  eine  ungerade  Zahl  ist;  hieraus  lolgt,  wegen  der  Iden- 
tität der  Gleichungen  (3)  und  [\)  mit  Gleichung  (2),  duls  tür  KuiTeu 


4t> 
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gerader  Ordnung  alle  ungeraden  DiflSarentiale,  für  Knmn  ungerader  Ord- 
nung alle  gtraden  Differeatiale,  im  leteteren  Falle  «uudüiefilidh  der  Kmreii- 
fßmeknng  selVst^  Tenohwinden  mttsaen  und  zwar  mflaeeii,  da  die  Sduiiti- 
pmüdsgleiehung  in  ti  für  alle  beliebigen  DordunesBer,  also  alle  beliebigen 
m  und  »  Geltung  hat,  jene  Diflforentiale  sogar  identudi  yendiwindflii,  d.  L. 
alle  mit  m  und  n  behafteten  Teime  derselben  m.  a.  W.  sKmtliehe  partielle 
DÜforentialqttotienten  jedes  Differentials  sind  gleidi  Null  su  setsen. 

Beceiidmet  man  daher  den  gesnehten  Ifittelpimkt  mit  (x,  jr)  statt  mit 
(jPf  g),  so  bestimmt  sich  derselbe  nebet  den  mgehOiigen  Bedingungen  seiner 


Existenz,  aus 


ifx  ' 


cx"  *  ox     Oy  dy 

wenn  die  Kurve  Ton  gerader  Ordnung  ist  und,  wenn  dieselbe  vtm  ungerader 
Ordnnng  ist,  aus: 

l\x,  y)  -  U, 

ci^  dir 

0, 

  ^-a 

Beispiele. 

8L  JEM«  Beispid:  Der  Kreis»  Da  die  Gleiehnng  fOr  den  Kreis  nnr 
bis  zum  zweiten  Grad  ansteigt,  so  erhllt  man  nur  zwei  Bestimmnngs- 
gleichnngen  fttr  x  und  y,  also  keine  Bedingung,  d.  h.  der  Kreis  hat  stets 
einen  Mittelpunkt.   Lautet  die  Kreisgleichung: 

(1)  fix,  y)  =     4-  y*  -  2ff«  -  2f*y  +  c  =  0, 
80  ist 

(2)  |f-2«-2«^0, 


dx* 

=  0, 

^"^  «  0 
^x^y  ' 

-0. 

"'^  -0 

dx*dy  ' 

dx*cy* 

-0, 

dx 

(8)  |f«2sf-2&-0. 


Digitized  by  Google 


Allgemeine  analytische  Theorie  der  algebraischra  Kurvmi.  47 

somit  ans  (2)  und  (3)  « a,  y  6 

die  Koordinaten  des  Mittelpunkts. 

32»  ZweUea  Beug^:  Die  lUffelsdmtte,  Die  «Ugemeiiie  Gleiehimg  der- 
selben sei 

/•(«,  y)  -  aaf«  +  hxff  +  cy"  +  dar  +     +  f  -  0, 
dann  ergeben  sieb  die  Koordinaten  des  Mittelpunkts  aus: 

|^-2aa;  +  6y  +  d-0, 
=  2cy+ 

bd  —  ige 

d.  h.  mit  Ausnahme  der  Parabel,  für  welche  4  ae  — =  der  Mittel- 
punkt also  ins  Unendliche  fällt,  haben  sämtliche  Kegelschnitte  einen  end- 
lichen Mittelpunkt. 

33.  Drittes  Beispiel:  Vir  Kurven  dritter  Ordnumf  mit  drei  Paaren 
hyperboiiscJier  Zweige.  Ihre  Gleichung  läfst  sich  durch  bestimmte  Annahme 
des  £oordinatens;7stems  (ygL  107)  auf  die  Form  bringen: 

as  jf*  +  ey  —  «as*  +  da?*  +  ca?  +  <l, 

woraus 

=  y*  -  Sfl«*  -  26»  -  c, 

cj 

—  =»  3a;y  —  €, 
so  lauten  die  Bedingungsgleichungen  für  den  Mittelpunkt: 

(1)  fi^fi)  —  «y*  +  «y  —  ««•  —  6«*  —  <•«  —  —  0, 

(2)  »  3«^  +  6  «  0, 

(4)  a;;^=-*-o. 

Die  Werte  (3)  und  (4)  in  (2)  und  (1)  eingeeetst  ergeben: 

als  die  beiden  Bedingungen  für  die  Existenz  eiiips  ^Slittclpunkt-s,  der  zugleich 
ein  Punkt  der  Kurve  und  Ursprung  des  Koordinatensystems  ist. 
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34.  Viertes  Beispiel:  Die  Knssimide.   Die  Gleioliiiiig  denelben  Uatet 

fix,  y)  -  (x«  +  y«)»  -  2M(«"  -  y')  +  2««ft»  -  a«  -  0, 
soiuit  sind  die  Bediugtmgsgleicbungeii  für  den  Mittelpunkt 

(1)  Ii = ** + «»*  -  **»  -  »• 

(»)  f^-*»»+>'  +  »'»-o, 

(»)  |!f.-«-o. 

(6)  f,^"y-"- 

Aus  sämtlichen  sochs  (ilcithungen  ergiebt  sich  a:  —  0,  jf  0  ohne  weitere 
Bedingung,  d.  h.  die  Kasainoide  hat  stets  den  Ursprung  zum  Mittelpunkt. 


Asymptoten. 
L  Asymptoten  parallel  den  Axen. 

35.  Onliu  t  man  tlif  (Jleichuug  der  Kurve  /  Uf .  f/)  =^  0  nach  Poteiizi-ii 
der  einen  VerUnderliilien,  etwa  nach  y,  und  fehlt  hiebei  das  höchste  Glied, 
hat  also  die  Gleichung  die  Form 

so  ist  jedenfalls  eine  Wurzel  y  —  OJ  ^  wololios  x  man  auch  nehmen  mag, 
d.  h.  die  KuiTe  hat  in  der  Richtung  der  }'-Axe  einen  hyperbolischen 
Punkt  mit  der  Asymptote  ^  .  ' 

(2)  a;-C, 

wo  C  eine  noeh  zu  bestimmende  Konstante  ist  Da  diese  Gerade  die  Kurve 
in  xwei  znsammen&Uenden  nneudlich  fernen  Punkten  sdmeidet,  so  muTs 
in  der  Scfanitlpunktsgleichung 

(8)    /     3/)  =  0  •  y-  +  (aCr  +  fc)!/- »  +  -  0, 

auch  noch  der  &>6fBzient  der  sweittiöchsten  Potenx  Tersehwinden,  somit 

und  daher  gemSfii  (2)  . 

(2a)  air  +  6  — 0, 
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die  Gleichung  der  Äflymptote.  Setzt  man  diese  Betrachtangen  fort,  so  folgt 
(Uaages  pg.  34)  der 

Sate:  Fehlen  in  der  naeh  fidlenden  Potenzen  von  x  besw.  p  geordneten 
Kmrengleichiing  ein  oder  mehrere  Anfiuigsgiieder,  so  giebt  der  Koeffizient 
der  ersten  nidit  verschwindenden  Potenz  von  x  bezw.  y  als  Gleichung  auf- 
gefiiTst  die  zur  Abecissen-  bezw.  Ordinatenaxe  parallelen  Asymptoten. 

ha  analytischen  Dreieck  ist  diese  Gleichung  dargestellt  durch  eine  zu 
den  Banden  parallele  Bestimmungsgerade. 

36.  Im  Anschlufs  an  obige  Betra»  htun^'cu  «'i-w'ühnt  De  <iua  ilio  M")g- 
lichkeiten,  dals  eine  Wur/ol  ./■  ^-  a  des  glea  h  Null  gescf  ztou  Koottizieiiten 
der  ersten  nirlit  veirschwindciitlfii  l'otvii/  von  //  /ii/^rU'ith  rine  Wurzel  der 
Koeffizienten  der  nüthst  folgenden  Potenzen  ist,  und  untersucht  hier  zwei 
Fälle: 

a)  Diese  Wurzel  sei  eine  Wurzel  sünitliL-licr  fulj^'cudcr  Koeffizienten 
einschliefslieh  des  letzten  Terms,  dann  erniedrigt  sicli  nach  Division  mit 
X  —  «  die  Ordnung  dfr  Kurve  um  einen  Gi'ad,  die  Gerade  x  ~  a  —  0  bildet 
also  einen  Bestandteil  der  Kurve. 

bl  Diese  Wurzel  sei  nur  eine  Wur/.el  des  letzten  Terms,  dann  zeigt 
sich,  dafs  nach  Division  der  (ileiehung  mit  x  —  a  der  letzte  Term,  der  das 
Produkt  silmtliclier  Wurzeln  //  darstidlt,  «'ndlicli  wird,  obwohl  docli  fiir 
X  =  a   eine   dit'ser  Wurzeln  //  ist.     Hieraus  schliefst  De  (Jua.  dafs 

eine  zweite  Wurzel  if  unendlich  klein  werden  mufs,  d.  h.  dafs  die  KurM-  die 
Abscissenaxe  im  Punkt  x  =  a  schneidet,  eine  Folgerung,  die  sich  aus  der 
Gestalt  der  Gleichung 

(»— +  +  Jfc(«  -         + . . .  +  Ä)  -  0, 

die  sich  fSr  «  —  a     0  reduziert  auf 

unmittelbar  ei^ebt,  da  sich  alsdann  der  Faktor  y 0  aussdieiden  Iftfst 
(üsages  pg.  37). 

37.  Femer  zieht  De  Gua  unter  der  y<Mrau86etzung,  dafs  der  Grad  der 
Yariabeltt  des  ersten  nicht  verschwindenden  Koeffizienten  der  nach  fallenden 
Potenzen  der  andern  Variabein  geordneten  Gleichung  denjenigen  der  zu- 
gehörigen Potenz  zum  Grad  der  Gleichung  ergänzt,  dab  also  dieser  Koeffi- 
zient bis  zum  hOdist  mdglichen  Grad  ansteigt,  die  Folgerung,  dafs,  wenn 
eine  ungerade  Anzahl  der  ersten  Potenzen  fehlt,  die  Kurve  mindestens  eine 
einer  Koordinatmaze  parallele  Asymptote  besitzt,  da  in  diesem  Fall  jenw 
erste  Koeffizient  eine  Gleichung  ungeraden  Grads  liefert,  also  jedenfalls  eine 
reelle  Wurzel  besitzt. 

S*n«rb«ek»  Qu»  d»  UtAv:  4 
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Je  nachdem  in  diesen  Koeffizienten  selbst  wieder  Glieder  fehlen,  können 
weitere  Besonderheiten  eintreten.  Beschränkt  man  die  Betrachtungen  sm- 
nttohst  auf  die  allgemeine  Gleichung  dritten  Grads 

a+  bjf     cx  +  ey-  +  fxy  +  gs?  +  /ly'  +        +  kx-y  +  Ix*  =  0, 

in  welcher,  nadi  Potenxen  von  y  geordnet,  die  bSohste  Potenz  fehlen  möge, 
so  dafs  die  Oleichting  lautet 

(!)         (t*  +  «) +       +  /•»  +  6) y  +  (l«»  +      +  c«  -1-  a)  -  0, 

80  folgt 

a)  für  e  =  0  aus  ix     e  =  0  die  Ordinatenaxe  r  -=  0  als  Asymptote, 

b)  für  e  »  0,  t  «  0,  2»  =  0  9m  ka?     fx  ^  x(kx  +  /*)     0  wieder 

f 

die  Ordinatenaxe  als  Asymptote  nebst  der  Parallelen  x^m—  ^  ;  ist  anber- 

dem  noch  f  =  0,  so  ist  die  Ordinatenaxe  doppelte  Asymptote  u.  s,  w. 

c)  fflr  i  —  t>  aus  dem  ergänzten  Koefti/ienten  0  ■  x  -\-  r  —  0  die  un- 
endlich ferne  (Jerade  r  =^  ^  als  Asymptote.  Du  für  den  Wert  die 
niederen  Potenzen  von  x  gegen  dir  höheren  vernachlässigt  werden  dürfen, 
SO  berechnet  sich  das  zugehörige  uncudliche  y  aus 


zu  ü  =  „  


—  hx^-ka-' 


—  — 


ie  e 


d.  h.  y  wird  yon  höherer  Ordnung  oo  als  d?,  die  Kurve  nShert  sidi  also  in 
der  Richtung  der  Ordinatenaxe  den  beiden  parabolischen  Ästen 

(2)  »--T*"' 

ein  Ergebnis,  das  somit  ohne  Zuhilfenahme  des  algebraischen  Dreiecks  ab- 
geleitet ist.  Noch  auf  andere  Weise  gelangt  De  Gua  zur  selben  Schluis- 
folgemng.    Da  die  Sunune  der  Wurzeln 

(3)  yi  +  yt«  I-«» 

80  ist  jedenfalls  eme  der  beiden  Wurzeln  unendlich  von  der  zweiten  Ord- 
nung; die  zweite  Wurzel,  die  sich  aus 
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7A\ 


berechnet,  ist  alsdaim 


entweder  einfach  unendlich 
oder  endlich 


j  dtr  ganze  dritte  Ten», 


oder  i«* 

oder  onendlich  Udn  L  Ordnuiur  '   ,      ,  oder  la^  + 

dem 

oder  nnendlieh  klein  II.  Ordnung  !  oder  la^  -|-  fl^  +  cx 

fehlt.  Es  wird  also  für  x  —  'X)  keines  dor  beiden  1/  von  höherem  Grad  OO 
als  vom  zweiten,  gleicligiltig.  oli  die  Koeffizienten  /",  b.  l.  f/ .  c  in  der  Glei- 
chung vorhanden  .sind  oder  nicht,  und  (."})  geht  für  diese  imendlich  groCien 
Werte  der  Koordinaten  über  in  die  Gleichung 

welch«  die  konisoh  parabolisdie  Annihening  ansdrflckt 

d)  für  t  >•  0,    »  0  wieder       00  nnd  die  Summe  der  Wnnseln 

u  4-1,  «-6l±J: 

unendlich,  endlich  oder  null,  je  luu  luiem  die  Koeffizienten  /'  und  h  in  der 
Gleichung  vorlianden  sind  oder  nicht,  eine  Möglichkeit,  die  nur  bestehen 
kann,  wenn  beide  Wurzeln  if  unendlich  grols  werden  mit  entgegengesetztem 
Vorzeichen}  dann  ergiebt  sich  aus  dem  Produkt  der  Wurzein 

,  ,  ,  l«»-f^«"+c«-|-oi 
(4a;  y^y^  -^^—f-  — ^ 

dafs  —     =  00'    oder       —  —  oti ' 

und  dab  somit  gemftls  (4a),  gleidigUtig  ob  die  Glieder  mit  f,h,g,e,a  in 
der  Gleichung  vorbanden  sind  oder  nicht,  die  zweite  kubiscbe  Parabel 

(6)  9>  

die  Annäherung  in  den  unendlich  fernen  Punkten  der  Ordinatenaxe  giebt. 
In  diesen  Ausfahrungen  zeigt  De  Gua  seine  Meisterschaft  in  der  Ana- 

lysis  des  Descartes,  die  ihm  die  Anwendung  des  algebraischen  Dreiecks  ent- 
behrlich macht  und  zugleich  einen  tieferen  Einblick  in  die  Gründe  für  die 
sonst  rein  mechauische  Handhabung  desselben  gewUhrt, 
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m 


n.  Asymptoten  in  beliebiger  Bichtung  —  • 

38.  Geht  man  mittels  der  Transtonnation  (Fig.  38) 

vom  reohtwinUigen  anf  das  sohiefirinklige  EoorclixiatensjBtaai  mit  drahbam* 
U'Axe  Uber  und  aetat  t^O,  also 


X  —  nu. 


wobei  m  und  n  dnndi  dio  Beriebnng 

w"^  +      ==  1 

verknüpft,  sonst  aber  beliebig  sind,  so  erhält  man  die  Schnittpunkte 
der  Kurve 

(1)  fM'-'a-h(hp+cx)-^(e!f'+fxy-\-gi:i»)  +  1 V  +  Ä^'y+l»»)  + • 
mit  sämtlichen  Starablen  durch  den  ürqnrung  ans  der  transformierten  Qleichuig 

(2)  <p  (m)  =  «  +  (i"»  +  fff)  w  4-        +        +  fffi') 

Soll  daher  ein  solcher  Strahl  durch  den  Ursprung  die  Kurve  in  einem  nn> 
endlich  fernen  Punkt  treffen,  d.  Ii.  einer  Asymptote  parallel  sein,  so  moTs, 

damit  eine  Wursel  ii »  oo  wird,  der  RoefK- 
zient  der  höchsten  Potenz  von  u  in  (2) 
verschwinden;  dieser  Koeffisient  ist  ab«- 
mit  dem  Aggregat  der  Glieder  höchster 
Dimension  der  geg.  Qleidiung  (1)  iden- 
tisch, wenn  in  (2)  an  Stelle  von  m  und 
f»  die  Werte  y  und  x  gesetit  werden, 

^J^fZj  somit 

Satz:  Das  gleich  Null  gesetzte  A^;re- 
gät  der  Glieder  höchster  Dimension  einer 

K«y.  »t»  Ordmuig  gi.U  die  «Ai7mptot«>ricl>tD>>g«. 

39.  Die  Lage  d«r  Asymptoten  selbst  bestimmt  De  (lua  nicht:  ilagegeu 
beschäfti^'t  ihn  die  Untersuilimis;  des  von  den  Afit^reijaten  der  (ilieder  der 
höheren  Dimensionen  abhängigen  Verlialtens  der  unendlich  fernen  Kurven- 
äste, wenn  diese  Ag.Lnet,'at4'  als  (ileiihungeu  in      autgefafst,  mehrfache  und 

gemeinsame  Wurzeln  haben.  Zu  diesem  Zweck  transformiert  er  die  all- 
gemeine Gleichung 

(I)   /•(^r,?/)-/;(ar,jf)-|-/;_i(a;,y)  +  /;.äi(a?.y)  +  --    +/;(«.!f)  +  a-6 
der  vorliegenden  Kurve,  die  von  der  rten  Ordnung  sein  mOge  (die  Indiees 
bezeichnen  die  Dimensionen  der  einzelnen  Aggregate)  so,  dafs  die  ürspinings- 


Fiff.  88. 
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gerade,  die  durch  eine  solche  gemeinschaftliche  bezw.  mehrfache  Wnnel 

—  ((   ilargf'stt^llt   ist,   Ordiuatenaxe    -  ^  0   wird,   führt   aber  die  Trans- 

forniHtion  selbst  ni(  ht  durch,  sondern  giebt  nur  die  jeweilige  Gestalt  der 
transformierten  (Jleichung 

(n)  -♦r(if,i»)  +  ^,_i(jf,t#)-h^^„,(^,i»)  +  ---  +*i(je,«)H-a-0 

ftkr  die  einaeliien  FSlle  an,  was  Ar  die  Beurteilimg  des  Yerlanfs  der  Kurve 
in  den  unendlich  fernen  Ponkten  der  KT-Axe,  d.  h.  der  ürspnugsgeraden 

—  =  u  vollständig  ausreicht.    Man  hat  folgende  drei  Möglichkeiten: 

A,  Emfaeht  gemeinschaßlkhe  Wuredn  (Usages  pg.  166). 

40.  Die  einftdisten  Fttlle  and:  Eine  gemeinsebaftliche  Wnrxel  der 
Aggregate 

•)      y)  -  Ol  /r-i  («'  y)  -  0, 

dann  hat  die  transformierte  Gleichung  (II),  wenn  der  EinfiMhheit  halber 
alle  KoefBzienten  gleich  1  geaetst  werden,  die  Form 

0  —  (uT-^  .  r  +  M»-'  •     -I-  \-)^)  +  (W-»  r  +  hi^'^) 

und  giebt  für  die  gemeinschaftliehe  Wurzel  z  ^  0  der  beiden  höchsten 
Aggregate  eine  Gleichung  vom  (r  —  2)ten  Grad  in  ti,  also  mit  zwei  Wurzeln 
«  S8  <x>,  die  Ordinatenaze  ist  somit  selbst  Asymptote,  daher  auf  (I)  flber^ 
tragen. 

SaU:  Ist  ^'  ~  ff        gemeinschaftliche  Wurzel  der  beiden  hOdisten 

Aggregate  =^  0  und        (jJ,  j^)     0,  so  ist      —  o  die  Gleichung 

der  Asymptote  selbst. 

Zugleich  ergiebt  hiermit  in  Übereinstimmung  das  analytische  Dreieck, 
auf  die  Bande  ohne  u  gelegt,  dafs  die  transformierte  Gleichung  (II)  fEür 
sehr  kleine  Werte  yon  z  und  sehr  grofse  Ton  u  sioh  reduziert  auf 

«^-'•^-l-ii^-*  — 0    oder  »if+1—0, 

d.  h.  dafe  die  unsndlich  fernen  Aste  der  Kurve  (I)  sich  nach  Arb  der 
konischen  Hyperbel  der  Asymptote  nShem. 

b)  fjr.  tf)  =  0,  /;_!  (j-.  !f)  -  ().  /;_.C.r. »/)  =  0. 
dann  erhält  man  aus  (IL),  das  für  diesen  Fall  die  Form  hat 

0  -  (tt^-»ir  +  . .  -f  ä')  +  {ur-*£  +  "  +  Jf'^)  +  («'■-»  ■  jr  +  •  •  +  «'-•) 

+  tf-*g  H  h  ff'*)  +  •.+«, 

für  r  =  0  eine  (ili  iriniug  (r  3  itcii  (rrads  in  n ,  also  mit  drei  \Vur/«'lu 
II  =  oc  d.  h.  die  Ordinatenaxe  oder,  auf  (1)  übertragen,  die  Ursprungs- 
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gerade  ^  =  a  ist  Wendeasjmptote.  Hieraiit  wieder  in  (!T3Preinhtiminung 
folgt  nach  dem  analytischen  Dreieck  aus  der  redii/.ierten  Gleichung  (H) 

«r-^z-^u'-^  =^0   oder   u"jr  +  1  -  0, 
dafo  die  geg.  Karre  sich  ihrer  Asymptote  —  «•  a  in  derselben  Weise  nihert, 

wie  es  die  knbisdie  Hypeibel  bexflglich  ihrer  Ordinatenaxe  tirat 

Setzt  man  diese  Betraehtnngen  fort,  so  folgt  der  allgemeine 

y 

Satz:  Ist  —  =  a  eine  einlache  gemeinschaftliche  Wurzel  einer  geraden 

besw.  ungeraden  Anzahl  sich  folgender  höchster  Aggregate,  so  ist  tc 

die  Gleichung  der  Asymptote  selbst  und  der  unendlich  foxne  Punkt  der- 
selben TerhBlt  nch  wie  ein  gewOhnlidier  besw.  wie  ein  Wendepunkt,  d.  h. 
die  Annäherung  der  Kurve  an  die  Asymptote  erfolgt  naeh  Art  der  konischen 
besw.  kubischen  Hyperbel. 

B.  Mehrfndii  Wtirzdn. 

41.  Eiutachste  Fälle:  Es  habe 

a)  fr{p$ti)  ~  0  eine  Doppelwurzel, 
dann  seigt  sich,  weiu  die  tEansfonnierte  Oleichung  (II),  die  im  Toriiegenden 
Fall  die  Form  hat 

0— («r-». +   + ^^)  +  (f<'-»+ir-«. ff  ^  +rt 

auf  das  analytische  Dreieck  t'tdt'gt  wird,  dais  l»('/üplith  heider  IJande  keine 
untere  Jiestininiungsgerade  auftritt,  dafs  somit  für  n  —  oo  auch  g  ^  oo 
wird.    Für  diese  heideu  Extreme  reduziert  sich  (II)  auf 

d.  h.  die  geg.  Kunre  strebt  dem  unendlich  fernen  Punkt  der  Geraden  « 
nach  Art  der  konischen  Parabel  sn. 

^)  fr     y)  =  ^        dreifache  Wurzel, 

daher  die  transformierte  Gleichung  (II) 

und  somit  die  Nftherungskurve 

d.  h.  die  geg.  Kurve  verlauft  nach  dem  unendlich  fernen  Punkt  der  Geraden 
-    «  a  wie  die  uueudlich  forneu  Aste  der  zweiten  kubischen  ParabeL 

X 

c)  ff,(x»p)^0  eine  vierfibohe  Wurzel 
giebt  als  Niherungskurve  die  Spitzpunktsparabel 

i<'-*-f^  +  M'-'  — 0    oder       +  0. 
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d)  f^{x,  y)  «-  0  eine  fliiifliMlie  Wurael 
giebt  als  Nlhemngaknrve  die  Bttddcehispitipftnbel 

ii^"*'«*  +  tir-*  — 0    oder    «■  +  «i*  —  0  u.  s.  f. 

Man  erhält  somit  in  sämtlichen  Füllen  eine  parabolische  Annähening,  daher 
Satz:  Ist  ^  «  a  eine  mehrfache  Wurzel  des  höchsten  Aggregats,  so 

hat  die  Enire  in  der  lUebtung  ^  «  stets  einen  parabolischen  Verlauf 
und  zwar  nach  Art  der  konischen  bezw.  zweiten  kubischen  Puiubel,  je  nach- 
dem ff  eine  gerade  bezw.  ungerade  mehrfache  Wurael  ist. 

C.  MeJirfache  yemeimdtaftlicJie  M'urzeln. 

42.  Die  wichtigsten  FftUe  sind,  dals     »  a  als  Wurzel  auftritt  bei: 
a)  /;(«,  y)  -  0  doppelt,       («,  y)  -  0  einfach, 
(U)  0  -  («^-*      +     r^)  +  («r-* .  IT«  -f  + 

+  («••-2  -I  ^  -     ,  4-  y  a, 

dann  gieht  das  analytische  Dreieck,  auf  die  Bande  ohne  u  gelegt,  die  zu 
dieser  parallele  Bestimmuugsgerade 

(m)  0  —  ti^-*-iP*  +  tt^-^. *  +  oder   **4-«4-l  =  <), 

d.  h.  zwei  zur  Ordinatenaxe  s  —  O^  also  zur  Ursprungsgenden  —  —  a 

panUele  Asymptoten,  die  wegm  des  konstanten  Glieds  in  (III)  nicht  durch 
den  Ursprung  gehen,  obwohl  a  eine  Wurzel  der  beiden  höchsten  Aggregate 
ist  (vgl.  40).  Je  nach  der  Beschaffenheit  der  beiden,  Ton  den  in  (III)  nicht 
geschriebenMi  EoelBzimten  (yf^  40)  abhängigen  Wurzeln  sind  diese  Asymp- 
toten reell  und  getrennt^  reell  und  zusanunenfellend  oder  imaginftr  kon* 
jugiert  (vgl.  45,  c  Fig.  48  und  44). 

b")  fr(^- y)  =  0  doppelt,  t'r-\ V)  ^  0,  fr.i{^> .»/)  —  0  einfsch, 
(Uj   0-(i4^------i---  +  -^OH-(.»'''"'-'^H--'  +  *'^''')  +  K''-'^  +  --  +  '^~') 

(Ha)  0-(*»  +  *)«"-*  +  (*»  +  «*  +   +  l)«»--»  +  ...  +  a, 

d.  h.  gem&lh  (85)  zwei  parallele  Asymptoten:        «  —  0,  die  eine  «  »  0 

oder  ^  ^»  durch  den  Ursprung.    Ihr  nfthert  sich  die  Kurve  gemftb  dem 

analytischen  Dreieck  na»  Ii  Art  der  konischen  Hyperbel 
(HI)  /r  -  -  •  -  -f  u«"-  '      ()    oder    uz  +1=0. 

c)         y)  -  Ol  fr^i  («'  V)  -  0  doppelt,        (x,  y)  =  0  einfach, 

(n)  o-(iir-».^+. .+«')+(«•'-».**+. .+s'-^)+(i«^-»-* 

+  («^-*  + •• +  «'-»)  +  ••• 
(Ha)  O-^p^.Ä'-'  +  C.-^  +  r +  *  +  1)«'-»  +  +  a, 
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cL  h.  eine  doppelt  zn  zShleiide  Asymptote  ^  ^  tt  dnrcb  den  ürspnin^r  tmd 

asymptotische  Annäherung  der  Kurve  an  dieselbe  in  der  Art  wie  bezüglich 
ihrer  Ordinatenaxe  die  kubische  Hyperbel 

(in)  w^-V  +  tt'-'-ü    oder   «xr«  +  1  =  0. 

^)        y)  -  0,       («,  sf)  -  0  doppelt, 

fr-i        =  0,  /;_  3  (x,  y)  =  0  einfiikch. 

womns  für  #  «-  0  eine  Oleiohimg  (r  —  4)ten  Grads  in      also  vier  Wnneln 

it «—  (X)  und  somit      =  «  selbst  Ajqrmptote  mit  der  Auuäliening 

(m)  u'"-«.«*+«^-».jt+tt-*-.o 

oder 

mV  +  »#+  1— 0 

oder 

/  d.  h.  nach  Art  der  konischen  Hy> 
/  perbel  mit  Boppellsten,  die  dnrcfa 
/    die  Asymptote  nicht  getrennt  oder 
/     getrennt  sind  (Fig.  39  ond  40), 
je  nachdem  C^  und  0^  gleiches 
Wf.  SP.  Fii.  Fig.  41.         entgegengesetztes  Yoneichen 

haben;  sind  0^  und  imaginSr 
konjugiert,  so  ist  die  Asymptote  von  keinem  Zweige  b^leitet. 

e)  fri^.  2/)  =  0,  /;_,  (a;.  y)  =  0  doppelt, 

fr^ti^'V)  =  ^,  /r-3(-^-  y)  =  0,  fr.t{x,y)  =  0  einlach, 

(H)  0  =  .  .  +       +  (^-t  .  .  ^  ^-1) 

4- *  +  («'■-*+...  +        4-  ... 

somit  Annäherung  au  die  Asymptote  ^  =  «  sowohl  (Fig.  41)  nach  Art 
der  konischen  Hyperbel 

(m)  vr-^e^-^ur-^^g^O   oder   «z  +  l-O, 

als  kubischen  Hyperbel 

u»^-^  •  +  M»-' '  i"  —  0    oder  u*t  +  l  ^  0. 
0  /;(«*y)-0  dreifach,  /;_i(x,y)  =  0  einfach, 
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(II)  0  -  (tt^-"  .«»  +  ••  +  O  +  (ff-* .«  +  ...  +  iT-«) 

+  (u'-' +      +         +  ha. 

Die  Kurre  cntreokt  sieh  in  der  Bichtung  —     tt  nach  Art  der  konischen 

sc 

Parabel 

— 0   oder      +    — 0. 

Die  Kurre  beaitst  in  der  Bichfcnng  —  »  er  xwei  nnendlioh  ferne  Zweige 
wie  die  sweite  kubiaehe  Parabel 

(m)  tf*  •  r  +  «''-*      =  0    oder   tt*  +     —  0. 

—  ^  fÜnfiEftch,  /;_i(Ä,y)  =-  0  einfeush, 
(n)  0  -  («r-»  .  I*  +  . .  +  i*)  +  («r-» .  jr»  +  . .  + 

+  (tt^"*  +  ••  +  «*"■)  +  •••  +  a. 

Die  Kurve  besitzt  in  der  Eichtung  —  unendlich  ferne  Zweige 

wie  die  Spitaq»anlEtBparabel 

(m)  «r-*.if +  iir-*.jB*-0   oder   «»H-ir*  — 0. 

0         y)  ^     dreifach,        (x,         0  doppelt, 
(U)  0  -  (tt»-»  •  ^  +  ••  +  ;f^)  +  («'■-'  •      +      +  -5^-*) 

+  («'■"*  +  •••  + +  + 

Erste  kubische  Parabel 

(III)  iT-«  •    +  tr~' —  0   oder   «  +  jp*-iO. 

k)  /i.(-r,  i/)  "0  vierfach,  fr-i{j^  -  !f)  ="0  doppelt, 
(n)  0  =  (a*-*  •  ^  +  •  •  +      +  («'■-'  •     +  •  •  +  z'-*) 

+  («'■-'  + ••+^-')  +  -'  +  a, 
(in)  .  ^  _^  ^-a  .  ir»  +  «r-J  „  0 

oder 

H-  u«*  +  u«  -  0 

oder 

(e*  +     •  u)     +     • «;  =  0. 

Je  nachdem  C|  und       gleidies  oder  entgegengesetztes  VcHrzeichen 

haben,  besitzt  die  Kurve  in  der  Richtung  ~  ~  «  vier  Äste  nach  Art  zweier 

konischer  Parabeln,  die  sich  in  ihi'en  Öcheitelu  entweder  von  innen  oder 
von  aufseu  berühren. 
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0  frip>  y)  -  0  flliiffiwh,       (»,  y)  -  0  doppelt, 
(n)  0  =  {uT-* .    +     +      +  (w'- V  +  . .  +  ^-1) 

Die  unendlich  fernen  Aste  der  Kurve  yeiiaofen  in  der  Büditimg 
—  a  wie  diejenigen  der  zweiten  kubischen  Parahel 

(III)  «»•-».  «*  +  iir-«.js*  =  0    oder       +     =  0 

und  konischen  rarabel 

u'^-'-ä'  +  i*'-*  — 0    oder    u  +  it^'  — 0. 

/r(«»y)  — 0  drei&oh,  /;_i(«,y)-0,  /;_,(«, y)-0  einfiMh, 

(II)  0  =  + 

+  +  + 

(III)  Ktmisdie  Hyperbel 
tX  oder 

+  1  -  0 
und  konische  Parabel 

+  U'-*.;P  =  0 

oder 

II  +  ij»  0. 

Diestn    \'erlauf   der  unendlich 
fernen  Zwei^'t-  besitzt  z.  13.  die  Pa- 
rabel des  Descartes  (Fig.  42). 
n)         y)  =  ü  dreilach,  /r-i(**y)  =  0  doppelt,  fr^t{^,y)  =  0  eintiach, 

(n)  0 -(«r-». +    + *^  +  (uT-». ic» +  .  .  +  s^-») 

+  («^-»-«  + +       +  +  + 

(m)  f*»-« .   +  «'•-» .   +  II»-»  •  *  +  vT'*  -i  0 

oder 

+     +  f  4- 1  -  0. 

Die  Kurve  l)esitzt  somit  einen  unendlich  fernen  dreifachen  Punkt  init  di-ei 
zur  fiichtung  -  - » «  parallelen  Asymptoten,  von  denen  keine  durch  den 
Ursprung  geht. 

o)  /r  {«'  y)  -  0  dreifwh,  f^^^  (x,  y)  -  ü  doppelt, 
/r-i  (-^ '  y)  —  0     und  («,  sr)  —  0  ein£Mh, 
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oder  +  l)-0. 


Die  Kurve  besitast  drei  cor  Kehtung  paiaUde  Asymptoten, 

davon  die  t-inr  (lun  h  drii  Ursprung. 

P)  fri^'  y)  ^  ^*  dreifach,  f\._^  {x,  y)  =  0  doppelt,  —  0, 

/"r-t  (**  fr-4     y)  —  0  ein&Gh. 

Drei  parallele  Asymptoten: 
(ffla)  •  n»  +  »'•-»  •     +  «^"*  •  #  «  0 

oder 

+  l)-0, 

davon  die  eine  durch  den  Ursprung  mit  Annfthening  der  Karre  nach  Art 

der  konischen  Hyperbel 

(nib)  fr  +  M--»  =  0    oder    «jf  +  1  =  0. 

q)  /"r(*'  y)  =  0  dreifach,        (x,  y)  —  0,        (»,  i^)  —  Ü  doppelt, 
— 0  fiiii&Gh. 

Zwei  parallele  Asymptoten: 
(ma)  iir-».ji»  +  iir-».j«-0 

oder 

rV^+  1)  =  0, 

davon  die  eine      =  a  durch  den  Ursprung  doppelt  zu  rechnen  mit  An- 

näherung  nach  Art  ^r  kubischen  Hyperbel 

(mb)  ir-».f«  +  iir-*-o   oder  «ir*+l"-0. 

r)  /;  (ä,  y)  -  0  dreifach,      i  (a;,  y)  -  0,        («,  y)  «-  0  doppelt, 

/r- 3  (-f  •  y)  ^  0     ttnd     /;._4 (a:,  y)  =  0  einfach. 
Zwei  parallele  Asymptoten 

oder 

davon  die  eine  —  =>  o  durch  den  Ursprung  doppelt  an  rechnen  mit  der 
Annihenmg 

(rah)  II"-»  .  je»  -h  u^-  *  .  z  +  iT-»  «.  0 

oder 

a^'  •  z*  +  wjr  +  1  =  0 
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(i/z  +  coO/r  +  a)-o, 

(1.  h.  nach  Art  zwoit^r  in  donsplben  odov  in  verschiedenen  Quadranten  ver- 
ImitVnden  konisclien  Hyperbt^lii.  je  nachtleiu  und  Cj  gleiches  oder  ent- 
gegengesetztes Vur/pichcn  lialtcn  und  obue  Begleitung  von  Zweigen,  wenn 
Cj  und  C'g  imaginär  konjugiert  sind. 

»)  fr(^'y)  =      /r-i      y)  -  0  dreifach, 
(n)  0  -  («r-» +     +  ü^)  +  (m^-*  .    +  . .  -I- 

+  («— »  +  . .  -f.  ä'-«)  +  ...  +  «. 

Ente  kubische  Parabel 
(in)  «r-«  +  tir-».;e»-0   oder  «  +  «»-0. 

*)  /r  (*'  ti)  —     /'r-i     y)  -  0  dreifiwh,  /;_,  («,  y)  -  0  einfKsh. 

Drei  parallele  Asymptoten 
(III)  i**-»  •  ^»  +  u*--*  .  r  +  j/'--»  .  jr  -f  tt»--»  =  0 

oder  •  .    t  .      .  -  ^ 

davon  keine  dnroh  den  Ursprung. 

»)  /r(«'  y)  -  0,  /;_,  (i?,  y)  =  0  dreifach, 

/r-8     ff^  =     /r-  3  'Vi  ?/)     0  einfoch. 

Zwei  parallele  Asymptoten 

^^"^  ^(*+l)-0, 

davon  die  eine  doppelt  zu  zählende  durch  den  Ursprung  mit  Annäherung 
der  Kurve  nach  Art  der  konischen  Hyperbel 

i^lllb)  »r-'  •  r  +     -  •  =  0    oder         +  1  =  0.  ' 

▼)  fr(j^'  y)     0,  /;_ ,  («,  y)  -  0  dreifach,        (j?,  y)  «  0  doppelt, 

^r-i  (*»  y)  ^  ^  einfach. 

Die  Kurve  nfthert  sich  der  Asymptote  durch  den  Ursprung  in  der  Art 
wie  hezfi^di  ihrer  Ordinatenaxe  die  IL  biquadratische  Hypeibel 

(in)  fi"-«  •     +  ti'-*  =  0    oder    ««»  +  1  —  0. 

w)  /^{J>.if)  =  0,  f'r-iiJ^'If)  ^     drcifarh,  /^_|(a;,y)  =»0  doppelt, 

fr-zi^- ."^  =  0»  tr-4  i-^-  i/)  =  ^  einta(  Ii. 
Die  Annäherung  an  die  Asymptote  durch  den  Ursprung  ei-folgt  in  der- 
selben Art  wie  bezüglich  ihrer  Ordinatenaxe  die  konische  Hyperbel 
(Dia)  +        ♦  r  —  0   oder    i»*  +  1  —  0 

und  die  kubische  Hyperbel 

l^lllb)         M'-*-f*  +  «'-*-f  —  0    oder    uz^ +  l~0 
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fri^»  9)  -  0,  fr-i      y)  -  0  dwifiwh, 

/■r-t(^'y)-0,  /;_,(af,jf)-.0  doppelt. 

n.  biquadratische  Hyperbel 
(nl)  •     4-  "'■"^  =       oder    ux^  +  l  =  0. 

y)  /r(^«^'  i/)  =  0,         fj-,  y)  -  0  dreifach,  " 
/'r-i(*'y)-0,  /-^..(icy)  — 0  doppelt,  /;_4(«»y)*-0  einfach. 

Hyperbel  V.  Ordnimg  IL  Art 
(III)  ii'-».«»  +  «*'-*=-0   oder  »V+1-0. 

z)  friifV)  =  0  viprfat'h,  y)  —  0  dreifach, 

/r-2      y)     "  'l<»i»i>elt,   /|._3  (a*.  ;>/)  =^  0  einfach. 

Die  Kurve  besitzt  in  der  Bicbtung  —  a  a  einen  Tierfachen  Punkt  mit 
vier  parallelen  Asymptoten: 

(in)      II'-* .   +  iT-* .  if»  +      .    +  M'-*  •  e  +  t»»-*  -»  0 

oder 

**  +    +  if«  +  iC  +  1  =  0, 
von  welchen  keine  durch  don  Ursprung  g^^^it. 

zz)  fr{x,  y)  =  0   tüuttuch,         (j-,  //)  =  0  di-eifach, 

fr-t     y)     ö  doppelt,         (a?,     —  0  einfach. 
Die  Kurve  besitet  drei  parallele  Asymptoten,  davon  keine  durch  den 
Ursprung,  mit  byperbolisohen  Ästen: 

(ffla)  .  «*•-* .    +  •»'•-* .    +  II'-*  .  M  +  «»-*  -  0 

oder 

«»  +  «*  +  *-l-i-o, 

nebst  zwei  in  derselben  Bichtung  sich  erstreckenden  parabolischen  Zweigen: 
konische  Parabel 

(Illb)  uT-^  'Z^-^ur-^-J^='0    oder    m  +     =  0 

u.  8.  i. 

43.  In  diesen  Einzeluntersucbungen  findet  De  Gua  die  Bestfttigung  des 
allgemeinen,  von  ibn  aufgestellten  und  bewiesenen  Satzes,  dafs  in  Bezug 
auf  die  Lage  der  Äste  zur  Asymptote,  also  abgesehen  vom  Grad  der  Krflm- 
mung,  sBmtliche  algebraische  Kurven  nur  auf  sechs  verschiedene  Arten  (eine 
Zahl,  die  wegen  der  SchnabelspitKe  auf  acht  zu  erhöhen  ist)  den  unendlich 
fernen  PUnktMi  zustreben.  Nach  ihm  reduziert  sich  die  Gleichung  jeder 
algebraischen  Kurve  fflr  die  AnnSherung  an  die  unendlich  fernen  Punkte 
stets  auf  ein  Binom 

(1)  jr-^Ä:±", 
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eine  Annahme,  womit  De  Oua  denselben  Fehler  begeht  wie  bei  den  Sin- 
gularitftten  im  Ursprung  (vgl.  6)  und  infolge  deren  er  die  parabolische  und 
hyperbolische  Spitse  II.  Art  flbersieht;  die  Betrachtung  von  (l)  wgiebt  ihm 
Bowohl  für  positive  it  als  fOr  negative  d.  h.  ftlr  paraboliaolie  Zweige  sowohl 
wie  fttr  hyperbolische,  je  drei  Fälle,  je  nachdem  m  und  n  gerade  oder  un- 
gerade Zahlen  sind  (falls  m  und  i»  BmehpoteaseB  wirm,  sind  dnrdli  Poten- 
aerm  von  (l)  ganie  Zahlea  hersustellai),  nSmlich: 

Der  Verlauf  der  unendlich  fernen  Kurvenzweige  erfolgt  im  FaUe 

a)  m  und  n  positiv  nach  Art  der 

fBr  m  ungerade,  n  ungerade   L  kalnsohen  Parabel 

m  gerade,     n  ungerade   IL  kubischen  Parabel 

m  ungerade,  n  gerade    konischen  Parabel. 

b)  m  positiv,  «I  negativ 

für  m  ungerade,  n  ungerade  konischen  Hyperbel 

m  gerade,     n  ungerade  kubischen  Hyperbel  (Wendepunkt) 

m  ungwade,  n  gerade   kubischen  Hyperbel  (Bftekkehrpunkt). 

Der  Fall:  m  sowohl  als  n  gerade,  reduziert  sich  durch  Wurzelziehen 
auf  einen  der  übrigen  sechs  Fälle. 


Die  ABymptotenaohnittpunktBglaiohimg. 

44.  FQhrt  man  wegen  dar  Bedeutung  der  tnnsformterten  Gleichung 

(U)  iM>.'0  =  O, 

aus  deren  Oestalt  allein  (v^'l  olO  Gua  seine  interessanten  Ergebnisse 
über  die  unendlich  fernen  Punkte  ableitet,  die  Transformation  der  Gleichung 
der  vorliegenden  Kurve  rter  Ordnung 

(T)  f)  -  0 

wirklich  durrh  luul  zwar,  der  ATialo<_nt'  mit  den  ülingen  Aggi'egaten  wegen, 
nur  an  denjenigen  der  Glieder  höchster  Dimension,  schreibt  man  also 

(3)     /;(»,3f)-«ar  +  6af-^-y  +  cjB'-».jf»+  +  *y 

so  ist,  wenn  ^  ^  ^  Wurzel  dieses  Aggregats  ist,  ^-  —  a  ein  Faktor 

desselben,  soll  also  —  selbst  Faktw  werden,  entsprechend  dem  Yeriaageii, 

SC 

dafil  in  der  transformierten  Gleichung  (II)  ^ »  0  gemeinsduiftlic^er  oder 
mehrfacher  Faktor  der  höchsten  Aggregate  wird,  so  sind  die  Wurzeln  von 
(3)  um  ff  SU  vergröfsem;  man  hat  also  in  (3)  zu  setsea 
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d.  h.  an  Stelle  Ton  p  und  x  die  Werte  ux'  +  /  und  x\  womit  (3)  tlbw^ 
geht  in 

(Ha)  ««^yO-(«  +  6.^^t-^•  +  c.^^ 

-  a«  "+  6«         '+ cx'^\ax+        . .  +  ifc(o«  +  y  X 

wenn  statt  jr'  und  x*  die  Koordinaten  und  u  gesehxieben  werden.  Die 
Aggregate  (IIa)  erhält  man  aber  auch,  wenn  in  der  geg.  Gleichung  (I)  an 
Stelle  von  y  und  x  die  Werte  ax  +  3^  und  x'  gesetat  worden,  nnd  eraetst 
man  diese  Werte  selbst  wieder  durch      +  C  nnd      so  folgt 

(III)  if{e,u)^f\x,ax-i- 0), 

sobald  fttr  C  und  x  die  Koordinaten  #  und  u  antreten.   Nun  ist  aber 

(IV)  f{x,  a«  +  C)  -  0 

nichts  anderes  denn  die  Gleichung  der  Schnittpunkte  der  Kurve  (1)  mit  der 
zur  Richtung  a  parallelen  Asymptote 

(6)  . 
daher 

8atgi  Die  transformierte  Gleichung  ip(t,u)^0  ist  identisch  mit  der 
A^ymptotenschnitlpnnktsgleichang. 

Auf  Grand  dieses  Sataes  ist  es  sehr  einfiichf  die  von  De  Gua  nur  der 
Gestalt  nach  gegebenen  Gleichung  ^  (t, «)  —  0  auch  in  ihren  Koe£Bsienten 
zn  bereehnen.  Entwickelt  man  sn  diesem  Zweck  jedes  der  Aggregate  der 
Ai^ymptotenschnitlpunktsgleichiuig  (TV) 

f(x,  ax  +  C)  ^f^{jt.  ax  +  (?)+/;_,  (x,  «a;  +  C)  +  •  •  •  + 1\ (^«^  +  C'j  +  « 

nach  dem  Taylorschen  Satz,  so  folgt 

(IVa)  f(x.ax-^(f)~Ux,  «x)  +  ^,  ^  +  ^  .  0  +  . . . 

+  

und  sehreibt  man  gemftb  (3) 

/;  {x,  ttx)  =  x''  f,  («)  /;_!  (x,  ax)  -  af-» .  f^.i  (a)  u.  8.  w. 

-  \  y  •  /r(«)  • "       *     W  «•  «•  ^• 
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ordnet  ferner  die  Koeifizienteii  der  Potonaen  ron  x  in  Vertikalkoloim«:!,  so 
nimmt  (IV  a)  die  Form  an 

(V)  f(x,ax+C) 


c 


+  /r-lW  I 


H-^/*r-l  («) 

+/;..(«) 


identisch  mit  der  nach  Potenzen  von  u  geordnetoii  (iloichuug  t^(r,  «)  =  0, 
wenn  an  Stelle  von  C  und  X  die  Buchstaben  z  und  u  geschrielien  werden. 
Diese  (iloiclumtf  hat  dt-n  Vorteil,  dafs  sie  nicht  blofs  wie  (II)  die  Art  des 
unendlich  ttruen  Punkts,  sondern  die  von  der  Konstanten  C  abhängige 
Asymptote  dessel])on  selltst  zu  enuitteln  gestattet,  wie  folgt: 

Der  Voraussetzung  gcnülfs  ist  f].{cc)  =^  0,  d.  h.  eine  Wurzel  .r  =  rw, 
soll  also  ein  weiterer  Scluiittpunkt  der  (leraden  (ö)  mit  der  Kurve  ins  Un- 
endliche rücken,  so  nuifs  auch  der  Koeftizieut  der  zweithöchsten  i^tenz  von 
x  verschwiaden,  d.  h. 


n/;' («)+/;-.(«)-<> 


woraus 


^  7^ 


nnd  somit  die  Qleichung  der  Asymptote 

(7) 


Nadweia  der  IdenHtät  von  i^  (z.  u)  —  0  mit  F(0,  «b)  —  0  an  etntdnm 

45.  Es  sei 

^)  /r(**)  ^-1  ("0  ~  b&ben  also  die  beidra  hfichsten  Aggregat» 
▼on  (I)  eine  gemeinschaftUehe  Warsd,  so  zeigt  sieb  dies  in  Übereinstimmimg 
mit  der  Form  der  tcansfcnrmierten  Gleidiong  ^  «)  »  0  vgl.  40.  A,a  darin, 
dafs  sich  aus  den  beiden  höchsten  Horizontalreihen  von  (V),  welche  die 
beiden  höchsten  Aggregate  der  nach  beiden  Variabein  0  und  X  geordneten 
A^mptotensdmittpunktsgleidiung  darstellen,  C  als  Faktor  ausscheidet;  zu- 
gleich folgt  aus  (6) 

d.  h.  jr tfjr  ist  die  Asymptote  seihst 
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h)  —0,  //l«)  ^  1>-  «  ist  eine  Doppelwurzel  des  höchsten 

Aggregats  (vgl.  17),  so  folgt  aus  (B) 

oo, 

somit  die  Gleichung  der  Asymptote  y  —  ao;  +  <x>,  d.  h.  die  .unendlich  ferne 
Gerade  ist  Asymptote  oder  die  Kurve  yerläuft  in  der  Richtung  —  — « 
pantbolisdi  (vgl.  41.  B,  a). 

c)  fr(")  —  0,  fr'i«)  —  0,  («)  «  0,  d.  h.  di«  Doppelwursel  des 
höchsten  Aggr^ts  ist  sogleich  einfache  Wurzel  des  sweitliOchsten,  dann 
▼erschwinden  in  (V)  die  Koeffizienten  von  af  und  es  liegen  somit 

zwei  Bchnittpunkte  der  Geraden  im  Unendlichen,  aber  da  gemftfs  (6) 


also  anbestimmt)  so  schneidet  jede  Gerade  in  der  Richtung  a  die  Kurve  in 
zwei  nnendlich  fernen  Punkten.  Die  Kurve  besitzt  also  in  dieswr  Richtung 
einen  unendlich  fernen  Doppelpunkt»  dessen  Asymptoten  sich  aus  der  Be- 
dingung bestiflunen,  dals  sie  die  Kurve  in  drd  tmendlich  femen  Punkten 
schneiden,  es  verschwindet  daher  in  diesem  Fall  auch  der  KoefiBzient  von 
af-*,  d.  h. 

(8)  ri  fr\-) + n         +  tr.,  w  =  0, 

woraus  zwei  Werte  C|  und  sich  ergeben,  mit  welchen  die  Gleidinngen 
der  beiden  parallelen  Asymptoten  des  unendlich  femen  Doppelpunkts  lauten 

(9)  y  =  «a;  +  (7j       iind         =  «x  -f-  C,. 
Je  nachdem  die  Diskriminante  der  Gleichung  (8) 

ist  der  unendlich  tVnie  Dopperpunkt  ein  ge- 
wöhnlicher mit  zwei  getrennton  Asymptoten 
(Fig.  43)  oder  ein  Hückkchrpunkt  mit  zwei 
zusammenfallenden  Asymptoten  (Fig. 
oder  em  isolierter  Punkt  ohne  reelle  Zweige 
(vgl.  4L».  C,  a). 

d)  /;(«)  =  (>,  /•;(«)  ^0,  /;"(«)  =  0, 

/'^_j(o)^n,  d.  h.  eine  dreifache  Wurzel 
des  höchsten  Aggregats  zugleich  einfache 
Wurzel  des  zweithöchsten,  dann  verschwin-  Flg.  4S.  Flg.  44. 

den  in  (V)   wieder   die  Koeffizienten  von 

und  die  Kurve  besitzt  .somit  wieder  einen  unendlich  femen  Doppel» 

punkt,  für  welchen  gemüis  (8) 

Sauarback,  Qua  de  Malrvi.  6 
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III.  Abschnitt. 

C-oo       0,—  -^. 

Es  ist  alflo  nur  die  eine  der  beiden  Asymptoten  endlich,  die  andere  Asymp- 
tote ist  die  imendlich  ferne  Gerade,  m.  a.  W.  die  Kurve  nSliert  sieh  der 
endliehen  Asymptote 

nadi  Art  der  konischen  Hyperbel  und  erstredet  sioih  mit  zwei  andemi 
konisch  parabolischen  Asten  in  einer  der  beiden  BicditungMi  dieser  Asymp- 
tote (vgl.  die  Parabel  des  Descartes;  42.  C,  m). 


Die  Bogel  von  De  Qua. 

46.  Während  sich  die  Konstantcu  C  auch  in  soldien  Füllen,  wo  der 
Wurzel  wert  u  einer  gröfseren  An  /uhl  von  Bedingungen  unterliegt^  aus  (V) 
Terhfiltnism&Csig  leicht  ennittcin  lassen,  so  ist  mit  der  Kenntnis  der  Lage 
der  Asymptote  und  ihrer  Schnittpunkte,  insbesondere  wenn  sie  ins  Unend- 
liche rückt,  doch  die  Art  der  Annäherung  dor  Kurve  noch  nicht  so  ein- 
fach zu  beurteilen,  auch  giebt  hierüber  im  allgemeinen  die  auf  das  analy- 
tische Dreieck  gelegte  Kurvengleich ung  (Is  V  inen  AufschluTs.  Um  über 
diese  Annäherung  einen  sofortigen  und  sicheren  Entscheid  zu  treffen,  bleibt 
nur  das 

Verfakrtn  von  D«  Qua: 

Bestimmt  man  für  jeden  der  Wurzelwerte  ~  =  «  des  höchsten  Aggre- 
gats der  nach  beiden  Variabeln  geordneten  Kurvengleichung  fix.  //)  =  0 
die  Asymptotenschnittpunktsgleichung  F  {C,  x)  ^  i)  und  legt  sie  aiit  das 
analytische  Dreieck,  indem  mau  C  und  x  als  Variable  betrachtet,  so  geben 
die  oberen  Bestimmungsgeraden  dieser  Gleichung  das  Verhalten  d»r  Kurve 
in  den  betreffenden  unendlich  fernen  L'uuklou,  hierbei  ist  die  jeweilige 
Asymptote  als  neue  X-Axe  zu  beti-achten. 

Die  singulären  Punkte  in  aualytisoher  Behandlung. 
A.  Singnl&re  Punkte  auf  den  Koordinatenaxen. 

47.  Ordnet  man  die  (Jleichung  der  ytHr.  Kun'e  »tter  Ordnung  ntk£\\ 
fallenden  Potenzen  der  einen  Vai'iabelu  und  schreibt 

(I)  -  ^jT  +  (a«  +  6)y-»  4-  d«  +  e)y-»-f  .  •  • 

-f  (^a*+Jlra^*  +  '"  +  r«  +  »)*0, 
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80  giebt  IT  —  0  die  Entfenmngeii  der  «KnrTenschmttpiiiikte  anf  der  X-Aze 
vom  Unprung  als  Wnneln  der  Oleidnmg 

(1) 

Je  nachdem  mehroro  dieser  Wur/elii  gleich  sind  odir  zuj^h-icli  als  Wurzeln 
der  vorhergehenden  Koeffizienten  /'^_j(x)  =  0,  )  =      u.  s.  f.  von  y 

auftreten,  zeigt  die  Kurve  in  den  betreffenden  Sehnittpunkten  ein  besonderes 
Verhalten.  Die  eintaclisten  Möglichkeiten  sind,  dafs  eine  solche  Wurzel 
X  =  et  auftritt  bei 

a)     {x)      0  doppelt  '  gewöhnliche  Tangente 

^)  fn  (-^)     ^  dreifach   dann  ist  die  Wendetaagente  (inflexion) 


c)  "  ^  vierfiMsh 

d)  {x)  —  0  fUnffach 


Abscissen- 
axc  im 
Schaittponkt 


Flachpunktstangente  (Berpentement  in- 
finiment  petit) 

Wendeflachponktstangente  (serpen- 
tement  affect^  d'inflezion). 

Die  Kui've  berührt  somit  die  Abscissenaxe,  abgesehen  vom  Grad  der 
Krümmung,  im  Fall  einer  mehrfachen  Wurzel  vi»u  gerader  bezw.  ungerader 
Ordnung  nach  Art  der  konischen  bezw.  ersten  kubischen  i'arabel. 

e)  /„(a;)  -  0,  /-„.^  {s)  =  0  einfach, 
dann  bat  fOr  d;     cc  Gleichung  (I)  die  Form 

Ar  +  A  («)y-*  +  /•,(«)<-• + •  •  •  +  fn-^i«)^  -  0, 

worau-^  sich  ergiel)t  //-  -=  0;  man  erhält  somit  für  einen  Wert  x  —  a  zwei 
Werte  y  =  0^  d,  h.  die  Ordinate  des  Abscisseuschnittpunkts  ist  Tangente 
in  diesem  Punkt. 

f)  fnipt)  =  0  doppelt,  /"„.iW     0  einfach  oder  mehrfach, 

dann  ergeben  si<di  fAr  zwei  Werte  x  —  a  auch  zw«  Werte  y  ^  0,  d.  b.  die 
Abscissenaze  sowohl  wie  die  Ordinate  des  Knrvenschnittpimicts  («,  0)  treffen 
die  Knnre  zweimal  in  diesem  Punkt,  letzterer  ist  also  ein  Doppelpunkt 

g)  f„(x)  —  0  dreifetch,  ^  einfach  oder  mehrfach, 
giebt  Doppelpunkt  auf  der  Abscissenaxe  mit  letzterer  als  Tangente. 

h)  /*„  (^)  —  <^  vierfai  Ii,  /„_i(-'")  =  <'  eiulaeh  oder  niehrtaeh, 
Doppelpunkt  auf  der  Abscissenaxe  mit  letzterer  al^  W^endetangente. 

i)  f^{x)     0  fünffach,  f^-ti^)  "  ^  ein&ch  oder  mehrfach, 
Doppelpunkt  auf  der  Abscissenaxe  mit  letzterer  als  Flaehpnnktstangente. 

^)  /»  (^)     ^  sechs&ch.  /),.|  (x)  »  0  einfach  oder  mehrfoch, 
Doppelpunkt  auf  der  Abscissenaxe  mit  letzterer  als  Wendeflacbpunkts- 
tangente. 
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0  fn  (^)  —  0  doppfllt,  (a;)  —  0,  («)  —  0  einfadi  oder  mehrfocbt 
Doppelpunkt  auf  der  Abseissenaxe  mit  zagebOriger  Ordinmte  als  I^gente, 
da  für    ^  a  drei  Werte  y  —  0  sich  ergeben. 

m)  /;(V)  =  0  doppelt,  /..i(x)  =  0,  /,_,(a:)-0,  U-^^x)^^  einfach 
bezw.  mehrfach: 

Doppelpunkt  auf  der  Abscissenaxe  mit  zugehöriger  Ordinate  als  Wende- 
tangente. 

n)  /j,  {x)  -»  0  dreifach,       {x)  —  0,  /j,.,  («)     0  einfach  oder  mehrfach: 

entweder  drei&cher  Punkt  auf  der  Absciasenaie  oder  Doppelpunkt  auf  der 
Abscissenaxe  mit  dieser  sowie  seiner  sngebörigen  Ordinate  als  Tangenten. 

48.  Diese  Ergebnisse  verwendet  De  Gua,  um  umgekehrt  die  Be» 
dingnngen  fOr  die  Existenz  der  eben  aufgefundenen  ausgeseichneten  Punkte 
der  Abscissenaxe  aufimstellen.  Boll  a.  B.  die  geg.  Kunre  auf  der  Absdssen- 
axe  einen  Doppelpunkt  besitaen,  so  mnft  /),  {x)  —  0  eine  Doppelwunel  haben, 
die  zugleich  einfache  Wurael  von  (^)  0  ist,  es  bestehen  somit  in 
diesem  Fall  die  Oleii^ungen  (vgl.  17) 

woraus  sich  entweder  mittels  (Irr  Newtonschen  Formeln  (vgl.  13)  oder  nach 
dem  Kettenbnu'hvertahren  von  De  (iua  (vgl.  Iti)  zwei  Bedingungen  in  den 
Koetüzienten  der  geg.  Gleichung  (I)  ergeben. 

Newtonaohar  Sekantenaata. 

49.  Im  Anschlufs  an  die  vorhergehenden  Betrachtungen  zeigt  De  Gua 
die  geometrische  Bedeutung  des  letzten  Terms  0  der  nach  üftllenden 
Potenzen  von  y  geordneten  Kurvengleichung  (I),  vgL  47.  Sind  «|,  «t« 
ttf  •  •  •  o;,  die  Wurzeln  dieses  Terms,  ist  also 

fn  W  =     (a:  —  «i)     -  «,)  (ar  -  ßj)  {x  - 

so  ergieht  sich,  da  t'iu*  jedes  beliebige,  lest  angenommene  x  dieser  alsdann 
konstante  Term  mit  dem  Koeffizienten  .4  von  y"  dividiert  das  Produkt  der 
n  \\  urzelu  y  der  Gleichung  (Ij,  absolut  genommen,  darstellt,  aus 

das  Verh&ltnis 

(«  — cci)(x  —  «,)•■•(«  — a^)  A 

als  konstant,  eine  Eigen.sohaft,  die  Ne^vton  in  der  Enumerntio  als  dritte 
allgemeine  Eigenschaft  aller  algebraischen  Kurven  aufzahlt  und  die  in 
Worten  lautet: 
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Saig:  Zieht  man  dnreh  irgend  einen  Ponkfc  der  Ebene  einer  algebrai- 
sehen  Kurve  nrei  Parallelen  za  den  Azen  so,  dafii  ^e  derselben  die  Eure 
in  ebensoviel  endlichen  Funkten  eohneidet  als  der  Grad  der  Oleidning  an- 
giebt,  so  stehen  die  Ftodnkke  der  von  jenem  Pnnkt  ans  bis  ro  den  Emren- 
sdinitt|rankten  gemessenen  Abschnitte  Imder  Gnaden  in  einem  konstanten 
YerfaSltniSi  nBmlich  im  YerhJatnis  der  beiden  KoefBsienten  der  höchsten 
Potenaen  beider  Vertoderlidien,  wenn  die  eine  der  schneidenden  Geraden  sa 
einer  Koordinatenaze  selbst  gevrikhlt  wird. 

Ffir  die  Kwtmi  dritter  Ordnung  insbesondere  kOnnen  diese  Fhidukte 
als  die  Bauminhslte  von  Quadern  betrachtet  werden;  haben  daher  die 
hSchstef  Potenxen  und  y*  der  Gludiung  dritten  Grads  gleidie  Eoeffi« 
zaentm,  so  sbd  die  aus  den  oben  beaeichneten  Abschnitten  als  Kanten  er^ 
bauten  Quader  gleich;  aus  diesen  sechs  Absobnitten  Uellran  sich  somit  durch 
Vernnignng  je  zweier,  die  nicht  auf  derselben  Sekante  liegen,  drei  Seiten 
eines  Dreiecks  herstellen,  in  welchmn  nach  dem  Sata  von  Geva  die  durch 
die  Abschnitte  bestimmten  Transverflalen  sich  in  einem  Punkte  schneiden. 

B.  Siuguläre  l'uukte  im  Ursprung  mit  den  Koordinatenaxen  als 

Tangenten. 

60,  Hat  der  letzte  Term  f„{x)  *  0  der  nach  Menden  Potenzen  von  jf 
geordneten  Eurvengleichung  (I)  die  Wurzel  x^O,  fehlt  also  das  konstante 
Glied,  so  geht  die  Eurve  durdi  den  Ursprung  und  man  erhalt  fikr  die  be- 
kanntesten der  in  47.  aufgeführten  Falle  ün  Besonderen  folgende  Eriterien 
in  den  Eoeffizienten  bezw.  folgende  Normalformmi  der  Eurvengleichung, 
welch  letztere  fBr  die  zun&chst  in  Betracht  kommenden  FftUe  nur  vom 
dritten  Grad  zu  sein  braucht  und  lauten  mSge 

(la)    f(x,  y)  =  hy^-\r  ixif  +  Jcj  'y  -\-lx*-\-  ey*  +  fxy  -\- <jx^ +  by -\- cx  +  a 
(I)  -  Ay» +  (•« -|-e)y* +  (*«*-!- 6)  y  +  (J«»  +  i?««  +  ca;  +  a). 

Je  nachdem  die  Wurzel    >->  0  auftritt  bei 

»)  /;(«)  -  0,  /;_i(a;)  -  0,  tn^^ix)  -  0  einfach, 
erhalt  man 

(I)  0  =  hy^  +  ixf  +  {J<x  +  /■)  xy  +  {Jx'  +  gx  +  c)« 

(la)         0  =-  Ay*  -f  ixjf^  4-  ft«'y  -f  Jä*  -f  gx*  -f  fxjf.  +  c*, 

fOr  «  »  0  also  drei  Werte  y  0,  fOr  y  0  dagegen  nur  einen  :p  ^  0, 
d.  h.  der  Ursprung  ist  Wendepunkt  mit  der  Ordinatenaze  als  Wende- 
tangente. 
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b)  /;(«)- 0  drei&ch, 

(I)       .  o-*y»  +  {t»+c)t/«  +  (*jc»  +  /'«  +  ft).V  +  I«» 

(la)  0  ^  hif  +  ixy^  +         +  /x»  4-  fry  +  r//^  +  fc,/, 

für  X  =  0  einen  Wert  ;/  =  0,  für  ij  -=  0  drei  Werte  x  =  0,  d.  h.  der  Ur- 
sprung ist  Wendej)unkt  mit  Abscisseuaxe  als  W^eudetangente. 

c)  /!,(*)  =  0  doppelt,        W  =  0  einfach» 

(I)       o-»y*  +  (i«  +  Oy*  +  (*Jf*  +  /'«)y  +  «»*  +  ^«' 

(la)         0  -  (A/  +  ta;y«  +  hs^y  +  l««)  +  (ey»  +  fxg  +  /jr«?^, 
für  «  —  0  sw«i  Werte  y     Q  und  umgekehrt,  d.  b.  der  Ursprung  ist  Doppel* 
punkt.    Derselbe  ist  als  soleher  ans  der  Form  (la)  der  Kurvengleichnng 
sofort  zu  erkemieit,  wemt  das  niederste  Aggregat  von  der  zveiten  Dimension 

ist  (siehe  d,  e,  f). 

d)  /;,(a)  —  0  dreifach,  f^_^{x)  =  0  oinfaeh, 

(I)  0  =  Ay'  +  {ix  +  e)y^  +  (A-.r«  +  rx)y  +  Ix"^ 

(la)         0  -  (Äy»  +  ixy^  +  Ä»«y  +  Ix»)  +  ey«  +  fxjf, 

für  a; «  0  swei  Werte  y  0,  flir  y  —  0  drei  Werte  0,  d,  h.  der  Ur- 
sprung ist  Doppelpunkt,  dessen  eine  Tangente  die  Abscissenaxe  ist. 

In  W  =  0  dreifach,  /;_,  (x)  =  0,  /;_,  (x)  -  0  einfaeh, 

^i)         0  =  hy"  +       +  (/.-r^  +  fA  y  + 

(laj  0  «=  I^A/  +  /  j  ?/-  +  l:x-y  j-        +  />// 

für  X »  0  drei  Werte  y » 0  und  umgekehrt,  für  eine  beliebige  Oerade 
y  =  Xx  durch  den  Ursprung  dagegen  nur  zwei  Werte  ar  =  0,  y  =  0,  d.b. 
der  Ursprung  ist  Doppelpunkt  mit  den  Koordinatenaxen  als  Tangenten, 
f)  f^{x)  —  0  dreifach,       {x)  —  0  doppelt, 

(I)  0  »  *y»  +  (ta;  +  e)       +  Jfe«ty  +  I«« 

(la)         0  =  (hf  +        +  Ä-rcV  +  Ix')  + 

für  x  —  ()  zwei  Wi-rte  */  =  0,  für  //  ^  0  drei  Werte  =  0,  also  zunächst 
der  Ursprung  Doppclpunkt  mit  Abseissenax*'  als  Tan|,'ente  (wie  bei  d ). 
Während  jeiloch  dort  /.wei  ausge;  eichncte  (Jeraden  vorhanden  sind,  welche 
die  Kurv«'  im  Ursprung  in  drei  Punkten  schneiden,  also  Tangenten  des 
Doppelpunkts  sind,  uUnilich 

+  /«y  =  y(«y  +  fx)  —  o, 

d.  b.  die  Abscissenaxe  und  die  Urspmngsgerade  ^  — ~  >  existiert  bier 

gemäfs 

ey»  -  0 

nm-  die  Abscissenaxe  als  einzige  aber  doppelt  zu  zählende  Tangente,  der 
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Ursprung  ist  somit  oin  Doppelpunkt  mit  zwei  zusamiuenfallendeD  Tangenten, 

d.  h.  ein  Riu-kkf'hrpunkt,  oino  sog.  Sj)itze  I.  Art. 

Analog  lautet  die  (ilcichung  der  KurNe,  die  im  Ursprung  einen  Rück- 
kehxpunkt  mit  der  Ordinatenaxe  als  Tangente  besitzt: 

51.  Um  allgemein  fUr  jede  beliebige  durch  den  üraprung  gehende 
Kurve  das  Verhalten  in  diesem  Punkt  su  ermitteln,  belntditet  De  Gua  dag 
Aggngti  der  durch  die  unterste  Bestimmungsgerade  des  analytischen  Drei- 
ecks  ausgeschiedenen  Glieder  der  Kunrengleidiung.  Da  dieses  Aggregat 
stets  auf  die  Form  gebracht  werden  kann 

(tT  —  A3f){^  —  B3ft)(y^  —  Csf)  «=0, 

wo  w»  und  ti  ganze  positive  Zahlen  sind,  so  besrhränken  sich  nach  De 
(lua  die  Möglichkeiten,  wie  die  beiden  durch  den  Ursprung  gct  rf>nnten  Teile 
eines  und  desselben  Zweigs  y  —  As^  =■  0  sich  in  diesem  l'uukt  vereinigen 
können,  auf  drei  Fillle: 

Diese  Vereinigung  erfolgt,  je  nachdem 

1»  ungerade,  n  gerade   '  [konischen  Parabel    j  'gewöhnlichen 

nach  Art  der  '    ,     ;  u.,„i,* 

!  I  also  i  runkt 

Kiiimraung 


IN  ungerade, «  ungerade  .      ,  .^^  i  Lkubischen  Parabel  in 

*       *    ^         im  Scheitel  I  i 


«•gerade,  «ungerade' 


n.  kubischen  Parabel.^inem 


Wendepunkt 

Bückkehr- 
punkt. 


SelbttberOhrang. 

52.  Ini  Anschlul's  an  die  Spitze  I.  Aii,  die  er  als  eine  ScUi^tlM  i-ühnuig 
dt'i  Kurve  auftafst,  untcrsiicjit  nun  De  TJua,  um  sämtliche  einl'aclieu  Singu- 
laritäteii  auf/ntiiMb'ri,  den  allgemeinsten  Fall  der  Selbstlicrühning  einer  alge- 
braischen Kurve,  gcunietri-sch  dargestellt  durch  die  lieriihrung  zweier  konisch 
parabolischer  Zweige  im  Ursprung  als  Scheitel,  analytisch  durch  das  Aggre- 
g^at  der  Glieder  niederster  Ordnung: 
(I)  y«  +  ax^  ±  =  0 
oder     

(la)      (y»  ^  V\?  ^^2^^^  V  "  ^ 

und  findet  für 

a)       positiv,  1  Ir  <  o*: 

Parabolische  fierfibnmg  von  innen,  als  Embrassement  bezeichnet,  ein 
Doppelpunkt,  der  erst  bei  Kurven  vierter  Ordnung  auftritt,  da  die  Ab- 
scissenaie  als  Tangente  Tierpunktig  berOhrt  (Fig.  45). 
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m.  AbMlmitt 


b)  h-  positiv,  ib^  ^  a^: 

Isolierter  Selbstbcrühningspunkt  ohne  Zweige  be/.w.  Doppelpunkt  mit 
swei  imagjp&r  koigugierteii  parabolischen  Zweigen  und  gemeinsamer  Tan- 


w 


/  / 


Fl«.  iS. 


n«.  I«. 


genta,  als  point  coigugne  de  la  2*  esp&oe  beseidmet,  zum  ünteiselued 
gegen  den  isolierten  Punkt  mit  zwei  imaginttr  koigngierten  TaDgenteni 
point  oo^]ngu4  de  la  1*  espiee  (Fig.  46.  47). 


\ 


\ 


/ 


Fl».  47. 


c)  6*  positiv,  4i>' «-  a-, 
womit  (I)  ftbergeht  in  ein  voUstKndiges  Qnadrat: 
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d.  h.  die  panbolitchen  Zweige  decken  sich,  also  BerOhning  von  innen  oder 
Embrassement. 


d)  6*  negativ,  4b*  ^  a* 


Parabolische  Berührung  von  iuifsen,  von  De  Gua  als  „Oslmlation'"  be/oi<  hnet, 
die  ebenso  gut  durch  Vereinigung  zweier  Spitzen  1.  Art  wie  zweier  Wende- 
punkte entstanden  gedacht  und  deshalb  aueh  als  Kombination  betrachtet 
werden  kann  (Fig.  48.  50.  49).  Gleichung  (I)  l)egreift  daher  fflr  den 
Fall  d)  auch  die  Gleichungen  der  Spitze  und  des  Wendepunkts  in  sich. 


Im  Falle  c)  beansprucht  nun  De  6na  dasselbe  Embrassement  wie  im 
Fall  a),  wo  die  parabolischen  Zweige  getrennt  sind,  und  bestreitet  somit, 
da  bei  der  Übereinstimmung  der  analyti- 
schen Gleichung  kein  Grund  vorliege,  im 
einen  oder  anderen  Fall  die  Parabekweige 
im  Ursprung  aufhOren  zu  lassen,  dafo  die 
von  De  lHospital  durch  Evolution  aufge- 
fundene SchnabelspitM  (Fig.  51)  eine  selb- 
ständige Siogularitit  darstelle.  Obwohl 
De  Gua  die  Entstehung  der  Schnabel^tze  — 
bei  der  durch  stete  Abwicklung  «nes  auf 
eine  Kurve  aufgelegten  Fadens  sich  bil- 
denden Evolvente,  wenn  der  Faden  einen 

Wendepunkt  passiert,  keineswegs  in  Abrede  stellt,  so  betrachtet  er  doch 
konen  der  beiden  Zweige  derselben  als  die  Fortsetzung  des  andern,  da 


Fig.  51. 
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er  eben  aus  Gleichnng  (I)  bezw.  (H)  —  und  De  Gua  anerkennt  nur 
die  analytische  GlMchong  als  den  InbegriiF  aller  geometrisehen  Eigen- 
schaften der  Kurve  —  die  analytische  Zusammengehörigkeit  beider  Zweige 
nicht  zu  erkennen  vermag;  er  behanptet  also  trots  der  Eontinuitiit  der 
Bewegang,  dnrdi  die  eine  Kurve  enengt  wird,  die  Diskontinnit&t  der> 
selben  Kurve,  ein  l^derspmch,  den  erst  Euler  1748  in  seiner  Arbeit:  Sur 
le  point  de  rebroussement  de  la  2*  espice,  Mhn.  de  Berlin  1748,  beseitigt, 
indem  er  zeigt,  daft  unter  ümstSnden  der  erste  Term  einer  Entwicklung 

n 

j^~A.r"  Ih'/\v.  if  —  A.i'"  für  die  litMiitciluiig  der  pronir-triM-lipn  finstalt  des 
hierdurch  dargestellten  Zweigs  nioht  iininor  aiisiciiht,  wie  I)e  (lua  meint, 
insofern  als  für  gewisse  Werte  von  x  das  erste  (ilied  der  Kntwicklung 
wohl  reell,  das  zweite  dagegen  imaginär  und  somit  die  ganze  Keihe  kom- 
plex werden  kann,  in  welchem  Fall  reelle  Zweige  aiuh  trotz  des  reellen 
ersten  Terms  nicht  bestehen.  Hierfür  sind  zwei  treffende  Beispiele  die 
Kurven  vierter  Ordnimg: 

(A)  fl?*-a«»y-o/  +  ^y«-0 

(B)  —  o«V  —  axy^  +  y  i^^  =  ü, 

die  beide  im  Ursprung  dieselbe  innere  parabolische  Selbstberfihrung 

(U)  (««-lyy-o 

besitzen.  Entwickelt  man  jeden  der  bndea  Zweige  (I),  so  folgt  (vgl.  hierzu 
den  Beweis  von  Stirling  in  29.)  für  Kurve  (A): 

(1)  +  « 


(2)  ^  «Sä  _  iL     _     ux*-6  M-.t-  -  « 14^  =  0, 

woraus  nach  dem  analytischen  Dreieck  die  untwe  Bestimmungagerade 

•7- »  —  n  «  =■  0 

(8)  ,_±tl^^  +  < 

emgesetzt  in  (2)  folgt: 
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woraus  wieder  die  lutere  Bestimmiing^ferade 
(4)  ±2}/2.»»<q^i^»'-0 


24 


Die  Entwicklimgeii  ftlr  die  beiden  Zweige  (t)  lauten  daher  gem&ÜB  (1), 
(8),  (4)i 

(Db)  ,_i.^_*y!..+^^_... 

und  die  jeweilig«!  beiden  Oidinaten,  die  sidi  aoa  (IIa)  für  die  Abscisaen 
+  X  ergeben,  sind  somit  ▼ertauscht  dieselben,  die  für  die  gleichen  Abscissen 
aus  (nb)  folgen  (Fig.  52);  man  erhUt  somit  swei  snr  Ordinatenaze  sym- 
metrische, dem  Ursprung  za  sich  auf 
der  konharen  bezw.  konynen  Seite 

mehr  und  mehr  der  Parabel  y  «-> — $^ 

nähernde  Paare  reeller  Zweige,  d.  h. 
eine  reelle  vollständige  innere  Berüh- 
rung (Embrassement). 
Kurve  (B): 

(1)  ,_ix.  +  „ 

ias'u  —  axu^  =-  0, 
woraus  die  untere  Bestimmungsgerade 


4  a 


»ff.  si. 


4  a 


(3) 

eingesetst  in  (2) 

(t— )(?''±'-^--^-'  +  '')-*«'('±H^'')-T''-<> 

oder  mit  =  da  dio  Hrudipoteuzon  von  x  durch  dio  ^fultiplikation 
nicht  vorschwiiidon  und  somit  behufs  Auttragung  'Icr  (ileichung  auf  das 
analytische  Drcif^ck  zu  den  srlion  vniliaudenen  Paniilelcn  mit  der  Bande 
ohne  X  noch  die  Parallelen  im  mittleren  Abstand  gezogen  werden  müfstcn 

Ä  o  a  r  4 


Digitized  by  Google 


76 


ni.  Abschnitt. 


5 


woiavs  zwei  untere  Bestinminngsgeradeii: 

-\-  z^'f  =  0     oder  / 
giebt  keinen  neuen  Temi,  dagegen 

(4)     +2>^.^/  +  li>5^»  =  o     oder     <  =  4  ^  =  4 

und  somit  gm&ßi  (1),  (3),  (4)  die  IhitwicUimgeD  fOr  die  beiden  Zweige  (I) 


(n«) 

(Ud) 


*  a      '    a       '     '  o"  ' 

y«  + — — 

*  rt  /I  '  '  A 


Für  negativa  Wert«  von      wird  der  zwRite  'l'ciin  und  somit  jede  der 

beiden  lieihen  imaginär,  es  bestehen  daher  nur  auf  der  positiven  Seite  der 

Abscissenaxe   /-wei,  dem  IJrspiiiiig  y.u  sieh  mehr   und   mehr  der  Parabel 
2 

y  =  — nilhernde  Zweige,  ihnen  Ordiuaten,  stets  selir  kleine  Werte  von 

X  ToraiiflgeBetstt,  durch  Vermehren  bezw.  Vermindern  der  Ordinalen  jener 

4  /~ 

Parabel  um  den  Betrag  ^  •  a^yx  erhalten  werdw.   Die  Kurve  hat  also 

im  Ursprung  eine  Schnabelspitze  (Fig.  53)  und  der  von  De  Gua  vergebens 
gesuchte  analytische  Ausdruck  für  die  geometrische  Zusammengehörigkeit 

heider  Zweige  derselben  d.  h.  dafür,  dals 
jeder  der  Zweige  sich  durch  die  Spitze 
hindurch  in  den  andern  fortsetzt,  lautet 
demnach 

(in)  y  =  Äx-  ±  Bx*. 


Flg.  5S. 


Die  SolmabeUpitee. 

53.  SchalVt  man  in  53.  m  die  Wurzel- 
grOfse  weg,  so  folgen  ans  der  nach  Po- 
tenzen von  p  geordneten  Qleiehung 

(Illa)     /  -  L>.4,r-//  +  {A^     Ii-x)x^  =  0 

für  ar  =  0  zwei  Werte  >/  —  0,  ttir  =  0  vier  Werte  «  =  0.  die  Schnabel- 
spitze ist  somit  ein  Doppelpunkt  mit  der  Abscissenaxe  als  Wendetangente, 
in  Übereinstimmung  mit  47.  h,  da  «  »  0  als  Wurzel  anfbitt  bei 

/;,(«)  —  0  vier&ch,  f^^^  (x)  —  0  doppelt, 

desgleichen  in  Übereinstimmung  mit  47.  m,  sobald  man  die  Oldchung  nach 
Potenzen  von  x  ordnet: 


Digitized  by  Google 


Allgemeine  ftnaljtiftche  Theorie  der  Algebnuachen  Knrven. 


77 


in  welcher  1/     O  als  Wurzel  auftritt  Hei 

/.(y)  -  0  doppelt,  -  ü,  /..,(^)  -  0,  -  0  einfach. 

Ana  der  gleiclueitig  nach  beiden  Yariabeln  geordneten  Gldchung  (mb) 
folgt  farner  gendl&  50.  f,  da  das  Ag^gst  der  Glieder  niederster  Dimension 
sich  auf  0  reduziert,  dafs  auch  der  zweite  Zweig  des  Doppelpunkts 
dio  Absdssenaze  bertkhrt.  Die  Sohnabelspitze  ist  somit,  wie  schon  Mau« 
pertois  ans  geometrischen  Betrachtungen  richtig  erkannt  hat  (vgl.  9),  auf- 
zufassen ab  Spitze  I.  Art,  deren  einer  Zweig  im  Ursprung  noch  einen 
Wendepunkt  besitzt,  beide  Zweige  verlaufen  somit  auf  derselben  Seite  der 
gemeinsdiaftlidien  Tangente. 

53a.  üntersuclit  man  die  Kurven  modorsttr  Urdiiuni^,  für  wolehe  die 
Ordinate  sich  als  stciefride  l^oten/.reilio  der  Abseisse  tliirstellt,  aber  so,  dafs 
einer  der  Tenne  eine  gerade  Wur/el  enthält,  damit  nur  positive  Werte  von 
X  reelle  Ordinaten  ergeben,  so  sind  die  eintachsteu  Fälle: 

J 

a)  y  =  ««  ±  ßx*       oder      (y  —       =  /iV, 

eine  Kurve  dritter  Ordnung  init  zwei  der  (teradeu  //  ^  ux  im  Ursprung 
sich  nähernden  Zweigen,  deren  Ordinaten  dunli  Verniehren  be/.w.  Ver- 
mindern der  Ordinate  jener  Oeraden  iira  den  Betrag  ^x^x  erhalten  werden. 
Die  Kurve  hat  somit  im  Ursjirung  eine  Spitze  L.  Art;  dieselbe  Singularität 
besitzen  sämtliehe  höheren  Kurven,  für  welche  die  Poten^reihe  mit  einem 
linearen  Term  beginnt,  alüo 

y  «=  a«  +  ^x^y^, 

da  sieh  wegen  des  durch  die  gerade  Wurzel  bedingten  Doppelzeichens  ± 
beide  Zweige  der  Kurve  von  entgegengesetzten  Seiten  hur  der  Geraden 
y «»  nShem. 

5 

b)  y  =  ax'  +  |3x*       oder       {y  —  aar')'  =  /3-x\ 

eine  Kurve  fünfter  Ordnung  mit  Schnabclgpit/e  im  Ursprung  (vgL  52.  Iii). 

Igt 

Aofserdem  schneidet  die  Kurve  noch  die  Abscissenaxe  im  Punkt  x~ 

13, 

f  )  y  =  ux-  ±  fix«       oder       {y-  —  «-.</■  -=  4afJ-  •  x^y  +  |3*x  . 

üm  die  Annälierung  dieser  Kur\'e  vierter  Ordnung  an  die  Parabel 
y'  —  t^x  zu  ermitteln,  sind  diesmal  die  Zweige  nach  Potenzen  von  y  zu 
entwickeln,  daher 

«• 

«  — ^  +11 

.eingesetzt 
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ni.  Abschnitt 


w<nai]8  die  nnterste  Bestünmiingsgende 


2d  5 


und  somit  die  beiden  Entwiolduiigeii 


5 


d.  h.  die  vorUegeiide  Kurve  vierter  Ordnung  hat  im  Ursprang  eine  Bchnabel- 
spitse  mit  der  Ordinatenaxe  als  Tangente.  Die  Scbnabdspitste  tritt  somit 
bei  den  Kurven  vierter  Ordnung  erstmals  als  SingnIaritSt  aul  ^hder, 
M&n.  de  Beriin  1748,  pg.  312.) 

%>itBpiiiikt* 

54.  üuter  denji-uigcii  >iiii,fu]ärt'n  Puiikion,  in  dcnpti  sicli  «Up  Toilo  ein^s 
Zweigs,  abposf'hon  vom  Grad  der  Krüminun»:,  win  in  oinem  gewöhnlichen 
Punkt  vereinigen,  schenkt  De  (Jua  noch  eine  kurze  Beachtung  dem  Spitz- 
puukt,  den  er  erstmals  in  der  in  22.  Fig.  12  heschi'iebeuen  Weise  als  Sonder- 
fall eines  dreifachen  l^inkts  aiitTalst  1  point  triple  a  trois  direetioiis  egales  ou 
coincidentes  et  d'une  mulüplicite  invisi])le),  während  Maupcrtuis  ihn  durch 

das  Zusammenfallen  zweier  Spitzen  I.  Art 
und  eines  Doppelpunkts  (point  de  double 
pointe,  vgl.  22.  Fig.  13),  De  Bragelongne 
durch  das  VerschAunden  eines  Knotens 
(Lemnisceros  infiniment  petit)  nach  Art 
der  Fig.  5  i ,  also  durch  das  Zusammen- 
fallen dreier  Doppelpunkte  entstehen  läfst, 
was  De  Gua  fär  geometrisch  unzulä-ssig 
erachtet,  da  er  einen  dreifachen  Punkt 
nicht  äquivalent  drei  Doppelpimkten  an- 
Zttsdien  vormag.  Mit  letzterer  Ansicht 
steht  somit  De  Gua  im  Widerspruch  snr 
heutigen  Auffassung,  die  mit  derjenigen 
von  Maupertuis  und  De  Bragelongne  übereinstimmt,  insofern  als,  gestützt 
auf  Betrachtungen  über  den  Schnitt  einer  Kurve  und  ihrer  ersten  Polare, 

jeder    fache  Punkt  au      ^    •  Doppelpunkten  au  rechnen  ist. 
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0.  Singnlftre  Punkte  im  Ursprung  mit  beliebiger 
Tangentenrichtung. 

66.  Zur  Ermittelung  der  Tangenten  dreht  De  (lua  die  Ordinatenaxe 
um  einen  Winkel  <  cp^  bestimmt  durch  tgqp==— ,  bis  die  Anzahl  der  im 
Ursprung  susammenfallenden  Schnittpunkte  der  neuen  Ordinatenaxe  U  mit 
der  Ktirve  den  Bedingungen  der  Tangente  genügt  Die  Schnittpunkts- 
gleichung dieser  U-Axe  mit  der  geg.  Kurve 

(1)  f{x.  y)^a-\-  {hy  +  cx)  +  (ey^  +  fi^y  -f  yx^) 
ergiebt  sieh  mittels 

X  «■  nu,      y  =-  mu 

(vgl.  88)  zu 

(2)  g)  (tt)  =  a  +  (hm  +  cn)  u  +  (<?m'  +  fmn  +  gn^)  u" 

+  (/im*  -f  im'n  +  kmn^+  In^)  u'+  •  •  • 

Ist  daher  der  Ursprung  ein  jfe&dier  Punkt,  so  muA  jeder  Strahl  durch  den 
Ursprung  die  Kurve  in  diesem  Punkt  in  k  zusammen&ll^den  Punkten 
treffim  d.  h.  ftr  jedes  beliebige  m  und  n  mfissen  sich  X;  Werte  t(  —  0  er- 
geben, woraus  folgt,  dafe  die  Jt  ersten  Terme  von  (2)  identisch  verschwinden 
mflflsen,  daher 

8ate:  Ist  das  niederste  Aggregat  der  nadi  steigenden  Potenzen  beider 
Variabelti  geordneten  Kurvengleichung  von  Xrten  Qrad,  so  hat  die  Kurve  im 
Ursprung  einen  Jk&chen  Punkt. 

Es  ist  somit  der  Ursprung: 

gewöhnlicher  Kurvenpunkt  lür  a  =  0 

Doppelpunkt    ,    .    .    .      „a  =  0&  =  0,  c  =  0 

Dreifilcfaer  Punkt .    .    .     „  a  »  0,  6  »  0,  c  -»  Ol 

c«0,        0,  flr  — Oj  u.  s.  w. 

SoU  die  Z7-Aze  für  daen  der  Zweige  des  it&dien  Punkts  Tangente 
werden,  so  mufs  sie  die  Kurve  in  A;  +  1  PunktMi  im  Ursprung  treffen ;  es 
mufs  daher  in  (2)  auch  noch  der  Term  d.  h.  das  Aggregat  der  Glieder 
hier  Dimension  in  (1)  verschwinden,  somit 

Satz:  Das  gleich  Null  gesetzte  Aggregat  der  Glieder  niederster  Dimen- 
sion (x.  y)  =  0  der  nach  steigenden  Potenzen  beider  Yariabeln  geordneten 
Kurvengleichung  giebt  die  A  Tangenten  des  Ä' fachen  Punkts  im  Ursprung. 

Ersfes  Bdspiel:  Das  niederste  Aggregat  von  der  zweiten  Dimension: 
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III.  Abachnitt 


Die  Kurve  hat  im  Ui-sprung  eineu  Doppolpunkt  (vgl.  50.  c),  dessen 
Tangentenpaar  sich  ergiebt  ans 

als  reell  und  getrennt,  reell  und  rosammenfallend,  imagingr  ko^jugioi,  je 

nachdem  die  Diskriminaiite  /"  —  4p/7^0,  d.  h.  der  Ursprung  ist  ein  ge- 
wöhnlicher Doppelpunkt,  eine  Spit/o  I.  Art  oder  ein  isolierter  Punkt  L  Art, 
wie  ihn  schon  Newton  durch  das  Verschwinden  des  bei  gewissen  Kurven 
dritter  Ordnung  sich  abspaltenden  Ovals  entstehen  lä&t 

Zweites  Beüpid,   Das  niederste  Aggregat  Ton  der  dritten  Dimension: 

f[x,     -  hy^  -f  lory*  +         +  4  

Die  Kurve  hat  im  Ursprung  einen  dreifachen  Punkt,  dessen  Tangenten 
sich  ergeben  aus 

Je  nach  der  Beschaffenheit  der  Wurzeln  bestehen  ftlr  den  dreifodien  Fonkt 
folgende  M uglichkeiten : 

a)  Alle  drei  Wurzeln  reell  und  verschieden:  (Gewöhnlicher  drei&dier 
Punkt  mit  drei  getrennten  Ästen. 

b)  Zwei  Wurzeln  imagiu&r  konjugiert,  die  dritte  reell:  Ein  gewöhn- 
licher Kurvenzweig  mit  einem  darauf  liegenden  isolierten  Punkt  1.  Art, 
Vielfachheit  und  Singularität  also  unsichtbar. 

c)  Zwei  Wurzeln  reell  und  gleicli,  die  dritte  verschieden:  Spitze  I.  Art 
oder  OskuIaÜon  oder  Embrassement  oder  isolierter  Punkt  II.  Art  mit  je 
einem  wi'ilcron,  iti  anderer  Richtung  v f rhu i fanden  Zweig. 

d)  Alb-  drei  Wiir/rlu  rci'U  und  »;leirh:  Spitze  I.  Art  oder  O.skulation 
oder  EnihnivsiMucüt  »jib-r  ixilicrter  Punkt  II.  Art,  säiutlirh  mit  je  einem 
weiteren  in  derselben  Kichtung  verlautenden  Zweig,  oder  endlich  Spitzpunkt. 

56.  Soll  eine  der  Tangenten  des  ib  fluten  Punkts  Wendetangente  fttr 
den  sugehörigen  Zweig  werden,  so  mufs  ne  die  Kurve  im  Ursprung  in 
einem  weiteren,  also  insgesamt  in  A;  +  3  Punkten  treffen;  es  muft  also  für 
den  dieser  Tangente  zugehörigen  Wert  von  aus  dem  gleich  Ntdl  ge- 
setzten Kocftizi('ut<'n  von  am  h  noch  der  K< )et1izient  von  M***  verschwinden 
oder  auf  Oleichung  (1)  der  Kurve  übt'rtragen: 

8aiz:  Ist  eine  einfache  Wurzel  des  Aggregate  der  Glieder  niederster 
Dimension  f^{x,  y)  ^  0  zugleich  eine  Wurzel  des  nUchst  höheren  Aggregats, 
so  ist  die  durch  diese  Wurzel  bestimmte  Tangente  eine  Wendetangeute  f&r 
den  zugehörigen  Zweig  des  ^' fachen  Punkts. 
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Bätpid:  Soll  oner  der  Zwdge  des  l>oppelpiuikt8  der  Kiure  dritter 
OrduuB^ 

(1)  f(x.  y)  =  (cy»  +  fxy  +  y^^)  +  ij'y'  +  ij^y-  +  kx^y  +  ix"") 

eine  Wendetangente  im  Uzsprung  besitieii,  so  etgiebt  sich  dieselbe  als  ge- 
meinschaftliche Wvnel  von 

(2)  Ay»  +  »«y*  +  Jt«*y  +  1«»  -  0 
wenn  ~       gesetst  wird,  gem&b  16.  ans 


( 4  ,  -  '      -Y»  _  f  +  +  I  -  f  +  f  .  0 . 

als  letster  Divisor,  zu 

mit  der  am  Schlafs  des  hier  nicht  weiter  ciusgefühi-ten  Kettenverfahrens  in 
den  Koeffizienten  von  (2)  und  (3)  sich  ergebenden  Bedingung,  die  einfneher 
durch  Substitution  des  Werts  (4  a)  in  (8)  erhalten  wird  und  lautet 

e{gei  -  le«  -  fghf  +  ((gei  -  le*  -  fgh)      +  /^A  -  et/h  -  efi) 

-f  gie^k  +  f^h  -  vgh  -  rfif  =  0. 

57.  Ist  eine  "Wurzel  von  f^(x,  y)  —  0  aüfser  von  l\^i{x,y)  =  0  auch 
noch  Wurzel  von  /i^j  (J.  y)  =  0,  so  trifft  die  durch  diese  Wur7.el  be- 
stimmte Tangente  den  k  fachen  Punkt  in  k  +  -  Punk  ton,  sie  ist  also  Flach- 
punktstangente des  zugehöri>,'('n  Zw^i-^s  (serpentement  infiniment  petit);  ist 
dieselbe  Wurzel  auch  noch  Wurzel  von  ^3  ( J". //)  =  0,  so  hat  der  zu- 
gehörige Zweig  im  Ursprung  einen  W^ndeflachpunkt  (serpentement  infiniment 
petit  compliqn^  d'inflexion)  u.  s.  w.,  daher 

SatM:  Je  nachdem  die  Aniahl  der  Aggregate  niederster  Ordnung,  die 

rin  än&di.Wind  f  gan.iiueb.ftl»>li  Ittboi,  ön.  m««.de  ba«.  «n. 

gerade  ist,  bertOurt  die  durch  diesen  Wnrtehrert  bestimmte  l^ai^fnite  den 
zugehörigen  Zweig,  abgesehen  vom  Grad  der  Krümmung  denelben,  wie  in 
einem  gewöhnlichen  bezw.  einem  Wendepunkt. 
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m.  Abschnitt. 


6&  Sobald  das  Aggregat  der  Gfieder  idedasfcer  Ordmiiig  asehrfkehe 
Wurzeln  beeibt,  die  sogleich  ein-  oder  mehi&oke  Womiln  der  nichst 
liOberen  A^^pregate  sind,  ist  die  Bevrteüimg  der  Singularitlt  des  üvapnmgs 
aus  der  yorliegenden  Korrengleidnmg  auch  mit  Znliilfenalinie  des  analytir 
sehen  Dreiecks  im  allgemeinen  nidit  mehr  mOglich,  fidls  nicht  die  Gleichnng 
eine  ganz  spezielle  Form  beeitst  ffier  greift  De  Qua  wieder  zu  dem  er- 
probten Mittel  der  Transformalion  wie  bei  den  Asymptoten  (vgl.  39).  Mittels 
der  bekannten  Gleidinngen 

wo  —     «  die  betreffende  mehrfache  Wurzel  des  niedersten  Aggregats,  also 

die  Bichtnng  der  Tangente  des  zu  tmtersuchenden  nngnllren  Knrrenzweigs 
ist,  bezieht  er  die  geg.  Kurve  auf  ein  sehiefWinUiges  Eowdinaten^stem, 
das  jene  Tangente  zur  Ordinatenaze  hat,  Ursprung  und  Absoissenaze  da- 
gegen unverändert  beibehUt,  flihrt  aber  wieder  die  Transformation  nicht 
durch,  da  zur  Ermittelung  der  betreffenden  Singnlaritftt  die  Form  der  trans- 
formierten Gleichung,  die  er,  wie  folgt,  auf  Grund  der  gegebenen  Be- 
dingungen ohne  Sdiwimigkeit  aufiEustellMi  vermag,  vollsttndig  ansreiebt: 
Hat  nimUoh  ein  gewisses  Aggregat  {x,  y)  —  0  eine  mehrfhidie  Wurzel 
^  =  «,  80  muA  das  entsprechende  Aggregat  (p^(z,  u)  —  0  der  transfor- 

mifrten  Gleichunp  <)p  (r.  )  ^  0,  die  diest^lbe  Ki;rve  wie  f(x,y)—0  mit 
unvoräüderti'n  geumetrischen  also  auch  unveränderten  analytischen  Eigen- 
schaften darstellt,  sich  ebenso  oft  durch  —  =  0  bezw.  z  =  ü  teilen  lassen. 

Ibn  erhftlt  alsdann  für  die  Kurvoi  vierter  und  fünfter  Ordnung  fol- 
gende Singularitilten  (vgl.  40.  41.  42),  je  nachdem  »  a  als  Wurzel  vor- 
kommt bei 

a)  ff{x,!f)'^0  doppelt,  /g  (x.  y)  =»  0  einftkch, 

0  -    +  (u^e  ^  M;f*  -H  jp")  +  («♦*  +  ••  +     +  • 
Die  Kurve  verh&lt  sich  nach  dem  analytischen  Dreieck  im  Ursprung  wie 

M*  +  U*«  +  if*  —  0 

oder 

(m*  +  C,  •    (««  +      •  if)  -  0. 

Der  Ursprung  ist  somit  ein  Selbstberührungspimict,  der  als  Doppelpunkt 
zählt  und  erst  bei  Kurven  von  der  vierten  Ordnung  an  auftritt.  Deter- 
minaüou  des  SelbstberOhrungspunkts  nach  den  Werten  von  C  (vgl.  52). 
1>)  ^t(«*y)=-0,  /i(»,y)-0  doppelt, 

0  =  ^«  +  (««•  4-     -f  (^M<  -f  . .  4-  jr<j  +  . . . 
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Annäherung:  H*  +     —  0,  welche  zerfällt 

entweder  in 

(w*  +  Cz)  (u'  -Cz)^Q 

oder  in 

(i»«  +  i(7#)(ii*-t(?f)-0.  . 

Der  Ursprung  ist  somit  entweder  eine  „Oskulation"  oder  ein  isolierter 
Punkt  IL  Art 

c)  /*,  ix,  y  )  =  0  doppelt,  /jf^r,  y)  =  0,  f\  {x,  y)  ==  0  einfach, 

0  =      -f  {uh  +         +  ,5«)  -1-  +  .  .  +  jg*)  +  («ö  4-  .  .  + 

Annfthenmg: 

tt^  -\-u*M  —  0       oder       «*  -f-  «  »  0 

und 

w'r  -f     =  0       oder       «-  +    -  0. 

Der  Ursprung  ist  ein  Selbstberührungspuukt  der  Kurve  von  der  Art,  wie 
die  I.  kubische  und  die  konische  Parabel  sich  im  Scheitel  berühren.  Dieser 
Doppelpunkt  ist  erst  bei  Kurven  fünfter  Ordnung  möglich. 

/i(«*y)-0,  f^{x.y)  =  0  doppelt,  U(x»y)'^0  einfech, 

0  -  «»  +  (u««  +  jr»)  +       +  . .  Ä*)  +  (»»  H-  . .  +  f») 

Annlhening:  +  0 

d.  k.  die  Knnre  hat  ün  Ursprung  einen  Bflctkehrflaehimnkt,  Ton  De  Gn» 
wie  in  24.  woU  auf  Gkund  der  B^l  in  56.  als  mit  zwei  Tersohwindenden 
Wendepunkten  behaftet,  liehtig  aufge&bt  und  als  rebronssement  da  3^  ordre 
heseiehnet,  nidit  m  TerweehselB  mit  nfaroasienieBt  de  la  2*  espece,  der 
SdmabelBpitse. 

e)  ft  (x,  y)  =  0,  fi(x,y)  =  0,  f^(x.y)=-0  doppelt, 
Der  Ursprung  ist  wie  bei  d)  Rückkehrflachpunkt. 

f )  /s         =  0,  /iC»»  y)  ="  0,  Uix^y)  =  Ü  doppelt,  aber  imaginär 
konjugiert: 

Der  Ursprung  ist  ein  isolierter  Punkt  I.  Art  und  zugleich  Flachpunkt 
für  jeden  seiner  beiden  imaginär  koiyugierten  Zweige. 

g)  /«(«^y)  — 0  dieifeoh, 

0  -  «»  +  (k*  +  ..  +  s*)  +  («•  +  .•  +  «•) 
Annlhemng;  4-  i>*  0. 

Der  Ursprung  ist  somit  ein  Spitzpunkt  (Lemnisceros  infiniment  petit)  mit 
drei  zusammenfallenden  Tangenten,  zählt  als  dreifacher  Punkt  und  kann 
erst  bei  Kurven  vierter  Ordnvuig  auftreten. 

h)  /j^jr,  y)  =  0  dreifach,  l\{x ,  y)  =  0  eintach, 

0  -    +  (u'ä  +     +      +      +  + 
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DL  Abschnitt. 


Annäherung: 
und 


«'  H-  u*#  ■»  0      oder       u*  +  8 


u*g-^^^0       oder       ii»  +  jr*  0. 

Die  Kum  hat  im  Ursprung  thun  Selbstberabrnngspinikt  in  d«r  Mi  m» 
I.  kubische  und  konisohe  Purabel  rieh  im  Scheitel  berühren  (Fig.  55)  (ygL  e). 

0  fn    y)  -  0  a«>iÄch,  /;  (x,  y)  -  o 
doppelt, 

0-.^»  +  (uV  +  ..  +  r*)  +  (MH  ••+!•) 
Annäherung:  -\-  =  0. 
Der  Ursprung  ist  ein  Wendespitzpankt 
(Lemnisceros  infiniment  petit  compliqu^ 
d'inflexion),  von  De  Gua  wie  in  der  in 
23.  beschriebenen  Weise  richtig  anf- 
gefafst. 

k)  ftM  =  0.  /4  M  -  0  dreiÄch, 
0  -  «»  +  (u  s«  +  *•)  +  («*  +  ••  +  «•). 
Annlherung: 

+  f»  -  0. 

DerUrsprung  isfeWendespitzpuukt  (vgl.i). 
1)  /i  (a:»  y)  =  0  doppelt,     (a:,  y)  =  0  einfiush, 


Annihenmg: 

oder 
oder 


M*  +       4-     —  0 

(««H-C;. C;.*)-0  (vgl.  a). 

m)  y)      0,     (x,  //)  =  0  doppelt, 

Annihenmg: 

+  «i;'  —  0       oder  +     =  0  (vgL  b). 

''^)  /s('»  y)         /«C^»  doppelt,  aber  imaginär  koiyngiert: 

Die  Kurve  geht  mit  einem  reellen  Zweig  dorch  den  Ursprung,  letitwer  ist 
sogleieh  ein  isolierter  Punkt  mit  iwei  imaginftr  konjugierten  Wendeparabel« 

zweigen. 

ü)     (x,  jf)  =-  0  dreifach, 

0  =  {uz'  ^,*)^(u'  +  --  +  z"). 
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Annäherung: 

-j-  u;p'  =  0       oder       m>  -f  0. 
Der  ürspnmg  ist  ein  Spifeqmnkt  mit  einem  weiteren  schneidendeii  Zweig. 

0  -  **  +  (w»  -f  •  •  + 

AnnShennig: 

Der  Ursprung  ist  ein  BQokkehrspitzpunB  (point  de  triple  pointe),  Ton  De 
Ohe  wie  in  24.  riditig  ftit^e&fst 

q)  {x,  y)  =^0  doppelt;  bestellt  noch  eine  zweite  Doppelwurzel  dieses 
Aggregats,  dann  können  folgende  Falle  eintreten: 

l)  beide  Doppelwnrzeln  imaginär  konjugiert:  Im  Ursprung  liegen  zwei 
isolierte  Punkt  I.  Art,  er  ist  also  ein  vierfacher  isolierter  Punkt. 

8)  beide  Doppel  wurzeln  reell:  Zwei  Bück- 
kehrpunkte oder  Spitzen  I.  Art  in  Juxta- 
position  (Fig.  56). 

r)  f\  (x,  y)  ==  0  doppelt,  die  beiden  andern 
Wurzeln  des  Aggregats: 

1)  imaginär  konjugiert:  Spitze  I.  Art  mit 
isoliertem  Punkt  1.  Art. 

2)  reell  und  verschieden:  Spitze  T.  Art 
mit  Doppelpunkt  in  Juxtapositiou  d.  Ii.  zwri  weiteren  in  verschiedener  Rich- 
tung durch  die  Spitze  gehenden  Zweigen  u.  s.  w. 

59.  Sucht  man  die  bei  diesen  Untersocbungen  erbaltmen  Singularitftten 
durch  das  rein  geometrische  Yerfiihren  der  Tfftin«id— ««  der  einzelnen  Zweige 
des  entsprechenden  mehrfachen  Punkts  zur  Anschauung  su  bringen,  so  führt 
dies  nur  in  zwei  EUlen  zum  Ziel: 

a)  wenn  die  mehrfadien  Wurzeln  des  niedersten  Aggregats  nicht  zn- 
gleidi  .Wurzeln  der  idchst  höheren  Aggregate  sind, 

b)  wenn  eine  du&che  Wurzel  des  niedersten  Aggregats  auch  wiedor 
nur  als  einftuihe  Wurzel  der  nlohst  höhoren  Aggregats  ▼orkommt,  warn 
idso  einfsehe  Zweige  mit  Wende-  bezw.  Flaek^unkten  aufbraitti. 

Li  allen  anderen  FSllen  ist  ohne  Zuhilfenahme  des  analytischen  Drei- 
eda  die  Art  und  Wdse,  wie  diigenigen  Zweige  eines  mehrfadien  Punkts 
sich  Toreinigen,  deren  Tangenten  zur  Deckung  gebracht  werden,  nicht  zu 
beurteilen;  z.  B.  ist  56,  h  au&ufossen  als  Sonderfiall  der  Kurve  (Fig.  67) 

ip(2,  u)         —  an)  (r  -  hu)  (-  —  <•>/)  +  {z  —  au)  Xa  (~^  "  l  +         **)  =  ^i 

deren  Äste,  Ton  welchen  der  eine  gernftCs  56.  eine  Wendetangente  besitzt. 
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m.  AbMhniti 


(Iure  h  ihrr  Vereinigung  (Fig.  58)  ijn  Falle  a  =  h  =  c  =  ()  eher  die  Be- 
rührung einer  Spit/e  II.  Art  denn  einer  solchen  I.  Art  mit  einer  konischen 
Parabel  zu  erzeugen  scheinen;  femer  58,  i  als  Sonderfall  der  Kurve  (Fig.  59) 
g>  {ss,  u)  =  {z  —  au)  (z  —  bu)(z  —  cm) 

■j-  (e  —  au)  {z  —  bu)     («,  «)  +  &         =  0 
mit  einer  einfachen  und  zwei  VV'endetangenten  im  Ursprung,  durch  deren 
Deckung  eher  die  Entstehung  eines  Bflokkehr  besw.  Flaohpunkte  denn  eines 


Flir.  67.  Vi«.  6«.  Fiff.  M 

Werulespitzpunkts  vermutet  wird.  Hier  triflPt  den  Entscheid  einzig  das  analy- 
tische Dreieck  bezw.  die  Newtön'sche  liegel,  deren  hohe  Bedeutung  für  die 
Geometrie  an  dieser  Stelle  besonders  einleuchtet 


Melurfaohe  und  singuläre  Punkte  der  Kurven  bis  zur  V.  Ordnung. 

60.  Im  AnschluTs  an  55.  giebt  De  Gua  erstmals  eine  auf  die  Kennt- 
nis sämtlicher  analytischer  Kriterien  gegründete  Übersicht  aller,  zum  grölsten 
Teil  bis  dahin  unbekannten,  mehrfachen  und  singulären  Punkte  der  Kurven 
bis  zur  fünften  Ordnung  einschliefslich.  Sie  ist  im  Folgenden  um  die  vui 
De  Oua  nicht  aufgenoaunene  Schnabelspitze  vennelurt  und  lautet: 

Kurren  II.  Ordnun{f. 

1  einfacher  Punkt:  Gewöhnlicher  Ovalpunkt  (point  ordinaire). 

Kurven  III.  Ordnung. 

2  einfache  Punkte:  1.  Gewöhnlicher  Ovalpunkt. 

2.  Wendepunkt  (inflexion). 

3  Doppelpunkte:  1.  Gewöhnlicher  Doppelpunkt  (noeud,  point  de  croix). 

2.  Spitze  I.  Art  (point  de  rebroussement  de  la  1*  espece). 

3.  Isolierter  Punkt  I.  Art  (point  ooiyugtt^  de  la  1*  eepeoe). 
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Der  fliiunge  mehrfache  Punkt  mit  reellen  zusammenfuUonden  Tangenten 
d.  h.  die  eimige  Singulahtftt  ist  die  Spitse  L  Art  oder  der  Bückkehrpunkt 
Kurven  IV,  Orämmg. 
8  einfuhe  Punkte:  1.  GewOhnliohar  Punkt 

3.  Wendepunkt 

8.  FkMhpunkt  (point  de  aerpentement). 

10  Doppelpunkte: 

Die  drei  Doppelpunkte  der  Eurven  dritter  Ordnung. 
4.  Doppelpunkt  mit  efaur  Wendetangente  (noeud  oompliqui  d'inflexioa). 
5*  Donpe^pnnkk  mit  swei  Wendetangenten. 

6.  ÜMtBerter  Funkt  L  Art  mit  swei  imag.  koig.  Wendetangenten. 

7.  Fteabolisolie  Selbetberllhrung  von  auben  (Oskulation). 

8.  Deegleichwi  toh  innen  ^mlxraBBement). 

9.  lädierter  Punkt  IL  Art  mit  swei  koiy.  parabolieohen  Zweigen. 

10.  Bpitw  n.  Art  oder  SdmabelepitM  (poant  de  rebroussement  de  la 
2*  eep^). 

4  dreifiidie  Punkte: 

1.  Gew^Hulicher  dreifiMlier  Punkt  (point  trq>le  ordinaire). 

2.  SpifeM  L  Art  mit  einem  hindurohgehenden  Zweig  in  anderer  Richtung. 

3.  boUerter  Punkt  L  Art  auf  einem  gewöhnlichen  Survenzweig. 

4.  Spitzpunkt  (Lemnisoeros  infiniment  petit). 

7  Singularitäten: 

5  Doppelpunkte:  Spitze  I.  und  II.  Art,  Oskulation,  Embrassoment  und 

iBolierter  Punkt  II.  Art 
1  Dreifacher  Punkt  mit  zwei  zunmmenfallenden  Tangenten:  2. 
1  Dreifacher  Punkt  mit  drei  zusammenfallenden  Tangenten:  4. 

Kurven  V.  Orchiung. 

5  einfache  Punkte: 

Aufser  denjenigen  der  Kurven  IV.  Ordnung  noch 
ö.  Wendeflachpunkt  (point  de  eerpentement  complique  d'inüexion). 

16  Doppelpunkte: 

Au6er  denen  der  Kurven  lY.  Ordnung  noch 

11.  Doppelpunkt  mit  einer  Flachpunktetangente  (noeud  oompUqu^  de 
serpMitement).  * 

12.  Doppelpunkt  mit  swei  flaehpunktstangenten. 

18.  lädierter  Punkt  L  Art  mit  swei  imag.  konj.  Flaehpunktstangenten. 

14.  Doppelpunkt  mit  einer  Flachpunkts>  und  einer  Wendetangente. 

15.  Bfiokkehrflaohpunkt  (rebrouBsement  du  2*'  ordre). 

16.  Berfihrung  einer  konischen  und  einer  L  kubiachen  PtoabeL 
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21  dreifaf'lie  Punkte: 

Aufsor  denen  der  Kurven  TV.  Ordnung 

5.  Dreifacher  Punkt  mit  einer  VVendetangente. 

6.  Dreifacher  Punkt  mit  zwei  Weudetangonten. 

7.  Dreifacher  Punkt  mit  drei  Wendetangenten. 

8.  Spitze  I.  Art  mit  Wendezweig  in  anderer  liiehtung. 

9.  Isolierter  Punkt  I.  Art  mit  reeller  Weudetangente  und  zwei  koi\j. 
gewöhnlichen  Tangenten. 

10.  Isol.  Punkt  I.  Art  mit  zwei  konj.  Wendetangenten  und  einer  reellen 
gewöhnlichen  Tangente. 

11.  Isolierter  Punkt  L  Art  mit  zwei  konjugierten  und  einer  reellen 
Wendetangente. 

12.  Parabolische  Selbstberübrung  von  aufsen  (Oskulation)  mit  weiterem 
einfachen  Zweig  in  anderer  Bichtimg,  desgleichen  bei 

18.  Parabolischer  Selbstberührung  von  innen  (Embrassement). 
14.  Oskulation  mit  einem  Wendezweig  in  anderer  Richtung, 
lö.  Embrassement  mit  einem  Wendezweig  in  anderer  Bdchtung. 

16.  Isolit  rtt  )  l^mkt  II.  Art  auf  einem  gewöhnlicben  Zweig. 

17.  Isolierter  Punkt  U.  Art  mit  Wendezweig. 

18.  Bertthrung  von  Spitze  I.  Art  mit  konischer  FarabeL 

19.  Spitze  II.  Art  mit  weiterem  einfachen  Zweig  in  anderer  Richtung. 

20.  Spitze  Tl.  Art  mit  Wendezweig  in  a^dwer  Richtung. 

21.  Wendespitzpunkt  (LemnisceroB  infiniment  petit  complique  d'inflexion). 

8  Tier&che  Punkte: 

1.  GewShnficher  vierfacher  Punkt  (point  quadruple). 
3.  Spitzpunkt  mit  weiterem  Zweig  in  anderer  Bieiitung,  ein  «diein- 
barer  gewöhnlicher  Doppelpunkt. 

3.  Doppelpunkt  mit  Spitze  L  Ali  in  Jnztaposttiom. 

4.  Doppelpunkt  mit  isdintem  Punkt  I.  Art 

5.  Spitze  L  Art  mit  isoliertem  Punkt  L  Art. 

6.  Zwei  Spitzen  L  Art  in  Juxtaposition. 

7.  Zwei  iaoli«rte  Punkte  I.  Art  mit  verschiedenen  Richtungen,  ein  sog. 
vierfiMdwr  iaoUerter  Punkt  L  Art: 

8.  Zwei  isolierte  Punkte  I.  Art  mit  zusammen&llenden  Rioihtangen,  ein 
sog.  vierfacher  Punkt  IL  Art: 

(x*  -f  a\y'f  =  0. 

9)  Kückkehrspitzpunkt  (point  de  triple  pointe). 
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38  Srngfularitaten: 
7  Doppeliraiikte: 

Axtüat  denen  der  Kurven  IV.  Ordnung  nodi  15.  und  16. 
10  drei&die  Punkte  mit  zwei  snsunmen&Uenden  Tangenten: 

Spitse  I.  Art  mit  gewöhnlichem  Zweig,  femer  8.  12 — 17.  19.  u.  20. 
3  dreifiMhe  Punkte  mit  drei  mfleamien&llenden  Tangenten: 
Spitzpunkt^  femer  18.  und  21. 
Yieifkche  Punkte: 
5  mit  zwei  znnammenfallenden  Tangenten:  3.  4.  5.  6.  7. 

1  mit  drei  :  2. 

2  mit  vier  :  8.  und  9. 

Die  Anzahl  der  hier  au^nedlhlten  Arten  von  Punkten  weicht,  abgesehen 
von  der  Schnabelq^itze  und  ihren  Kombinationen,  von  derjenigen,  die  De 
Gua  angiebt,  nur  ineofero  ab,  als  dieser  mehrere  aus  einer  GleUdrang  sich 
ergebende  Punkte,  wie  s.  B.  die  ftu&ere  und  innere  paraboliaehe  SeUwt- 
berfUirung  u.  a.  zu  «ner  Spezies  zusammen&bt 

« 

Bedingungen  für  die  Existenz  ansgezeiohneter  Punkte  der  all- 
gemeinen Kurven  fiter  Ordnung  im  Ursprung  und  im  Unendlichen. 

61.  Auf  (irund  der  seitherigen  Untersuchungen  sind  nunmehr  nach  De 
Gua  sämtliche  Mittel  g^ben,  die  umgekehrte  Aufgabe  zu  lösen,  die  Frage 
nach  den  Bedinf/nngen  zwischen  den  Koeffizienten  einer  geg.  Gleichung, 
damit  die  durch  diese  Gleichung  dargestellte  Kurve  im  Ursprung  oder  im 
Unendlichen  ein  vorgeschriebenes  Verhalten  aufweist. 

a)  Im  Ursprung:  SoU  z.  B.  die  vorliegende  Kurve 


einen  Spit/pvinkt  daselbst  l)esitzen,  so  müssen  geraäfs  58,  g  aufser  dem  kon- 


treten noch,  damit  /,  {x,  y)  ~  0  eine  dreifache  Wurzel  besitzt,  die  beiden 
Diskriminanten  aus 


also  insgesamt  acht  Bedingungen. 

b)  Im  Unendlichen:  Soll  sich  daselbst  die  Kurve  z.  B.  verhalten  wie 
die  Parabel  des  Descartes  (vgl.  42,  m),  so  sind  die  beiden  Diskriminanten  aus 


+  y)-o 


fn  i^'  y)  -  0,       r:  [x,  y)  =  0,       C  (.r,  y)  -  0 
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nebst  der  Besultante  von 

/;-i(*'y)-o,  /;-f(**y)-o 

und  der  Bedingung,  die  man  erhslt,  wenn  man  die  gemeinachaftliche  Wund 
der  beiden  letsten  Gleicihungen,  die  dch  bektnntlidk  aus  dem  letzten  Divisw 
des  De  Qua'soben  Kettenbruohyerfiihrens  ergiebt,  in 

/•(*,y)-o 

eineetsti  die  fllr  die  Erirten«  des  TOigeeduiebenen  Verlauft  der  Kurre  im 
Unendliolien  notwendigen  und  hinreiehenden  vier  Bedingungen  u.  s.  w.  (jgh 
anolk  48.). 

▲nnlogto  swiaohen  den  Kurvenzweigeo.  im  Urtprnnc  und  im 

Unendliolien. 

82.  IMe  Erkenntnis,  dafii  die  höchsten  Tenne  besw.  Aggregate  der 
nach  ftllanden  Potensen  der  .Veitnderliehen  getnrdneten  KurrongUtehung  die 
unendlidi  fernen  Punkte,  die  niedersten  die  Punkte  im  ürqmmg  diarakteri- 
neren,  Teranlalkt  De  Gua,  die  Benehungen  iwisdhen.  beiden  Arten  von 
Punkten  nSher  zu  untersuchen. 

Das  Verhalten  einer  Kurre  im  Ursprung  kann  mit  dem  Veihaltea  einer 
.  anderen  in  einem  dureh  seine  Richtung  gegebenen  unendlich  fernen  Punkt 
nur  unter  genau  denselben  analytischen  Voraussetcungen  vergllohen  werden. 
Den  eindeutig  durch  das  Aggregat  niederster  Ordnung  bestimmten  ürsprangs- 
tangenten  mflssen  daher  festliegende  Asymptoten  «ktqnechen  und  da  letitere 
am  einfachsten  dundi  den  höohstm  Term  der  nach  fikllenden  Potensen  der 
Ordinate  geordneten  Kureogleichung  angegeben  werd^  wenn  die  61ei<diung 
der  Kmre  auf  ein  schiefwinkliges  Eoordinatensystem  bezogen  ist,  in  wehshem 
die  Ordinatenaze  in  die  jeweilige  Richtung  der  Ai^ymptoten  drehbar  ist,  so 
muTs,  wenn  einem  ib&dien  Punkt  der  Kurre  (I)  Jfc Asymptoten .  einer 
Kurre  (JX)  derselben  Ordnung  entsprechen  sollen,  das  niederste  Aggregat 
in  (I)  mit  dem  höchsten  Term  in  QS)  v<mi  selben  Qmä  k  sein,  die  Glei- 
chungen der  beiden  Kurven  haben  somit  die  Form: 

(I)  /•(^,ir)-f«(a^.y)  +  /„_,u..v)+  - 

(n)        •       »)  -  (fl^«*  +  a,s*-*  +  •  •  •  +  a»_,«  +  a^vT'^ 

+        W«-*-*  +  +        (ir)  .  !•  +  9«  W  -  0. 

Da  sich  in  beiden  Systemen  die  Ordinatpnaxon  x  0  bezw.  z  =  0  ent- 
sprechen, so  tritt  für      =  0  im  einen  System  der  Wert      •=  0  un  andern, 

es  entsprechen  sich  somit  die  Koefdzienten  der  höchsten  Potenzen  —  des 
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niedersten  Aggregais  in  (I)  und  diejenigen  der  niedersteil  Potensen  des 
höchsten  Terms  in  (U),  insbesondere  wird 

für  5^  «  0  entspVBOhend 

oder 

für  y  an  0  jp  =  oo 

m.  a.  W.:  Der  Ordiuatf'ii-  btv.w.  A})scissenaxe  als  ürsprungstaugcnte  in  (I) 
entspricht  in  (TT)  oiiv  Asymptote  durrh  den  Ursprung  hezw.  im  Unend- 
lichen mit  hyperbolischen  ])Pzw.  paral)olis('hpn  Asten.     Anah)g  zeigt  sich: 

a)  Haben,  den  Bedingungen  eines  Wendepunkts  der  Kun'o  (T)  im  Ur- 
sprung entsprechend,  die  höchsten  Terrae  (p^{z)  ^  0  und  94^1  ("f)  0  in 
(n)  eine  gemeinschaftliche  Wurzel  z  =  0,  lautet  also  (II): 

(n)       0  -  (s*  +        +      +  s)u— *  +     +  iP)u— *-» 

SO  Ttilillt  sieh  dio  Kurve  (II)  in  der  Biehtong  der  U'Axt  wie 
(in)  ii?»-*-s  +  i*^-*-»  — 0      oder      «*f-fl— 0 

d.  h.  wie  die  auf  ein  und  derselben  Seite  der  ?7-Axe  nach  entgegengesetzten 
Bichtungen  verlaufenden  Zweige  der  kubischen  Hyperbel  und  da  <lieser  Ver- 
lauf der  Aste  aus  demjenigen,  durch  welchen  der  gewöhnliche  unendlich 
ferne  Punkt  der  konischen  Hyperbel  charakterisiert  wird,  nur  so  zu  er- 
klären ißt,  dafs  ein  Zweig  der  letzteren  die  Asymptote  überschritten  hat,  so 
ist  der  dem  Wendepunkt  des  Ursprungs  (I)  entsprechende  unendlich  ferne 
Punkt  in  (II)  ebenfalls  als  Wendepunkt  zu  bezeichnen.  Ist  insbesondere  die 
Abscissenaxe  in  (I)  Wendetangente,  fehlen  also  die  konstanten  Glieder  in 

(x)  ^  ^'  so  sind  entsprechend  die  höchsten  Potenzen 
in  q,j^(jijmmO  und  <Pk+i(')     0  gleich  Null  zu  setsen,  (II)  lautet  daher 

(n»)      0  -  (s*-  »  +  .••  + 1)  I«?-*  +  (s*  + .  •  + 1)  ti^"*- ' 

+  (is***  +  •  •  •  +  !)*»•-*-»  +  •  •  • 
und  Terhftlt  sich  in  der  Richtung  der  O^oAze  wie 

(III  a)        M-  -  *  •  2*-  *  -f  u"-*-»  •        —  0    oder        -f     «.  0 

d,  h.  wie  die  unendlich  fernen  Aste  der  II.  kubisr}ien  Parabel.  I)iesf'n  Ver- 
lauf der  Aste  erhillt  man,  wenn  die  Asymptote  des  hyperbolischen  Wende- 
punkts schliefslich  ins  Unendliche  rückt,  der  unendlich  ferne  Punkt  von 
(H)  ist  somit  als  parabolischer  Wendepunkt  zu  bezeichnen. 

b)  Ist  der  Ursprung  von  (II)  ein  Flachponkt,  so  rnuDs  —  0  auch 
noch  Wurzel  von  <Pk+iU)  —  ^  werden,  daher 

(n)  0  - (s* H-  -  +  s) -f (s*+^+ * 

+(j*+"H-.-+jp)i»-*-"-K**+*+-+l)«*"^~*+- 
(in)  +       — 0      oder      i»*s+l— 0. 
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Die  Äste  verlaufen  somit  in  der  Bichtang  der  U-Axo  wieder  wie  beim 
gewöhnlichen  hyperbolischen  Punkt,  nur  mit  stärkerer  Anntthermig,  g«B 
entsprechend  wie  der  Flachpunkt,  abgesehen  vom  Grad  der  Krflmnning,  sidi 
▼om  gewöhnlichen  endlichen  Punkt  nicht  unterscheidet. 

Ist  wieder  in  (I)  die  Abedssenaxe  Flachpuaktstangeiite,  so  lautet  (II) 
entsprechend 

(Ha)         0  -        +  •  •  •  +  («*+  •  •  +  1)  K^-*-* 

+  (ä*-^'  -f  •  •  +  l)««^-*-*  +  («*+»  +  •••+!)  ««-*-•  +  •  •  • 

(lUaj       tt"-*-<;*-»  +  u"-*-*-«*+»  — 0     oder         +  0 

d.  h.  die  Knrre  verUliift  in  der  Bichtoog  der  CT-Axe  wie  die  Spitspnnkta- 
parabel,  also,  vom  Orad  der  Krflmnning  abgesehen,  in  derselben  Art  wie 
die  Zweige  der  konischen  Parabel. 

Der  unendlich  fisme  Punkt  ist  somit  in  beiden  fWen  als  Flaohpiukt 
sn  beseiohnen. 

c)  Den  Bedingongeo  einer  Spitae  L  Art  im  Unfnniiig  der  Knm  (I) 
entsprechend  bat  der  hOohste  Tetm  in  (II)  die  Dqppelwnnel  «     0,  daher 

fn)      0  —        -f  i:')tt— *  +  (**+i  +  •  •  +  i)»"-*-*  +  •  •  • 

Aunüherung: 

(UI)  t»«-*.    +  -0     oder  tt**+l-ü. 

Die  Iflte  erstrecken  sich  somit  an  beiden  Seiten  der  U'Am  in  der> 
selben  Bichtung,  also  einer  unendlich  fernen  Spitse  L  Art  su. 

Wenn  die  Absoissenaze  Bflekkehrtangente  in  (I)  ist,  so  lautet  (II) 

(Ha)    0 -(«*-«  + «»-•4...+  l)«"-*-f  (£*+»  +  ••  +  l)u?»-*-»  +  ... 

Annäherung: 

(lUaj  + tt"-*- —  Ü    oder   u  +    —  0. 

Die  Äste  verlaufen  somit  in  der  iBftbfatwg  der  U-Ajb  nach  Art  der 
I.  kttbisohen  Parabel,  der  unendüdi  ferne  Punkt  ist  sonach  eine  paiaboliaehe 
Sj^tse  L  Art,  da,  verglidien  mit  dem  parabdischen  Wendepunkt  a),  der 
swate  Ast  aus  der  entgegengesetzten  Bichtung  wie  dort  sich  d«r  unendlich 
fernen  Asymptote  nfthert^  u.  s.  w. 

Setst  man  diese  Betrachtungen  fort,  so  best&tigt  sich  durchweg  der 
&Ut:  Dieselben  Kriterien,  welche  die  verschiedenen  einfedien,  flMÜir- 
faohen  und  singul&ren  Punkte  im  Ursprung,  flberhaupt  im  Endlichen, 
charakterisierai,  charakterisieren  auch  die  unendlich  fernen  hyperbolisdien 
und  parabolischen  Punkte  als  ebensolche  einfache,  mehrfache  und  singulSre 
Punkte,  nur  besiehen  sich  jene  Kriterien  im  ersten  Fall  auf  die  niedersten 
Aggregate,  im  letzten        auf  die  höchsten  Terme  der  Kurvengleiehnng. 
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Fitr  die  Beniteflimg  glaohartiger  endlklMr  und  unendlich  ferner  Ponkte 
besteht  eomit  mericwftrdigerwelfle  eine  WeehBeUMnehnng  swischen  Aggregaten 
und  Tennen,  d.  h.  swiidun  ungleichartigen  Ausdrücken  besOglich  der  Ord- 
nnng  der  Knrrengleiehimg  nach  ihren  Variabeln. 

63.  üm  somit  die  Singularität  einer  Kurve  im  Ursprung  ins  Unend- 
liche zu  verlegen,  ist  algebraisch  die  Aulgabe  zu  lösen,  die  Gleichung  der 
Kurve  so  unizufonnen,  dafs  die  höchsten  Aggregate  zu  niedersten  Tennen 
werden  und  umgekehrt    Dies  erreicht  De  Qua  durch  die  Transformation 


womit  s.  Bb  die  Gleichung  dritten  Grads 


weldie  Gleiehnng  auf  das  analytische  Bxeiedi  gelegt  zeigt,  daft  letateres  in 
Besag  aof  (I)  eine  Drehung  erlitten  hat,  indem  die  Ecken  a  nnd  {  sich 
▼ertanseht  hdi>en  (vgl.  12.),  nnd  dab  dadurch  die  horisontalen  Reihen  in  (I), 
welche  die  Aggregate  darstellen,  zn  Hnkaseitigen  Parallelreihen  geworden 
sind,  welche  die  Tenne  angeben,  genauer:  Glflidiung  (II)  hat  nach  Aggie- 
gaten  (e,  u)  geordnet  die  niedersten  Terme  (y)  m  hflehsten  Aggregaten, 
nach  e  geordnet  die  höchsten  Aggregate  (x,  y)  zu  niedersten  Tennen  (u) 
und  nach  u  geordnet  die  Terme  der  nach  y  geordneten  Gleichung  (I)  in 
derselben  Folge  sn  Tennen,  nnr  dafs  die  höheren  Glieder  dieser  Terme  (I) 
die  niederen  Glieder  der  entsprechenden  Terrae  (II)  bilden,  so  dafs  hyper- 
bolische Zweige  von  (I),  die  in  der  Richtung  der  Ordinatenaxe  verlaufen, 
in  parabolische  Zweige  von  (II)  mit  derselben  Richtung  übergehen  und  um- 
gekehrt. 
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64.  Ab«r  auch  geometriich  findet  Do  Qua  eine  EiUftnmg  fDr  die  oben 
AosgesproeheDe  Übereinirtimmniig  endlicher  md  nneadlicili  ferner  Funkle,  auf 
Grund  der  TOn  Newton  erstmals  anflffeftindenen  Methode  der  Eraengung  der 
Knrren  durch  Abbildang  (Gttiesis  eorraram  per  nmbras,  vgl.  12.)  and  ee 
gelingt  ihm,  die  algebraifehe  Transformation  durch  perspelctiTe  Betrach- 
tungen, wie  folgt,  zu.  interpretieren  (Fig.  60): 

Legt  man  durch  einen  bei.  Punkt  j9,  das  sog.  PrujektioniimitrDm,  die 
Farallelebenen  siir  Ebene  £  der  geg.  Kure  nnd  snr  Prcgeklionsebene 

^  auf  welche  die  geg. 

Kurve  durch  Strahlen 
von  8  aus  abgebildet 
werden  soll,  so  schneiden 
diese  Ebenen  die  geg. 
Eben«!  4>  und  2  nadi 
Bwei  zur  Sohnittgeraden 
letzterer  parallelen  Gre- 
raden  g  und  von 
welchen  crstere  das  Bild 
der  unendlich  fernen 
Geraden  m  letztere 

dasjenige  der  unendlich  fernen  Geraden  von  O  darstellt.  Wühlt  man  daher 
den  Ursprung  der  geg.  Kur\'e  auf  f,  etwa  als  den  Fufsijunkt  des  von  .JJ 
auf  f  gefalltt'ii  Lotes  «S'O  ==  />,  nimmt  man  ferner  die  Gerade  /  zur  Ordi- 
niitt'iiaxf.  die  Projektion  von  )>  auf  Z  zur  Abscisseuaxe  und  entsprechend 
in  der  Bildebene  </>  die  Gerade  //  zur  1'-  und  die  Projektion  der  X-Axe 
zur  Z-Axe,  so  bildet  sieh  der  ITrspruug  O  der  geg.  Kurve  als  unendlich 
ferner  Punkt  der  Kurve  </>  und  jeder  ihrer  unendlich  fernen  Punkte  als 
Punkt  der  Ordinatenaxe  U  al»  und  e.s  ist,  wenn  der  projizierende  Strahl  .SP 
des  Kurven])uukts  P  die  Bildebene  in  P'  triflFt ,  die  Ordinate  PB  ^  y 
parallel  der  Ordinate  P" B"  ^  u  des  Bildpuukts  P'.  Daher,  wenu  SM  ^  q 
die  Entfenmng  des  Projektionsinittelpuukts  von  der  U'Axe  bezw.  vom  Ur- 
sprung M  der  Projektionskurve  bezeichnet, 

m  ASSOf^ADSS^X  Bl)^  DB'* 

woraus 


Fig.  60. 


d.  h. 

(1) 


BO 
BO  -i-  BD 


SO 
.Vo  +  DF 


oder 


BO 
DO 


SO 
MB' 


X  p 


oder 


pq 


aus  ASBP'^ASB'P': 


np 

BP 


SB 
ÜB^ 


OB 
OD 


1^ 

z 

SO 
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od«r 


(2) 


U  M 


oder 


Hiennit  Iteweist  D«  Qua  entmals,  wenn  auch  mniehsti  no«h  in  «mem 
Smidar&U,  daCi  lineare  Transfotmatiwi  nnd  projektiTe  Abbildung  identiscb 
sind  d.  b.  dab  die  Übevftbrvng  der  Oleichung  einer  Bnrre  durob  lineare 
Tnuufbnnation  in  eine  andere  Form  ^eiebbedentend  ist  mit  der  Abbildung 
der  Knrre  dnreb  SSeotralperspelctrire  in  dne  aadne  Ebene  dee  Baums.  Da 
diese  Art  der  Abbildung  eindeutig  ist  d.  b.  da  jedem  Punkt  der  uraprüng- 
lidhsa  Kmrre  amdi  nmr  ein  einziger  Punkt  des  Bildes  sugeturdnat  ist  nnd 
somit  die  Zabl  der  Sobnit^^mikte  einer  Eure  und  einer  Geraden  auob  in 
der  AUnldnng  erhalten  bleibt,  so  ladsm  sieb  die  projeklivsii  Eigenschaften 
der  Kurven  d.  b.  diejenigen,  die  dnrdi  Projektion  nidtt  Tarieren  gehen,  also 
insbesondere  die  Eigenschaften  der  mehr&dien  und  singulftren  Punkte  sowie 
die  Ordnung  der  Kurve  auch  durch  lineare  Transformation  nicht;  nicht  zu 
den  projektiven  Eigenschaften  dagegen  gehört  die  Mittelpunktseigenschaft 
(vgl.  30.),  die  somit  auch  durch  lineare  Transformation  (wo  im  allgemeinen 
nur  Doppelverhaltnisse,  nicht  aber  einfache  übertragen  werden)  verloren 
geht  ebenso  wie  die  ursprüngliche  Lage  des  Koordinatensystems.  Zugleich 
folgt,  dafs  zwei  durch  lineare  Transformation  auf  einander  bezogene  Kurven 
stets  im  Raum  in  Zentralperspektive  Lage  gebracht  werden  können. 

65.  Auf  Grund  dieser  Ergebnisse  ersetzt  De  Gua  behufs  Untersuchung 
des  VerlaufB  der  Zweige  unendlich  femer  mehrfacher  nnd  singulBrer  Punkte 
die  ursprünglich  angewandte  lineare  Transformation  (vgl.  63.  besw.  68.) 
durdi  das  bequemere  Hillsmittel  der  projektiven  Abbildung.  Den  Schritt 
zur  Binfthrung  homogener  Koordinaten,  die  für  diese  üntersuehnagen  ein 
noch  eiafiMiheres  HUfinnittel  abgegeben  hfttten,  mw^t  De  Gna  mcUi^  obwohl 
einerseits  die  Betrachtung  des  analytischen  Dreiecks  wegen  der  Yertauscbmig 
xweier  Dreieeksseiten  (vgL  63, 1  und  n)  sur  Kiitfflhning  der  dritten  Seite 
des  Dreiecks  als  neuer  Koordinatenaze,  also  andi  sur  Einfthnn^  einer 
dritten  Variabeln,  YarBolassimg  bieten,  andererseits  das  bei  linearer  Trans- 
formation stattfindende  Auftreten  f^eicher  Nenner,  durch  deren  Fortsehaffimg 
sogar  suTor  konstsnte  Glieder  ndt  Ysriabeln  behaftet  werden,  den  Gedanken 
der  Einfthmng  eines  IVopoztiooalitSts&ktois  d.  h.  einer  dritten  Variabeln 
nahe  legen  konnte  (vgL  18.). 

66.  Beachtet  man,  dafs  jeder  Punkt  eines  Quadranten  der  Ebene  £ 
sich  eindeutig  in  den  entsprechenden  Quadiant«'n  der  Projektionsebene  0  ab- 
bildet und  dafs  gemäfs  dem  Hauptgesot/.  der  Zentralperspektive  ent- 
sprechende Geraden  beider  Ebenen  sich  in  der  Schnittgeradeu  letzterer  treffen, 
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d&b  feiner  jeder  Zweig  der  Kurre  £,  wenn  er  die  Ordinatenaxe  f  schneidet, 
sich  abbildet  mit  der  Projektion  der  in  jenem  Scbnittpnnkt  an  den  Zwdg 
£  gesogenen  Tangente  als  Asymptote,  welch  letatere,  &ll8  der  Zweig  £  die 
Ordinatenaxe  selbst  berflbrt^  ins  Unendliche  rfiokt  und  den  Verlauf  der  Bild- 
kiirve  parabolisch  gestaltet,  so  ergeben  sich  dnrcb  Projektion  der  auf  f  an- 
genommenen mehrfachen  und  singulftren  Punkte  die  in  62.  analytisch  defi- 
nierten Qeetaltmi  der  Zweige  der  entqprechend  gleichbeoannten  unendlidi 
ftmen  hyperbolisdien  und  parabolischen  Punkte,  abgesehen  vom  Grad  der 
KrOmmung,  wie  folgt,  wenn 

a)  Die  Ordinatenaxe  f  nicht  Tangente  in  Zt 

1.  Hypt'rltolische  gewühnlu  lu'  Punkte:  Ovalpunkt,  Flach-,  Spitzpuükl  (vgL  22.) 
mit  Ästen  nach  Art  der  konischen  Hyperbel. 

2.  Hyp»'rbolis(he  Wendepunkte:  Wende-,  WeudeÜach- ,  Wendespit7.])iinkt 
{yg\.  -•i  )  mit  Asten  nach  Art  der  knbischen  Hyperbel  auf  derselben  iaeite 
der  Asymptote  (Abscissenaxe)  nach  entgegengesetzten  Richtungen. 

3.  Hyperbolische  Kückkehrpunkte:  Spitze  I.  Art,  Rückkehrflach-,  Hüokkehr- 
spitzpunkt  (vgl.  24.)  mit  Asten  nach  Art  der  kubischen  Hyperbel  auf 
verschiedenen  Seiten  der  Asymptote  (Ordinatenaxe)  nach  derselben  Rich- 
tung. 

4.  Hyperbolisohe  mehrfiMshe  Punkte:  Ein  System  von  ebensoviel  parallelen  ge- 
trennten besw.  susammenfi^llenden  Aqrmptoten  als  die  VieUhchheit  angiebt 
mit  ebensoviel  hyperbolisdien  gewöhnlichen  Punkten,  Wende-  und  Rflckkehr- 
punkten  als  der  entsprechende  endliche  mehrfache  Punkt  derartige  Zweige 
besitzt,  K.  B.  besteht  die  hyperbolische  Oskulation  (vgl  62.)  aus  vier 


(Fig.  62),  wfthrend  ein  solches  Paar  allein  die  hyperbolische  Schnabel- 
spitze  darstellen  wflrde  (Fig.  63). 

5.  Hyperbolische  isolierte  Punkte:  Ein  System  paralleler  Asymptoten  Lu  ima- 
ginttrer  Entfernung  vom  Ursprung  u.  s.  f. 


Vitt.  61. 


Fig.  63!. 


FiK.  63 


beiderseitig  den  Enden  einer  Ai^ymp- 
tote  sustrebenden  Ästen  (Fig.  61)  und 
kann  daher  ebensowohl  durch  Ver^ 
einigung  zweier  hyperbolischer  Spitien 
L  Art  als  zweier  hyperbolischer 
Wendepunkte  entstanden  gedacht  wer- 
den, das  hyperbolische  Embraasement 
ist  dargestellt  durch  zwei  Paare  hyper- 
bolischer Zweige,  die  auf  entg^en- 
gesetzten  Seiten  einer  Asymptote  ent- 
gegengesetzten lUchtungen  zustreben 
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b)  Die  Ordmatmaze  f  ist  Tangente  in  £i 

1.  FaraboUsclie  gewOlmliche  Punkte:  Äste  wie  bei  der  konischen  Parabel 

2.  Parabolische  Wendepunkte:  Iste  wie  bei  der  IL  kubischen  Parabel 
8.  Parabolische  Büokkehipunkte:  Äste  wie  bei  der  L  kubischen  Parabel 

4.  ^urabolisdie  Oskulation  bezw.  Embrassement:  Tier  Äste  nach  Art  zweier 
sidi  die  konvexe  Sehdtelseite  zulrahrender  bezW.  zweier  parallel  ge- 
stellter konischer  Parabeln  (Fig.  64,  66)  u.  s.  f. 

c)  Liegt  umgekehrt  auf  der  Qrdinatenaze  f  ein  hyperbolischer  bezw. 


mg.  64.  »g.  «5. 


parabolischer  Punkt,  so  pruji/iert  sich  dieser  auf  die  Bildebene  als  der  ent- 
sprechende parabolische  bezw.  hyperbolische  Punkt  u.  s.  w. 

67.  De  Gua  hat  somit  ersianals  gemäft  den  Ausführungen  62.  Ins  66. 
die  streng  analytisch  und  synthetisch  begründete  heutige  Auflhssnng  der 
Identität  der  unendlich  fernen  und  der  endlichen  Ponkte  d.  h.  dab  die  un- 
endlich fernen  Äste  einer  algebraischen  Kurve  stete  paarweise  auftreten  und 
sich  in  den  unendlich  fernen  Punkten  genau  in  denelbea  Weise  Tereinigen 
wie  die  in  einem  endlichen  Punkt  zusammentreffenden  Teile  eines  Zweigs. 
Diese  ganz  hervorragende  I^eistung,  durch  welche  De  Gua  die  bis  dahiiL 
bestandene  Ausnahmestellung  der  unendlich  fernen  Punkte  beseitigt,  be- 
reichert er  noch  um  zwei  auf  die  gestaltlichen  Eigenschaften  der  Kurven 
dritter  Ordnung  bezügliche  interessante  Anwendungen  der  projektiven  Ab- 
bildung, welches  Verfahren  sich  ihm  als  ein  ausgezeichnetes  Mittel  dar- 
bietet, Eigenschaften  einer  Kurve  uus  dem  Unendlichen  ins  Endliche  und 
umgekehrt  /.u  ül^ertrageu:  De  Gua  giebt  den  ersten  rein  synthetischen  Be- 
weis der  Newtorrsehen  (Jenesis  curvurum  tertii  ordinis  per  umbras  und  ent- 
deckt den  klassischen  Satz  über  die  Wendepunkte  der  Kurven  dritter  Ordnung. 
Sanarback,  Oaa  da  Malvai.  7 
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Abbildung  der  Kurven  dritter  Ordnung  ncush  De  Qua. 

68.  Untenucht  man  dio  von  Newton  aufstellten  Figuren  der  Kurven 
dritter  Ordnung  auf  ihre  Wendepunkte,  so  zeigt  sich,  dafs  mit  Ausnahme 
zweier  der  fünf  divergenten  kubischen  Parabeln,  nänilich  der  Spitae  L  Axt 
und  des  Folium  des  Deacartes,  sätnfli  lie  Arten  dieser  Kurven,  falls  sie 
nicht  einen  Wendepunkt  im  Endlichen  besitzen,  als  Ersatz  hierfür  einen 
hyperbolischen  Punkt  aufweisen,  dessen  Äste  auf  derselben  Seite  der  Asymp- 
tote nach  entgegon^^esetzten  Richtungen  verlaufen,  d,  h.  einen  hyperbolischen 
Wendepunkt,  von  Newton  noch  als  „branches  hyperfooliques  a  diametrea'* 
bezeichnet  (vgl.  29),  da  die  Parallelsehnen  zur  Asymptote  die  Kurven  nur 
noch  in  zwei  Punkten  schneiden,  der  zugehörige  Durchmesser  sich  somit 
wie  bei  den  Kegelschnitten  bestimmt.  Nimmt  man  also,  da  die  fünf  diver- 
genten Parabeln  die  einzigen  Karren  dritter  Ordnung  sind,  die  paraboliache 
Wendepunkte  besitien,  die  Ordinatenaxe  f  |(Fig.  60)  zur  Wendeasyroptote 
bezw.  Wendetangente  der  absubildenden  Kurven,  so  entstellt  durch  Pro- 
jektion stets  eine  der  fllnf  divergenten  Pöbeln,  nmgekehri«  enengen  letrtere 
dmdi  ihre  Prqjektioo  sImfUche  Eunren  dritter  Ordnung. 

Bäte  von  De  Oua  ftber  die  Wendepunkte  der  Kuren  dritter  Ordnung. 

69.  Auf  Grund  des  Newtou'schen  »Satzes:  Hat  eine  Kurse  dritter  Ord- 
nung zwei  Wendasyniptuten,  so  nmfs  sie  noeli  eine  dritte  haben  (vgl.  29), 
ergiebt  sieh  durch  zentralprojektive  Abhililuiig  th  r  tlioe  (hei  unendlich  fernen 
hyperbolischen  Wendepunkte  verbindenden  unendlich  fernen  Geraden  ins  End- 
liche (Fig.  GO)  der 

Satz  von  De  Grua:  Hat  eine  Kurve  dritter  Ordnung  zwei  Wendepunkte 
im  Endlichen,  so  besitzt  sie  stets  noch  einen  dritten,  der  mit  den  beiden 
ersten  auf  einer  Geraden  liegt. 

70.  AuTser  diesem  synthetischen  Beweis  findet  sich  Usagee,  pag.  314, 

ein  analytischer 

Erster  Beweis  von  De  Gua  (1740): 

Wählt  man  den  einen  der  drei  Wendepunkte  zum  Ursprung  und  die 
ihn  mit  dem  zweiten  Wendepunkt  (0,  a)  verbindende  Gerade  zur  Ordinaten- 
axe 7,  80  trifft  diese  die  Kurve  dritter  Ordnung  noch  in  einem  dritten 
Punkt  (0,  h)  und  die  Oleidinng  der  Kurve  lautet  demnach  für  0 

y(y-a)(y-6)  =  sr»-(a  +  6)y»  +  a6y-0. 

Ist  somit       der  Koeffizient  des  linraiv-n  Gliedes  in  j-,  also  ahy  —  r*.r  das 
niederste  Aggregat  der  na<'h  beiden  \'arial)elM  tjeordiieten  Kurveiitjleii  lumti. 
mufs,  da  der  Ursprung  Wendepunkt  sein  soll,  die  au.s  diesem  Aggregal  sich 
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ergebende  Wurzel  V  —  ^  Faktor  dns  nächst  höheren  Aggrt  gats  der  Kurven- 
gleichung seiu  (vgl.  56  i;  letzteres  lautet  daher,  wenn  wegem  des Koefibdenten 
(a  +  2i)  von     der  andere  lineare  Faktor  m  (a  +  &)y— rd?  genommen  wird 

-({„  +  l)y-  r^)  (y  _         -  -  («  +  l),«  +  (r  +  '■■<';+   )  X,  -  ai« 

und  da  die  Koeffisienten  des  höchsten  Aggregats  bis  auf  denjenigen  von  y\ 
der  zu  1  angenommen  wurde,  beliebig  gew&hlt  werden  können,  so  hat  die 
Gleichung  der  Kunre  dritter  Ordnung  mit  einem  Wendepunkt  im  Ursprung 
die  F<Hnn 

(1)  y)  -  sr»  +  f«^  +  f  «V  +  +     +  (r  +  -^j 

Soll  der  Schnit^unkt  (0,  a)  der  Enrre  mit  der  IT-Aze  ebwfalls  Wende- 
ponkt  sein,  so  ist  die  Bedingung  hierfttr,  dafo  die  beiden  niedersten  Aggre- 
gate der  in  diesen  Punkt  als  Ursprung  transfonniarten  Kurvengleicbnng  sine 
gemeinschaftliche  Wuriel  haben.  Nach  dem  Taylor'schen  Sati  «rhilt  man, 
indem  man  »  konstant  und  y  TerAndwlidi,  also  dx^O  und  dff^a  nimmt, 
die  transformierte  Gleichung  in  der  Form: 

(2)  f{x,  y^dy)^  fix,  y)  +  ^  |J-  dy  +  i  ^^'l  dy^'  -f  dy »  -  Fi^x, y) , 
wo 

cy 

|^.-.-2(a-|-6)-|-6y  +  2/'* 

somit 

J-C^,  y)  -  a6y  -  c«^r  -  (a  +  6)  y«     (r  +  ^'"'^t^^)  x ,/  - 

+  .v'  +  /•Ji/'  +  gx^y  +  Äa^* 

+  a»6  -  2a(a  +  6)y  +  «  (r  +  ^y^)  «  +  8ay«+  2a/'«y  -|-  ay«« 

4-  n^fi  +  3aV  -  Ui  -f  6)a*  +  o\ 
oder  nach  Aggregaten  geordnet 

(»)  #•(«,,)-(«•-«»),+  („V-«'  +  a(r  +  '-^|''>))« 

+  (2«  -  *V+ (,«  +  8ar+ Jli^ii).,  +  (a,- i^)  ^ 

+  ?/•  +  fitV*  +  .'/.'•«.V  +  l'x' 
und  daher  nach  der  Methode  der  btaflelreuhuong: 


« I,  -  2  (fl  H-  6)  y  -I-  (r  -I-  )  «  +  3y»  +  2  fx^  +  y«» 
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(a'  -  ab,!,  +  {a'l  -    +  «  (r  +  '^^-^^))  ^  geht  i 


III 

8     •»  - 


^a-b  !•••}-. 
a(a— 6)^"^o»— aÄ* 


t  

mmit  d«r  Resl 

•[«V-<^+»(r+5^+'*)]=-o 

die  Bedingung,  dafs  der  Sehnittpunkt  (0,  (i)  der  Kurve  (  I  i  mit  der  )'-Axe 
Wendepmikt  ist  Fonnt  man  die  Klammerlaktorea  in  (4)  um,  so  tindet  man 

{.    .    .    .)«   a6(«-6)  

'     '          r             ^     a(abf  4- br -i- e*) 
[•        •     J  -  5  

und  (4)  geht  über  in 

n  «•«'.   L.      e\a'-ab-{-b*)-{-a*b(r-^bf)  c»-|-6(r-f  g/Q 

-  (a*6«i/  -  bc-r)  («  -  ö)*  -f  [f«(a«  -  rj  ?>  +      +  a«6(r  +  bf)] 

—  «*i>-(a  —  bfff 

-  c»((fl  -  b  fbr  -  (bl  -\-  rja^b  -  (a/'^  r)  («*  -  a6  +  b*)b] 
+        -  afc  +  b^)  +  a»d*(a/'+  r)     +  r) 
(4a)  0«a«6»(^r(a-&)«  +  (a/-+r){b/'+r)) 

Da  diese  Hediuguugsgleicliuug  für  den  Wendepunkt  (0,  (/)  sich  nicht 
ilndert,  wenn  <i  mit  b  vertauscht  wird,  so  hätte  man  (da)  auch  erhalten, 
wenn  man  tJleichung  (1)  statt  nach  iO,(t)  nach  (0,  &)  transt'onniert  und  für 
letzteren  Punkt  die  Bedingung  des  Wendepunkts  aufgestellt  hätte,  d.  h.  auch 
der  dritte  Schnittpunkt  der  Ordinateuaxe  und  der  Kurve  ist  ein  Wende- 
punkt (j.  e.  d. 

Sonderfälle:  Liegt  der  dritte  Schnittpunkt  ((^,b\  im  Unentilichen,  so 
fehlt  die  höcliste  Potenz      in  der  Gleichung  der  Kurve  dritter  Ordnung, 
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letztere  kum  daher  in  diesem  Fall  für    »  0  in  der  Ferna  genommen  werden 

—  a(jf  —  a)y  ^"  —  ay*  +  «'y «-» 0 . 

Ist  e*  der  Koeffiaent  des  linearen  Gliedes     so  mnfs  wieder,  weil  der  Ur- 

spmng  Wendepunkt  sein  soll,  die  Wnrsel  </  =  ^ « :r  des  niedersten  Aggregats 

Faktor  des  nächst  höheren  sein:  ist  daher  der  andere  lineare  Faktor  —  rx, 
6u  lautet  das  Aggregat  der  Glieder  zweiter  Dimension 

-  (ajf  -  rx)(tf  -  ^1«)     -  ajf*  +  (r  +      x}/  -  '^x*, 

dann  he,st*^hen  noch  zwei  MSglichkeiten,  entweder  der  unendlich  ferne  Schnitt- 
punkt ist  parabolis(  lier  oder  er  ist  hyperbolischer  Art: 

Erster  Fall:  Wird  das  Aggregat  der  <ilipdor  dritter  Dimension  zu 
/>//*  +  ff  r^ff  +  lix^  genommen,  so  folgt,  da  der  Term  f'x  —  a  ~  0  der 
höchsten  Potenz  //'  der  nach  fallenden  Potenzen  von  //  geordneten  Kurven- 
gleichung die  zur  ( )rdinatenaxe  parallele  Asymptote  x=       ergiel)t,  letztere 

aber  für  diesen  Fall  ins  Unendliche  rückt^  dafs  /' =  ().  d.  h.  dafs  das  Glied 
fxi^  in  der  Olddiung  der  Kurre  fehlt    Diese  lautet  daher 

( 1  a)    f  (x,  if)  =  //.r //  +  /<  ar*  —  «i/*  +  (^r  +  ^^jxy—-^x*-\-  a*y  —  c*x  —  0 , 

woraus,  wenn  wieder  in  den  Schnittpunkt  (0,  a)  transformiert  wird, 

und  somit  die  transformierte  Gleichung 

(2a)    F(x,i^)  =  (/ic*y+«*— a/+(r+         +  ^)^*—rt'y+«<'«—0, 

woraus  die  Bedingung,  dafs  dieser  neue  Ursprung  (0,  a)  Wendepunkt  ist, 
mittels  der  Staffislredmung 

-  u}y  -h  arx  -  ay^  +  (r  +  ""^xy  +  {ay  -  '^x*   \  ä  -  ^^J^ 

~  ay*  +  r  •  acy  I 


''Uy^{ag-^)x' 

e*  c*r  , 

—  XU  —  —r'jr 


als  Rest:  ayo^-^O   d.h.  j7""0, 

hiermit  geht  {la)  Uber  in 
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Die  Karre  verhält  sich  also  im  Unendlichen,  gemifii  dem  mnalTÜsdien  Drei- 
eck, wie  die  xweite  kubische  Parabel 

ne  hat  also  im  nnendlidk  fwnen  Punkt  der  Y-Axt  mnen  paraboliachen  Wende- 
punkt q.  e.  d. 

Zweiter  F^:  Transformiert  man  die  Olachnng  der  Kurre 

(1  b)  f(x,  y)  -  fxjf* + gix^y  ^hx^-  ay*  +  (r  +  xy—a^-^a'y-c'x^O 
wieder  in  den  neuen  Ursprung  (0,  o)  mittels 

^  -  2r*y  +  gx*- 2ay  +  (r  -|-        -|-  a* 

so  eih&lt  man 

^(^r,  y)  -       +  9^tf  +      -  «y*  +  (r  +  ~  -I-  2a f)  xy 
+  (»^  —  -^t)     —  aV  +  a(r  +  «/> 
und  die  Bedingung,  data  (0,  a)  ein  Wendepunkt  ist,  ergiebt  sidi  aus 

„~^*    -!-(*•+ «f)^y   I 

ab  Kost:    («flr-'/,)  +  i  (»•  +  af)  {^^  +  "A)  =  0, 

oder 

(2b)  aV  +  ^)  +  A«r  +  c»)-.0. 

üm  die  Art  des  unendlieh  fernen  Punktes  der  Ordinatenaxe  su  untersuehen, 

macht  man  die  Asymptote  x^y-  sur  neuen  Ordinatenaxe,  transformiert 
also  (Ib)  in  Bezug  auf  den  neuen  Ursprung  ,  0^,  wobei  diesmal  x  ver- 
ludevlieli  und  y  koostanti  also  und  dy  ^0  ta  nehmen  ist,  dann  ist 

g,*  -  2-7y  +  6*0.  - 
^'^  -  fiJk 
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somit  lautet  die  transformierte  Gleichung 


•1  H  V  ="55  » 


1 


1  fY 


^  a«A  +  c'Y(aY+r)^Q^ 


Infolge  der  Bedingung  (2  b)  Tenohwindet  somit  das  in  y  lineare  Glied,  die 
Kurve  veriiSlt  doih  daher,  weil  auoli  das  Olied  ay'  fehlt,  in  der  Richtung 
der  neaen  Ordinatenaxe,  gemSfo  dem  analytischen  Dreieck,  wie  die  kabisdie 
Hyperbel 

der  unendlich  ferne  Punkt  der  alten  Ordinatenaxe  ist  somit  ein  hyperboli- 
scher Wendepunkt  unter  der  Bedingung,  «lafs  die  beiden  anderen  Schnitt- 
punkte der  Kurve  mit  der  Ordinatenaxe    lim  falls  Weudepunkte  sind  q.  e.  d. 

Hiermit  sind  sämtliche  Sonderfälle  des  Hauptsatzes  über  die  Lage  dreier 
Wendepunkte  direkt  bewiesen,  denn  der  weitere  Fall,  zwei  Wendepunkte 
im  Unendlichen  und  der  dritte  im  Endlichen,  besteht  nicht,  es  mflssen  als- 
dann alle  drei  Weadepiukte  im  Unendlichen  liegen  (vgl.  29). 

TL  Des  geschichtlichen  Interesses  wegen  sei  hier  angeschlossen  der 
acht  Jahre  später  erschienene,  mit  ffilüB  der  DüFerentialre<duiung  gefBhrte 
Bewei»  van  Mae  Xomtn»  (1748): 

Sind  y,  —  FP,     —  F^,     —  FiZ  die  sn  irgend  einer  Absoisse  OF'^x 


Fl«.  M. 


gehörigen  Ordinaten  der  auf  schiefwinkliges  System  besogenen  Kurve  dritter 
Ordnung  (Fig.  66) 

+  (a«  +  6)    +  (cof«  +     +  r)  y  +  0?a^  +  A«*  +  *«  +  0  -  0 
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und  j\  —  OÄ^  Xf      OB,      =  ()('  die  Abscissen  der  aus 

sich  ergebenden  Schmt^unkte  mit  dar  AbsoUseaazef  so  ist  gemlb  49. 

yx-Hi'Vi^'yi.^-  ^i)  (-^  -  a^)  (a?  —  ^) 

oder 

woraus  durch  Logarithmieren  und  Differenzieren  mit  Beachtung,  dafs  g  eine 
Konstante  ist 

log  FP  +  log  FQ  +  log  FR  =  lo<r  //  +  log  FA  +  log  FB  -\-  log  FC 

(1;  f'/'  +   FC^        FR    ~  FA  ^  FB  ^   FC  ' 

Ändert  man  die  Richtung  der  Ordinatenaxe,  so  dafs  nunmehr  jPP|,  FQ^. 

FB^  die  m  OF «  x  gehörigen  Ordinatem  sind,  so  ist  wie  oben 

JPP,  •  FQi  •  FB^  "g^  'FA'FB'FC 

und  daher 

.  r/FP,      f/F^,      r/F7?,  _  dFA    .'^FB  FC 

jrp^  +  yQ   +  /rjRj  ~  FA       FB  \FC 

und  somit  aus  (1)  und  (2) 

W  jrp  "T"  ir;^       FB  ^  FB^       1*'^,       FB^  ' 

Lftürt  man  —  a;  um  das  DÜFersntial  dx  —  dOF  —  FF^  wachsen  oder, 
wie.  die  Figur  seigt,  abnehmen,  und  zieht  durch  F^  die  sur  Ordinate  FF 
unendlioh  benachbarte  parallele  Ordinate,  welche  die  Kurve  in  den  su 
P,  ^,  B  unendlich  benachbarten  Punkten  P^,  Q^,  B^  schneidet,  so  dals 
PPe*  Q%»  ^  unendlich  kleinen  Sehnen  betrachtet  werden  können, 
durdi  deren  YerlBngerong  die  Tangenten  PJT,  QL,  BM  der  Kurrenpunkte 
P,  Q,  B  entstdien,  so  ist,  wenn  FG  #  FF^  gezogen  wird 

F^G  =^PF^y     also     P^G  =  dy  ^  dFF 

und  somit 

P>g     FF      ,      P,_ö     PO      ,      dPF  dOF 
FG      JfF        '    PF     JCF  PF"  "  JTF  * 

Führt  man  diese  Betrachtung  an  sämtlichen  sechs  Kurrenschnittpunkten  der 
Geraden  FP  und  FP^  durch,  so  erhält  man 


dFP 

dOF 

dFP^ 

dOF 

FP 

—  FJC 

FP, 

FÄ', 

dF<^ 

dOF 

dFQ, 

dOF 

FV 

FL 

"FL, 

dFR 

dOF 

dFR, 

dOF 

FB 

^  ~FM 

FB, 

"  FJf,  ' 
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WO  JTi,  7v|,  Ml  die  Schnittpankte  Ton  OF  mit  den  in  P^,  Q^,  gesogenen 
Tangenten  sind,  nnd  Ideraus  dnrch  Addition  unter  Berllcksiditfgiing  von  (3) 

{*)  JPK^  FL^  FM     FK^^  FL,  ^  FM, 

Lafst  man  die  Gerade  Fl\  sich  drehen  bis  sie  mit  FO  zusainmeiitaüt, 
dann  wird 

FÄj  =  FA,      Flu  "  FB,      FMi  -  FC 

nnd 

K^J  t  x  ^  FL^  FM     FA  ^  FB  ^  FC 

somit,  d»  sowohl  das  Azensjstem  als  auoh  die  Absdsse  OF  beliebig  ge» 
wShlt  wurden  und  diese  Betraohtung  sidh  fUr  jede  algebraische  Kurve  in 
derselben  Weise  durchführen  Iftbt, 

SalUs  von  Mae  Laurm:  Zieht  man  vim  einem  beliebigen  festen  Punkt 
{F)  auf  einer,  eine  algebraische  Kurve  Mter  Ordnung  in  n  Punkten  schnei" 
denden  festen  Geraden  (OF)  beliebige  Tlransversalen,  welche  die  Kurve  in 
ebensoviel  Punkten  schneiden,  so  ist  die  Summe  der  reziproken  Werte  der 
auf  der  fiesten  Geraden  vom  festen  Punkt  aus  gemessenen  Abschnitte,  die 
dureh  die  Tangenten  in  den  Kurvenschnittpunkten  einer  solchen  Transversale 
erseugt  werden,  konstant,  nftmlich  gleidi  dar  Summe  der  reziproken  Werte 
der  auf  dar  festen  Geraden  dureh  die  Kurvensdbnittpunkte  einerseits  und 
den  festen  i  Punkt  andererseits  b^renxtem  Strecken. 

Oder,  da  die  Summe  der  reziproken  Werte  von  n  Stredron  dun^  Aie 
Ansah!  der  Strecken  dividiert,  das  harmonisdie  Kittel  der  Btreeken  dar- 
stellt, hier  aber  die  Anxahl  der  Streeken  stets  dieselbe  ist,  so  kann  man 
ttttdi  sagen:  Das  harmonische  lüttel  aus  den  'auf  der  fosten  Geraden  durdi 
die  Tangenten  in  den  Schnittpunkten  der  Transversalen  einerseits  und  dem 
festen  Punkt  der  Geraden  andererseits  begrenzten  Abschnitte  ist  konstant 

Dieser  Satz  von  Mac  Laurin  ist  die  Verallgemeinerung  der  zweiten 
allgemeinen  Eigenschaft  sämtlicher  algebraischer  Kurven,  die  Newton  in  der 
Enumeratio  aufführt.    Sie  betrifft  die  Asymptoten  und  lautet: 

Hat  eine  Kurve  n  ter  Ordnung  w  Asymptoten,  so  sind  die  arithmetischen 
Mittel  aus  den  Abschnitten,  welche  einerseitxS  dureh  die  Asymptoten  anderer- 
seits durch  die  Kurve  auf  einer  beliebigen  Geraden  abgeschnitten  werden, 
gleich,  m.  a.  W.:  Die  Suninien  der  von  den  n  Asymptoten  uikI  ihren  zu- 
gehörigen Kurven  zweigen  be«rrenzten  Abschnitte  einer  eine  Kurs'e  «ter  Ord- 
nung in  n  Punkten  schneide lulen  Genidcn  sind  hezü^dich  des  Schnittpunkts 
dieser  (reradtii  mit  ihrern  ziigeböri<^en  Dun  hnif.s.scr  auf  lieiden  Seiten  der 
Geraden  gleich  l^vgl.  huiuiit  den  Sonderfall  der  konisrlien  Hyperbel). 

I)a  jede  der  Tangenten  l'K,  <^L,  UM  die  Kurve  dritter  Ordnung  in 
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«iiMm  wttteren  Punkt  V,  W  admeidet,  so  ist  in  dem  besonderen  Fall, 
wenn  die  VetbindiuigigwAde  UV  sweier  dieser  Sohnittponkte,  als  feste 
Gerade  betraehtet,  die  beliebig  gewihlte  ia  5,  di»  dritte  Tangrate  RM 
in  W*  und  dio  'Kurve  in  dem  weiteren  Sdmitfepuikt  trifft,  nach  dem 
Sats  von  Mac  Lanrin 

su^  SV  ^  aw    au^  sv^  sw  " 

somit 

—  BW*' 

d.  h.  es  fallt  W  und  .somit  auch  H'  mit  dem  Kunenpunkt  \V"  zusammen; 
die  Schnittpunkte  V.  V,  \V  dor  Kurve  mit  den  in  P.  Q.  7?  gezogenen  Tan- 
genten liegen  somit  in  einer  (ieraden  und  man  erhält  den  weiteren 

Sais:  Zieht  man  in  den  Schnittpunktun  einer  beliebigen  Geraden  mit 
einer  Kurve  dritter  Ordnung  die  Tan^'enten,  80  liegen  deren  Schnittpunkte 
mit  der  Kurve  ebenfalls  in  einer  Geraden. 

Fallen  die  Schnittpunkte  l\  F,  W  der  Tangenten  mit  den  jeweiligen 
Berührungspunkten  /'.  R  zusammen,  werden  also  /',  Ii  zu  Wende- 
punkten, so  deckt  .sieh  die  (Jerade  UVW  mit  der  Geraden  FQU  d.  h.  die 
drei  Wendepunkte  liegen  in  einer  Geraden. 

72.  DriUer  Beweis  mittds  des  Seknit^uiüctrestsatjies. 

Ordnet  man  die  ToUstlndige  Oleidiiuig  einer  algsbraiaehfln  Kurve 
nter  Ordnmig  nach  steigenden  Aggregaten  beider  VerinderlidMn,  so  ist  die 
Anxahl  sSmtlioher  Glieder  der  Oleichnng 

1  +  2  +  3  +  ..  +(„+i)_(M-JL(!H:«. 

Da  die  Gestalt  der  Kurve  von  den  Koeffizienten  der  Glieder  abhingt| 
aber  durch  Division  der  Gleidrang  mit  einem  der  Koeffizienten,  meist  dem- 
jenigen der  hOciifllen  Potens  einer  der  Yariabehn,  eben  diese  Potens  den  he- 
stimmten  ZahlfiwkorfSsienten  1  eridit)  so  ist  demnach  die  Ansahl  der  nodi 
willkflrliohen  Koeffimenten  oder,  da  die  Wahl  eines  Koefficienten  der  An* 
gäbe  eines  Punkts  Äquivalent  ist,  die  Anaahl  der  beliebig  su  wSUendea 
Punkte,  durch  welche  die  Kurve  »ter  Ordnung  bestimmt  ist 

Legt  man  daher  durch  die  n*  Schnit<]»unkte  sweiar  Kurven  «tar  Ord> 
nung  f{x,  jf)  0  und  9  y)  0  eine  beliebige  dritte  Kurve  denelben 
Ordnung 

i^(«,y)-/'+A.9>-o. 

wo  JL  ein  v<m  den  Schnittpunkten  der  Kurven  f  und  9  dundiaus  unab- 
hKngiger  noch  beliebig  su  wihlender  konstanter  Faktor  ist^  so  genügen  ge- 
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wKSt  dem  Obigen  sur  eindmitigen  Beetunmung  der  Kunre  JP,  wMin  den 
Faktor  l  em  bestimmter  Wert  gegeben  wird  d.  b.  wenn  die  Kurve  F  durch 
einra  beliebigett,  von  den  Schnitfeponkten  der  Kurven  f  und  tp  Tereehie- 

denen  i'unkt  unfserhall)  gelegt  wird,  noch  weitere  —  1  Punkte,  die 

unter  den  n*  Schnit^unkten,  durch  welche  F  hindurchgeht,  beliebig  aus« 
gew&hlt  werden  kflnnen.    Darans  folgt,  dafs  von  den  n*  Schnittpunkten 

sweier  Kurven  ii  ter  Ordnung  durdi  **  _  i  dieeer  Schnittpunkte  die 

übrigen 

_  ('*<*!iA>  - 1)  = 

Sdmitipnnkte  mitbeetimmt  sind. 

Hat  man  somit  xwei  Kurven  dritter  Ordnnng,  die  sidi  in  neun  Punkten 
schneiden,  und  legt  man  durch  acht  dieser  6chmt;i|»unkte  und  eines  be- 
liebigen weiteren  Punkt  eine  dritte  Kurve  dritter  Ordnung,  so  geht  diese 
aueh  durch  den  neunten  Schnittpunkt  der  beiden  ersten  Kurven.  Das  gaase 
KurvenbAsehel  dritter  Ordnung,  das  man  durch  acht  der  neun  Schnitt|nuikte 
sweier  Kurven  dritter  Ordnung  legen  kann,  schneidet  sich  also  in  einem 
einrigen  weiteren  Punkt,  dem  neunten  Schnittpunkt  der  beiden  geg.  Kurven 
dritter  Ordnung.  Zieht  man  daher  in  den  Sehnit^iNinkten  einer  Geraden  g 
mit  einer  bei.  Kurve  dritter  Ordnung  die  drei  Tangenten,  so  kOnnen  diese 
als  serfollende  Kurve  dritter  Ordnung  betrachtet  werden  und  schneiden  die 
geg.  Kurve  insgesamt  in  neun  Punkten,  nftmlidi  in  den  drei  auf  g  liegen- 
den  BerOhrungspunkteo  und  drei  weiteren  hiervon  getrennten  gewöhnlichen 
Punkten.  Legt  man  also  durch  acht  dieser  Sdinittpunkte  eine  neue  Kurve 
dritter  Ordnung,  in  diesem  FaU  die  doppelt  su  iShlende  Gerade  g  und  die 
Verbindungsgerade  zweier  der  drei  gewöhnlichen  Schnitl^unkte,  so  muA 
diese  neue  Kurve  dritter  Ordnung  auch  durch  den  neunten  Sdoiittpunkt 
gehen  d.  h.  auoh  der  dritte  gewöhnliche  Schnittpunkt  liegt  auf  der  Yer- 
bindnngsgeraden  der  beiden  ersten.  fiSermit  sind  die  Sehlalkfolgerungen 
auf  diejenigen  am  Ende  des  Ibc  Laurin'sohm  Beweises  surflckgefBhrt. 

Auch  in  der  Elementargeometrie  Iftfist  rieh  der  Schnittpunktsrestsats' 
mit  Vorteil  verwenden,  insbesondere  da,  wo  es  sich  um  den  Nachweis  han- 
delt, daTs  drei  Punkte  auf  einer  Greraden  liegen,  wie  %.  B.  beim  Beweis  vom 

Saig  des  Pascal. 

Beseichnet  man  die  auf  einander  folgenden  Seiten  eines  einer  Kurve 
zweiter  Ordnung  einbeschriebenen  beliebigen  Sechsecks  mit  den  sechs  ersten 
Ziffern  der  Zahlenreihe,  so  können  die  Geradentripel  (1,  3,  5)  und  (2,  4,  6) 
als  zerfallende  Kurven  dritter  Ordnung  betrachtet  werden,  durch  sechs  ihrer 
Schnittpunkte  geht  aber  der  Kegelschnitt,  äouut  muTs  die  den  Kegeischaitt 
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Sur  Kam  dritter  Ordnimg  orgliizende  Verbrndnngagerade  sweier  der  drei 
noch  Bufoerhalb  des  Kegelsolmitts  tiegenden  Sohnit^onkte  auch  durch  den 
dritten  gehen. 

D.  Singulftre  Punkte  aufserhalb  des  Ursprungs. 

73.  Verleset  mau  den  Ursprung  in  (hn\  zu  untersuchenden  singulären 
Punkt  [^i^,  q)  der  Kurve  f\x,  »/)  =  0  mittels  der  Traiiiiürmation 

so  gelten  fDr  die  transfonnierte  Gleichung 

(I)    .      i'>.''J-/V>^;  +  i\C?^  +  ay«*) 

wo  an  Stelle  von  x  und  y  fiberall  die  Werte  Jf  und  m  su  setsen  sind,  slmt- 
lidie  SchluMolgerungen  in  55. 

Gw&uMte  Tangenten. 

74^  f{p,  g)  »  0  ist  die  Bedingung,  dals  Punkt  (j»,  q)  auf  der  Kurve 
F{m,  h)  «-  0  d.  h.  auf  der  Kurve  jf)  —  0  liegt  FOr  irgend  einen  Wert 
p  der  Abseisse  x  erhBlt  man  aus  f  (j),  |r)  »  0  die  sugehOrige  Ordinate  jr  9 
des  Kurvenpunkts  (p,  9). 

Die  Richtung      (früher  -  ^)  der  Tangente»  in  diesem  Punkt  ergiebt 

sich  (gemilfs  •'>'>.),  wenn  wied*r  an  Stelle  von  e  und  u,  da  die  Richtungen 
der  Koordinaten  sich  bei  der  Transformation  nicht  geändert  haben,  dx  und 
dif  gesetzt  wird,  aus 


SU 


dy  dx 
dx^  df* 


wo  in  den  partiellen  Differentialquotienten  fDr  x  und  jr  die  Koordinaten  des 
Berührungspunkts  (p$q)  su  setsen  sind. 

MtuPima  und  Mmima. 

75.  Ist  die  Tangente  des  Punkts  (x,jf)  parallel  xur  AhseiBsenaie,  hat 
«Iso  die  Ordinate  dieses  Punkts  ün  Veigleieh  sn  den  Ordinaten  der  niohst 
benachbart  gelegenen  Kurvenpunkte  einen  gröisten  oder  kleinsten  Wert^  so 
vi  nach  den  firOherem  BeMichnongen 
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(1) 


m 


-0 


oder 


äx 


0 


oder 


ist  die  Tangente  parallel  nur  Ordlnatenaie,  also  die 
oder  Miniwinm,  so  mulk  sein 


ein  Hamaum 


(8) 


^-0 


oder 


äx 
äy 


oder 


9y 


=  0. 


Es  bestimmen  sich  somit  die  am  höchsten  und  tieÜBten  gelegenen  Punkte 
der  Kurve  besflglich  der  Abscissenaxe  ans 


besOglidi  der  Ordinatenaxe  aus 


df 


df 
dy 


—  0 


-0, 


▼orausgesetzt,  dab  ein  derart  ermittelter  Kurvenpunkt  nicht  beiden  par- 
tiellen Differentialqnotienten  sugleich  genügt  (wie  im  FaU  eines  Doppel- 
punkts, siehe  76.).  IXe  nlberen  üntersdieidungsmeilanale,  ob  ein  Maximum 
oder  ein  Minimnm  statthat,  giebt  De  Qua  nicht  an.  Zur  Auftuchung  der- 
selben ist  aber  auch  seine  Metiiode  sn  differensieren,  bei  welcher  äx  und 
äf  konstant  genommen  werden,  also  alle  höheren  Differentiale  vim  x  und  jr 
versdiwinden,  nicht  geeignet,  da  jene  Eriterin  bekanntlidi  lunlehst  eben 
▼on  jenen  höheren  Differentialai  und  swar  von  demjenigen  gerader  Ordnung 
abhlDgnt  und  sidi  aus  der  expliziten  Form 
(3)  y  =  (p  (x) 

der  Kurvengleii huii^'  /  (.'.  ?/)  =^      leichter  entwickeln  lassen,  wie  folgt: 

Ist  die  Ordinate  eines  Kur^'enpunkts  (.r.  y  \  ein  Extrem,   so  berechnet 
sich  seine  Abscisse  gemäis  oben  als  Wurzel  der  Bedingungsgleiohuug 


(4) 


g  :„'(x)-0. 


Nun  mufo  im  Falle  des  Maiimum  besw.  Mini- 
mum die  Ordinate  sow<M  des  unoidliidi  be- 
nachbarten TOfbergebenden  als  auch  diigenige 
des  unendlich  benachbarten  folgenden  Kurven- 
punkts abnehmen  besw.  wachsen  d.  h.  fDr 
positlTe  sowohl  als  negative  Werte  von  äx 
waSi  äy  im  Fall  des  Maiimum  negativ,  im 
Fall  des  Minimum  positiv  sein  (Fig.  67). 
Fibr  einen  unendlichen  benachbarten  Kurvenpunkt  ist  abor 


oder  nach  Taylor 
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n 


alBO  mit  BerOdaiditigiixig  tod  (4)  der  düfareiitieUfi  Zuwadha  der  Ordinate 
dieses  Pimkts 

(6)  + 

Das  Vorxeichen  Ton  <7y  hingt  somit,  da  djB*  nnabhlmgig  vom  Vofseieliein 
▼on  dx  stets  posiliT  ist  und  die  böheren  Potenmn  T<m  dss  im  Vergleidi 
snr  niedenten  Terscliwinden,  nur  von  deigettigen  Ttm  ip'ip)  ab,  es  bestebi 
somit  ein  Maximum  bexw.  Minimum,  wenn  fllr  den  ans  (4)  bestinmiten 
Wert  der  Absoisse  ^"{^  negaÜT  beaw.  positiT  wird.  Verschwindet  jedodi 
ip"  (x\  so  bestimmt  der  Term  qT  {x)  da^  das  Voneidien  der  rechten  Seite  (5), 
dieses  Voneiehen  wechselt  aber  gleichseitig  mit  den\jenigak  von  dx  infolge 
der  ungeraden  Potens  dieses  Differentials,  also  besteht  im  Falle  9"  (x)  0 
weder  Maximum  nodi  Minimum,  sondecn  ein  Wend^nnkt  mit  horiiontaler 
Tangente  (Fig.  68).   Verschwindet  anch  noch  9 {x\  so  erhXlt  dp  das  Vor> 

seichen  von  ip"'{x\  da  dsi^  a]s  gerade  Potens 
stets  positiv  ist,  man  liat  also  wieder  lüudmnm 
besw.  Minimum,  je  nachdem  tp""  {x)  negativ  beaw. 
positiv  ist,  und  wieder  Wendepunkt  (hfihorer  ArtX 
wenn  tp""  (x)  »  0  wird,  daher 

8tUg:  Die  aus  <p'  (x)  —  0  an  berechnenden 
Absdssen  aller  beKflglich  der  Abseissenaxe  am 
^^y^  höchsten  und  tie&ten  gelegenen  Punkte  der  Kurve 

y  ^  9  (j)  bestimmen  nur  dann  solche  Punkte, 
wenn  die  nichst  höhere  Abteilung,  welche  fSr  den  betnffimdan  Wert  der 
Abscisse  nicht  verschwindet,  von  gerader  Ordnung  ist  und  awar  sind  die 
Ordinaten  dieser  Punkte  Maxima  oder  HBwiiti*,  je  nachdem  diese  Ableitung 
gerader  Ordnung  negativ  oder  positiv  ist 

Um  diese  bezfiglich  der  Ordinaten  geltenden  Kriterien  auf  die  implizite 
Form  der  KurvengleichuDg  f{x,i/)=^0  zu  fibertragen,  hat  man  diese  tota 
nach  X  KU  differenzieren,  wobei  dx  imd  djf  als  variabel  zu  betrachten  sind. 
Es  ist,  da  das  Verschwinden  eines  Integrals  f{x,y)^0  auch  das  Ver- 
schwinden seiner  totalen  Differentiale  nach  sich  zieht: 

dx     (X      dy  dx 


dx*      dx  \dx/      dx  \ry  dx) 


C*f  d'f  dl,  rf  d'y  dy  /  dy  dy\ 
ox-      (lx()y    dx^fjy    dx*'^  dx\dyüx      Cy*  dx) 
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^  BxSy'  dtg'^  dy*  \dx) 

dx» "  df 

und  daher,  mit  BerSduichtigung  von  (1) 

Es  entqtticlit  somit  dem  negativen  Wert  von  ip"(x)  gleichet  Yorseiehen, 
dem  positiven  Wert  entgegengesetates  Vorzeicben  d^  partiellen  Differential- 

quotienten        und  daher 

BoIm:  Die  Ordinaten  der  mittels  f  ^     0  sich  bestimmenden  Punkte  der 

d.T 

'  f'  C  '  f 

Kurve  f{x,  y)  «  0  sind  Maxima  bezw.  Minima,  je  nachdem       und  für 

die  betreffenden  Kooidinatenwerte  gleiches  oder  entgegengesetstes  Ycnneichen 
annehmen  nnd  nicht  Tersdhwinden. 
Analog  ergiebt  sich  vertauscht:  , 

Die  Abseissen  der  ans  l^'^  O  nnä  f(xyy)  '^0  noh  bestimmenden 

cf  c*f 

Kurvenpnnkte  sind  MaTim«.  beaw.  Minima,  je  nachdem  ^  und  ^|  fUr  die 

betreffenden  Eoordinatenwerte  c^eiehes  oder  entgegengesetstes  Vorzeichen 
haben  vnd  nieht  versohwinden. 

Yersohwinden  die  partiellen  Differentialqnotienten,  deren  Yoneiehen  die 
Kriterien  Ar  die  Extreme  abgeben,  so  handelt  es  sich  entweder  nm  Doppel- 
punkte oder  nm  Wendepunkte  und,  wenn  noob  weitere  Kennseichen  wieder 
auf  Mazima  und  Minima  im  eigentlichen  Binne  hinweiaaii,  um  Flaohpunkte 
mit  horixontaler  Tangente,  fttr  die  durch  Bildung  des  vierten  totalen  Diffe- 
rentials von  f{x,  y)  0  rat  untersndien  wire,  ob  sie  ihre  konkave  oder 
konvexe  Seite  der  Absoissenaxe  sukehrem  u.  s.  f. 

r 

Doppdpunkte. 

76.  Mit  Berttcksiehtigung  von  (74)  folgen  aus  (78, 1)  gem&b  (55): 

(1)  /•(«.»)-o    1^-0  1^-0 

als  Bestimmuugsgh'ichungen  oiues  Doppelpunkts  der  Kurvo  /'i  r. //)  U. 
Die  Existenz  «Ines  solchen  Punkte  ist  somit  au  eine  Bedingung  zwischen 
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den  Koeffizienten  der  geg.  Gleidinng  gdmflpft,  die  sich  durch  Elimination 
Yon  X  und  jf  aus  den  drei  Gleichungen  (l)  ergiebt 

Gemftfii  denselben  Artikefa  folgt  femer:  Die  Richtungen  der  Tan- 
geuten eines  Doppelpunkts  sind  die  Wuneln  der  Gleichung 

(8)  l'^ä^+3^äsd,  +  '^^,dy'-0, 

wobei  in  den  partiellen  l)ifff>rfMitialquotient<^n  filr  r  und  y  die  Koordinaten- 
werte  des  Doppelpunkts  zu  setzen  sind.  .Je  nachdem  diese  Wurzeln  reell 
und  getrennt,  reell  und  /.uMiiiunenfallend  oder  imapnilr  konjugiert  sind, 
d.  h.  je  nachdem  bei  der  Auflösung'  der  (juadratisehen  (ileichung  {2)  der 
unter  der  Wurzel  auftretende  Radikant,  die  sog.  Diskriniiuante 

ist  der  Doppelpunkt  ein  gewöhnlicher  Doppelpunkt  oder  eine  Spitze  I.  Art 
oder  ein  ixolierter  Punkt  I.  Art.  Im  Falb'  der  Spitze  besteht  somit  noch 
eine  zweite  Bedingung  zwischen  den  K(»eftizienten  der  geg.  (ileichung. 

Die  Spitzen  I.  Art  er^'ehen  sich  somit  direkt  als  gemeinschaftliche 
Wuraelu  der  vier  (ileichungen: 

(4)      r(ar,y)-0,  ^-0,    \^^)  '  d^  ' iy^'^ 

mit  zwei  Bedingungen  in  den  Koet'H/.ienten. 

Um  Selbstberübrungspunkte  der  Kurve  f\J\y)  ~-  <>  'zu  finden,  niufs  ge- 
mäfs  58,  a  die  Doppel wurzel  von  i2)  noch  einfaehe  Wurzel  des  nächst 
höheren  Difi«  rentials  sein;  man  hat  also  aufser  {l)  noch  weitere  drei  Be- 
stiiumungsgleichuugeii : 

wobei  {üj  die  Ableitung  von  (^2aj  nach       ist;  dann  bilden  die  durch  £in- 

setxen  des  Wertes  von       aus  (6)  in  (5)  und  (2  a)  erhaltenen  Eliminate 

d.  h.  die  Resultante  aus  (6)  und  (5)  und  die  durdi  (8)  dargesteUte  Dis- 
kriauBante  von  (2  a)  zusammen  mit  (l)  ein  System  von  f&nf  Gleichungen 
in  X  und  jf,  von  welchen  zwei  zur  Ermittelung  der  Selbsiberflhrungspunkte 
genügen,  wfthrend  die  anderen  durch  Einsetzen  der  geftindenen  Koordinaten 
drei  Bedingungen  in  den  Koeffizienten  der  Kurrengleichung  für  das  Auftreten 
eines  Selbstberflhnuigspuiikts  der  Runre  wffiben. 
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Die  Art  der  SelbstberBhmug  wird  bestunmt  ditrdi  Verlegung  des  Ur- 
sprungs in  den  ermittelteii  SeUMtiberOliraiigspimkt  und  Untenndiung  ge- 
mäfo  58  a. 

Besflglich  der  Aulbucfanng  der  Spitzen  IL  Art  siehe  das  Yer&liren  von 
Enler  (M^.  de  Berlin  1749,  pag.  21tij. 

Dreifadte  Punkle, 

77.  Dieselhen  eiigebeii  rieh  ans  swei  der  sechs  Bestimniungsgleichungen: 

(1)  n*.»)-o,  %-o,  f^-o,  g.-o.     -0.  |;^-o. 

Bas  Auftreten  eines  dreifai  lu  n  l'unkts  ist  somit  an  vier  Bedingungen  in 
den  Koeffizienten  der  gep.  Kui-von<Th>ichung  geknüpft. 

Die  Kichtongen  der  Tangenten  sind  die  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung 

(2)  1^  dx»  +  3  j^l-  +  3^..  dxdr  +  '^f^  dy'  -  0 

mit  der  im  sweitem  Beispiel  66.  gegebenen  Determination. 

Biandelt  es  sich  um  direkte  Auftuehung  eines  Spitapunkts,  so  folgt  ans 
der  Bedingung  der  dreifachen  Wnnel  von  (2)  das  Yersohwinden  der  ersten 

und  zweiten  Ableitung  dieser  Gleichung  nach  man  hat  also  anfser  den 

Gleichungen  (l)  die  weiterm: 

(2.)       |V  +  3   '  ;Y  /.'.VN     3   i^f  _  f Y  /-jn»  _  0 

'»^  dx*        dx'cy  \dxj        cjrcy  V ' '  r;/  vi  f/ 

W  Sxdy*  ^dy'Wß 

Die  durch  Einsetzen  von^^'^  aus  (1)  in  (2  a)  und  (3)  erhaltenen  Eli- 
minate  bilden  mit  (1)  ein  System  von  acht  Gleichungen  in  x  und  y  zur 
Bestimmung  der  Spitzpunkte,  deren  Existenz  somit  an  sechs  Bedingungen 
in  den  Koeffizienten  der  Kurvengleichung  geknfipft  ist.  Die  Bichtung  der 
Tangente  eines  Spitzpunkts  (j>,  q)  ergiebt  sieh  aus  (4)  zu 

dy         d.r.'  tf^ 
dx  c'l 
cy^ 

tlkt  X'^p  und  ff^q. 

VierfmAe  Pmkte, 

78.  In  Uhnlifher  Weise  wie  der  Spitzpunkt  ert,n«l)t  sich  die  höchste 
Singuliiritiii    des  vierfachen  Punkts,   der  Küukkehrspitzpuukt ,  aus  einem 

Sauorbeck,  Uua  de  MaUos.  8 
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System  von  13  Gleichungen,  nämlich  den  drei  EUminaten  Ton  aus  dem 
vierten  Differential 

und  dessen  drei  Ableitungen  nach        den  nenn  durch  die  partiellen  Diffe- 

rentialquotienten  von  ^  ~  bis  ^  dargestellten  Gleichungen  und  der  Kurren- 

gleichung  f(xy  y)  —  0.  Das  Auftreten  eines  Bückkehrspitspunkts  ist  somit 
an  11  Bedingungen  in  den  Koeffiziraten  dw  geg.  Olflißhnng  gebunden  u.  s.  f. 

kfadic  Funkte. 

79.  Dieselben  bestimmen  sich  gem&Is  dem  Vorhergehenden  aus  der 
Gleichung  der  Kuire  f(x,  y)  —  0  und  den  gleich  Null  gesetsten 

2  +  3  +  4+...  +i_'*+^-L)_*iL+±)_i 

partiellen  ersten,  zweiten  *  *  *  (Jb  —  l)  ten  Differentialquotienten.    Das  Attf- 

treten  eines  A  fischen  Punkts  ist  somit  geknflpft  an      ^    —  3  Bedingungen 

zwischen  den  Koeffizienten  der  geg.  Kurveugleichung. 

Die  A;  Tangenten  des  Anfachen  Punkts  sind  die  Wurzeln  des  Jbten  Diffe- 
rentials 

und  sititl  j»!  nach  «It-r  lU'.schaÜ'enheit  dieser  Wurzeln  reell  und  getrennt,  teil- 
weise zusainnieiitalK'tid  und  ima<rinUr  konjuiriert  u.  s.  f.  hie  iiiiluru  Unter- 
suchung führt  mau  durch  Parallulverschiebung  des  Ursprungs  in  duu  A;  fachen 
Punkt. 

80*  Auf  die  Äquivalenz  eines  k  fachen  Punkts  mit  der  Anzahl  der  in 
ihm  sich  vereinigenden  I)oppelpuukte  bozw.  Spitzen  I.  Art  geht  De  Gua 
nicht  nfther  ein  (vgl.  obwohl  diese  Kenntnis  für  das  richtige  Verständ- 
nis der  geometriscbtai  Erzeugung  eines  /.■  lachen  singulären  Punkts  unent- 
behrlich ist.  Da  der  A- fache  Punkt  die  höchste  SingularitUt  einer  Kurve 
{k  -\-  1 )  ter  Ordnung  darstellt,  so  kann  diese  Kurve  neben  dem  A*  fachen 
Punkt  keinen  Doppelpunkt  mehr  besitzen.  Der  kütßhio  Punkt  vereinigt 
somit  in  sich  die  Maximalzahl 

N  (F+T-  i)  (F+T  — 2)  A-(A--i) 

von  Doppelpunkten  der  Kurve  (Jk  +  1)  ter  Ordnung,  daher 

Saie:  Der  Xrfhche  Punkt  ist  äquivalent  ^^^^  —  Doppelpunkten.  , 
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9L  FQr  die  eben  benützte  Maximalzahl  Ton  Doppelpunkten  einer  Kurve 
nter  Ordnung  sei  hier  des  historischen  Interesses  wegen  der  erste  von 
Mac  Ijaurin  herrührende  Beweis  angeschlossen  (6eom.  orgunica,  pag.  187). 
Es  scheint,  dafe  Mao  Laurin  ähnlich  wie  spilter  De  Bracrclonpne  ziinäclist 
empirisch  auf  diese  Zahl  kam,  in<lem  er  wohl  in  di^n  ihm  hckamiti  ii  Maxim:il- 
zahlen  1  und  3  der  l)oj>j)t'ljiunktc  der  Kurven  dritter  und  vierter  Ordnung 
die  Anfanpsfrlieder  der  aritlinietiscli(Mi  Keihe  /weiter  Ordnung  1,  8.  (>,  10  • 
in  wek'her  das  (»  —  2)te  (Uied  die  höchste  Zahl  von  Doppelpunkten  einer 
darstellt,   vermutete,  denn  er  beweist  die  Hi(  liti^keit  der  vou  ilini  zu 

— — — ^  angenonunenen  Maximalzabl  von  Doppelpunkten  einer  in- 
direkt,, indem  er  durch  diew  Doppelpunkte  eine  (7^.^  legt,  dann  können  zur 

eindeutigen  Bestunmung  von  t/,_j,  wozu  ' — -  =  ■  ^ — -  •- 

Punkte  erforderlidi  sind  (vgl.  72.),  aufser  den  vorhandenen  Doppelpunkten 
der       die  für  C,.,  ein&che  Punkte  sind,  weitere 

(<»-8)(w+l)  («-2)(«-l) 

einfache  Punkte  auf  r*„  beliebig  gewählt  werden,  die  zusammen  mit  den  als 
Schnittpunkt«n  von  C„  und  6'„_j  doppelt  zu  zählenden  Doppelpunkten  die 
Gesamtzahl 

aller  Schnittpunkte  dieser  beiden  Kurven  ergeben.  Besitat  also  einen 
Doppelpunkt  mehr,  so  kann  C„_g  nur  noch  durdi  weitere  (n  —  2)  —  1  ein- 
faehe  Punkte  der  (7,  hindurchgehen,  die  Gesamtaahl  aller  Schnittpunkte 
beider  Kurven  wire  alsdann 

2     -JlSJL-J).  +  i)  +  „  _  8  -  ,(«  -  2)  +  1 

was  uninitalich  ist. 

Man  be/eiehnet  die  hier  von  Mar  Luurin  erstmals  beuüt/.ten  Kurvefi, 
welche  durch  die  Doppelpunkte  ^'eijelicner  Kurven  liiiHiunb<jelien,  nach  dem 
Vorgang  von  Hemi  von  Mrill,  als  adjnngierte  Kurvtn.  Sie  spielen  in  der 
analy tischen  Geometrie,  soweit  es  sich  um  Schnitt punktsätze  han<lelt,  eine 
wichtige  Hollo,  so  dienen  sie  insbesondere  zur  direkten  Ermittelung  der 
Maximalzahl  von  r)o])pel punkten  einer  und  sind  mit  dem  von  Clebsch 
begründeten  Uegiiti'  des  Geschlechts  algehraischer  Kurven  eng  verknüpft  Es 
Sfligt  sich  nämlidii  dafe,  wenn  unter  den  m  •  ti  Schnittpunkten  zweier  alge- 
braischer Kurven  m-  und  » ter  Ordnung  (»  >  «)  d  Doppelpunkte  dt  r  Kurve 
niederer  Ordnung  sich  belinden,  eine  gewisse  Anzahl  p  dieser  Schnittpunkte 
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dnrdi  die  flbrigen  m-n—p  Behnitipunkte  mitbestimint  ist  (vgl.  72.)  und 
swar  irt  diese  Zahl 

(a)  (,-!)»-,)  _^ 

merkwftrdigerweiae  dureliaas  nnabliXiigig  von  der  Ordniing  m  der  anderen 
SdmifcikiuTe,  voranageBetat,  dab  m^n  iat;  die  ZaU  p  reprKaentiert  somit^ 
auch  wenn  mit  den  Tenohiedenaten  Kurven  mter  Ordnung  in  ein  Schnitt- 
Tfirbiltmia  tritt|  dennoch  rteta  eine  einrig  und  allein  angehOrige  Sügen- 
adiaft  und  wird  daher  von  Glebscb  als  Geschlecht  der  Kurve  beieidmeL 

Da  n  sieh  nidfat  Inderfc,  so  ist  em  Minimum,  wenn  d  «n  Mailmum 
ist,  und  umgekehrt.  Soll  0„  nicht  ser&llen,  so  kann  p  nie  negativ  werden; 
man  exhllt  also  fOr  den  kleinsten  Wert  p  ■>  0  die  Maiimalsahl  der  Doj^mI- 
punkte  einer  Kurve  nter  Ordnung  au 

(b)  j_(»-iH— «). 

Als  (Jeschlecht  der  Kurve  l)ezei('hnet  man  daher  auch  den  üiitersehied 
zwischen  der  höchst  mögliehen  und  der  wirklith  vorhandenen  Zahl  von 
Doppelpunkton.  Eine  Kurve,  welche  die  Maxinialzahl  von  Doppelpunkten 
besitzt,  heifst  Kurve  vom  (ieschlecht  Null,  auch  rationale  Kurve,  da  sieh 
ihre  Koordinaten  explizit  als  rationale  Funktionen  d(>ssellit'ii  (irads  einer 
neuen  Verilnderiichen  darsti  lK'ii  lassMu,  so  dnfs  an  Stelle  der  ursprünglicheu 
Gleichung  /  {x,  if)  —  0  die  uüuen  (jlieichungöu  t  reten 

Wendepunkte  und  Flachpunkte. 

82.  Gemftb  55.  folgt  für  73. 1,  dab  fOr  jeden  Wendepunkt  das  erste 
Differential  eine  Wunsel  des  xweiten  sein  mub.  Die  Biditung  der  Wende- 
tangenie bestimmt  sich  aus  dem  ersten  Differential  au 

da  df 

und  die  Koordinaten  der  Wendepunkte  ergeben  sirli  daher  nach  Substitution 
dieser  Wurzel  (1)  in  das  xweite  Differential  aus  den  beiden  Oleichungoi: 

dx^Xdy)      ^  dxdy  '  dy  '  cx^  dy*Wx)  " 

(3)  r(a^,y)-o. 

83.  Ist  (  1 )  auch  noch  eine  Wurzel  des  dritten  Ditfercutials,  besteht 
also  ttufser  (2 )  noch  die  Gleichung 
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'^^^  a«»  vay/  ~  "^äS*^  Vay/  ' **äiä55 * ~W  \ä«/  " 

so  erpel)eii  sich  aus  den  Glcichungeü  (4),  (2),  (3)  die  Koordinaten  des 
Flachpunkts  mit  einer  Bedingung  zwischen  den  Koeffizienten  der  Kurven- 
gleichung (3),  u.  s.  w. 

Ve]^ei(dk  der  analjrtisoheii  nnd  der  Differentialmethode  besttgUoh 
der  Anftuolmog  besonderer  Xunrenpunkte. 

84.  Wfthrend  naoh  dem  damaligen  Stand  da:  Wusenaehaft  fBr  die  Er- 
mittelung ausgezeichneter  Kmrenpunkte  auf  difPerentieUem  Weg  eine  ein- 
hettUche  Hetiiode  fthlte  und  die  üntersuehung  &8t  jedes  einzelnen  EaUes 
das  Auftnchen  neuer  Hüftyofahren  erforderlich  machte,  so  daGi  man  sohliels- 
lich  deren  £Dnf  besafe: 

1.  das  schon  von  Leibniz  eingeflUuie  Bifforentialdreieok  zur  Bestun* 

mung  der  Tangentenrichtimg  ~, 

2.  das  ebenfalls  von  Leibni/  angegebene  und  später  von  Fontenelle 
(Ueom.  de  Tlnf.,  Paris  1727)  genauer  begründete  Verfahren  zur  Unter- 
suchung der  Konvexität  und  KonkavitUt,  das  zu  den  Kriterien  (i^y  —  0 
bezw.  ot  fiü'  Wende-  und  Rtickkehrpuukte  tiihrte, 

3.  das  ebenfalls  von  Leibniz  aufgefundene  und  von  De  THospital 
weiterhin  bekannt  gemachte  Verfahren  zur  Ermittelung  der  Maxima  und 
Minima,' 

•1.  das  Villi  Bernoulli  und  De  rilospital  angegebene  und  von  Saurin 
weiter  entwickelte  Vertahren  zur  Ermittelung  unbestiniiiiter  Werte, 

5.  die  Methode  der  Subtangent«'iikurv'e  von  De  I  Hospital,  ein  /.weites 
Verfahren  zur  Ahkitung  der  Kennzeichen  für  Wende-  und  Rückkehrpunkte, 

gelingt  es  De  <iiia.  die  Kriterien  für  sllmtliclu^  iMsonderen  Kurven- 
punkt«  eindeutig  und  hinreichend  in  einfachster  Weise  mit  gänzlicher  Ver- 
meidung des  Begritfs  des  Unendlicbkleinen  einzig  und  allein  mit  Hilfe  der 
Analysis  des  Descart^s  ebenfalls  in  Difl'erentialausdrüt  ken  sogar  der  im- 
pliziten  Form    der  Kurvengleichung   aus    einer  einzigen  Transiormation 

z)  =  n  in  73,  T.  allgemein  zu  entwickeln. 

Die  anschliel'senden  kritischen  Vergleiche  der  streng  begründeten  Regeln 
De  Guas  mit  den  aus  den  Prinzipien  der  Differentialrechnung  abgeleiteten, 
aufser  für  mehrfache  Punkte  nur  noch  für  Wende-,  Rückkehr-,  Flach-  und 
Spit^)unkte  bekannten,  meist  ungenÜL'enden  Kriterien  (  Usages  j)g.  2G8  fl'.) 
bilden  einen  glänzenden  Beweis  für  die  IHjerlegenheit  der  Analysis  des  Des- 
cartes  gegenüber  der  Differentiabnethode  in  analytischen  Fragen,  die  nicht 
wie  die  Quadratur  und  ßektifikation,  ihrem  Wesen  nach  die  analytische 
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III.  Abschnitt. 


Bdiandlnng  fiberhaupt  ausschlieben,  weil  die  auftretenden  DiliiBrential- 
ausdrucke  wirklidie  Differentiale  d.  h.  unendlv^  kleine  Zuwacfa^grOHton  dar- 
stellen, wikrend  sie  bei  den  üntwsuehnngen  De  Guas  die  Bolle  unbestimmter 
Gröben  im  Sinne  der  Methode  der  unbestimmten  Koeffizienten  von  Des- 
cartes  flbemehmen. 

nospelpimkt. 

85.  Das  im  Jonmal  des  S^vans  1708  erstmals  Ton  Sanrin  angegebene 

Kriterium  tili'  die  Doppclpunkte  ^  "      scheint  vuu  ilim  bei  Tangenten- 

bestlnimungen  zuHillig  auf^n  tunden  worden  zu  sein,  wenigstens  begründet  er 
dasselbe  erst  nachträglich  (Acad.  de  Paris  1723)  durch  die  Existenz  einer 
Doppelwurzel  der  Kurvengleichung  für  x  sowohl  als  y  mit  Benützung  der 
Huddeschen  Regel,  die  er  mit  dem  Prozefs  der  Dilferentation  nach  zwei 
Vai-iubt'ln  identifiziert  (vgl.  17.).  Eine  eigentliche  «lifferenlielle,  auf  den  Be- 
griff des  Uiieudlichkleinen  gestützte  Alikituii}?  des  obigen  Kriteriiuns  aus  der 
Eigenschaft  des  Doppelpunkts,  dafs  jede  dui  h  ihn  gehende  Gorade  zwei  un- 
endlich benachbarte  Punkte  verbindet,  ihr  UichtungskoefHzient  also  un- 
bestimmt ist,  so  lange  sie  nicht  durch  einen  dritten  imendlich  benachbarten 
Punkt  geht  d.  h.  zur  Tangente  wird,  giebt  8aurin  nicht.  Seine  Auffassung 
des  Problems  auch  für  /.  fache  Punkte  ist  durchweg  algebraischer  Natur  und 
die  Berechnung  der  Tangenten  aus  dem  A  ten  Differential  eine  induktiTe 
Verallgemeinerung  des  De  l'Hospitalschen  Verfahrens  der  wiederholten  Diffe- 
rentiation zur  Ermittelung  unbesiinmiter  Werte. 

Hiermit  verglichen  gebührt  der  strengen  Ableitung  der  De  Gua'sohen 
Kriterien  der  Vorsng.  Nichts  destoweniger  ist  das  Saurinsche  IGiterium 
für  Doppelpunkte  eindeutig  und  hinreichend  und  stimmt  mit  denjenigen 
von  De  Gua  fiberein,  sobald  es  in  der  Form  geschrieben  wird 

wodurch  ein  etwaiger  Irrtum,  wie  er  bei  der  Form  ^-  m^lich  ist  und  u.  a. 

von  Guisn^  thatsAchlich  begangen  wurde,  als  ob  dx  und  dy  selbst  yer- 
schwindra  wttrden,  ausgeschlossen  ist 

Über  die  UnvoUst&ndigkeit  besw.  Ungenauigkeit  der  Kriterien  mehr' 
facher  Punkte  siebe  9,  11. 

Wende-  und  BÜekkehipviilcte. 

86.  Zwciili  utiu'keit  nnd  nnvnllstiindip'keit  der  von  Leibniz  und  De 
l'Hospital  auffjpstcllteii  Ditli  renti.ilkiitt'rien  (/-'/,/ ^  0  für  Wende-  und  </"-// ^  'v 
für  Eückkehrpunkte  bringt  schon  Guisnee  zum  Ausdruck  (Acad.  de  Paris 
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1706,  pg.  50);  auch  De  Gna  weist  auf  die  bestehenden  Schwierigkeiten  hin 
L  B.  fttr  den  FaU  einer  Tertikalen  Tangente,  wo  das  Kriterium  oo 
nicht  nur  einen  BfloUcehrpunkt,  sondern  mit  gleichem  Recht  einen  Wende- 
oder einen  gewlttmliohen  BerOhrungspunkt  bezeidbnet,  so  daft  fllr  diese  drei 
Arten  ron  Punkten  in  dieser  besonderen  Lage  flberhanpt  kein  differentielles 
ünterscheidungsmerkmal  sm  bestehen  scheint^  da  auch  der  erste  Differential- 

quotient  ^  «  oo  ist    Aber  selbst  wenn  die  Diffventialkritarien  fOr  die 

Wende-  und  Rückkehrpunkte  in  möglichster  Vollständigkeit  und  Eindeutig- 
keit aufgestellt  werden,  eine  Aufgabe,  der  sich  erstmals  De  Qua  unterzieht, 
so  ermangeln  sie  der  Einfachheit  und  Übersichtlicbkeit,  durch  welche  sich 
die  Kriterien  De  Guas  auszeichnen. 

Zur  Lösung  der  letztgenannten  Aufgabe  benutzt  De  Gua  das  Verfahren 
von  De  l'Hospital  (vgl.  7.):  Nimmt  man  die  vom  Urspnmg  aus  gemessenen 
Abschnitte,  welche  die  Tangenten  einer  Kurve  auf  der  Abscissenaxe  erzeugen, 
die  sog.  Subtangenteu 

(1)     « -  ±  .  etg ,  -  ,)  -  ±  (, .  j-|  - ,)  -  ±  »JL- 

wo  {x,  y)  dio  Köonliiiatt'ii  des  Berühruu^'Spunkts  sind,  zu  ncum  Ordinuten 
(unter  TJeiltehaltun»;  der  zuirehörigen  Abscisstni  der  li(!riihnin;js|»unkt<i),  so 
bilden  die  erhaltenen  Endpunkte  eine  neue  Kurve,  die  Subtangentenkurve, 
welche  die  Beziehungen  zwischen  den  Abscissen  und  Subtangcnten  der 
Punkte  der  ursprünglichen  Kun'e  graphisch  darstellt.  De  l  liosjiital  tindet 
nun,  daXs  für  Wendepunkte  Maxinui  und  Miniraa  der  Subtangente,  für  IJück- 
kehrpunkte  solche  der  Abscisse  auftreten,  und  l)estimiiit,  obwohl  seine  für 
Maxima  wie  für  Minima  ohne  Unterschied  aufgestellten  Kriterien  dti  =■  0 
oder  cx>  keine  näheren  Angaben  enthalten,  wann  der  eine  oder  der  andere 
dieser  Werte  zu  nehmen  ist,  das  Kriterium  f(ir 

Wendepunkte  aus  0   au  d'ijf  0 

Rflckkehrpunkte  aus  ^""^^^"^  —  oo  au       -»  oo. 

Dieser  nicht  zu  verleugnenden  Willkürlichkeit  gegenüber  giebt  De  Gua 
folgende  scharfe  Begründung: 

Da  die  beiden  einem  Wendepunkt  unendlich  benachbarten  Punkte  einer 
Kurve  dieselbe  Subtangente  haben,  die  jedoch  von  derjenigen  durch  die 
Wendetangente  abgeschnittenen  nur  unendlich  wonig  verschie<len  ist,  so  ent- 
SfHrioht  jedem  W'endepunkt  der  ursprünglichen  Kurve  ein  bezüglich  der  Ab- 
scissenaxe höchst  oder  tiefst  gelegener  Punkt  der  Subtangentenkurve,  be- 
stimmt  durch  ^  ^  0;  dagegen  gehOren  ra  den  unendlich  benachbarten 
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Punkt  in  eines  Kfukkehrpunkts  verschiedene  Subtangenten,  die  eine  besfkg- 
lich  der  dem  Bückkehrpunkt  sf-Ihsi  zugehörigen  8u))tangente,  die  wegen  des 
Zusanunenfallens  der  beiden  Tangpnt<*n  dos  Hückkehrpunkts  doppelt  zu 
z&hlen  ist,  um  dasselhe  DiflferentiaL  gröDaer  als  die  andere  kleiner,  den  Rück- 
kehrpunkten der  ursprünglichen  Kurve  entsprechen  daher  die  Maxima  und 
Hünima  der  SubtangentenkiirTe  bezüglich  der  Ordinatenaze,  bestimmt  dundi 

^  — :  oo.   Entwickelt  man  dahw  unter  Berfickaichtigung  der  Ar  Haxinm 

und  ^liniiiia  beslehendeu  Einschiiinkuug,  daTs  dx  konstant  ist,  das  Differen- 
tial der  Subtangente 


-  /ffdx  —  xdy\   dy  {dydx  —  dxdy  —  xd*y)  —  (ydx    xdy)d^y   ydxd*y 

\     dy     l''  dy*  "  ~d^~ 

d*y 
dy* 


80  folgt  für  Wendepunkte  <l*y  =  0,  Wr  Rtickkehrpunkte  <l*y  =  oo  im  Ver- 

dy* 

gleich  zu      ,  welch  letzterer  Wert,  an  dessen  Stelle  wegen  des  konstanten 

dx  auch  ^  genommen  werden  darf,  im  allgemeinen,  wenn  keine  be- 

sondere Lage  vorliegt,  für  Wendepunkte  sowohl  wie  für  Rückkehrpunkte 
endlieh  ist  (für  letztere  /.unUchst  q)  und  daher  nicht  in  Betracht  kommt. 

Zugleich  ergiebt  sich  aus  (2),  dafs  die  geg.  Kurve  in  einem  be8timnit«n 
Punkt  (^fSf)  die  konvexe  oder  die  konkave  Seit«  der  Abscissenftze  S«weadet| 
je  nachdem  der  Zuwachs  der  Siibtangente  (auf  der  Abscissenaie  gemessen) 
positiv  oder  negativ  ist  d.  h.  ^  dx  konstant  und  dy^  stets  positiv  ist^  je 
nachdem 

yd*y    oder  9'j^t$0, 

87.  Eine  Aasnahmestellung  nehmen  zunftchst  diejenigen  Wendepunkte 

ein,  welche  die  Ordinate  zur  Tangente  haben,  ffir  welche  also  ^  =  oo  und 

1  /dy\^ 

somit  auch  -g  ^^^j  «  oo  ist.  Da  in  diesem  Fall  die  beiden  dem  Wende- 
punkt unendlich  benachbarten  Punkte  auf  der  Ordinate  des  Wendepunkts 
liegen,  so  gehdren  zu  einer  einsigen  Absoisse  x  drei  znsammen&Uemde  Sab- 
tangenten  u  und  da  erst  die  beiden  nftchsten,  um  ein  weiteres  DiffiBrantial 
entfernten  Kurvenpunkte  mit  den  Ahecissen  x  +  dx  und  x  —  dx  wieder 
gleiche  Subtangenten  besitzen,  die  jedoch  von  derjenigen  des  Wendepunkts 
selbst  um  unendlich  wenig  verschieden  sind,  so  entspricht  diesem  besonderen 
Wendepunkt  der  geg.  Kurve  ein  B&ckkehrpunkt  der  Subtaugentenkurve. 
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Die  Richtigkeit  dieser  Schlußfolgerung  wird  bestätigt  beispielswexBe 
durch  die  Auisielluiig  der  Subtangentenkurve  der  Kurve  dritter  Ordnung 

(8)  rt«,y)-a«(*-a)-(jr-«)»-0, 

die  in  (//,  u)  einen  Wendepuulct  niit  der  Tangeute  x  =  a  besitzt.  iSeUt 
man  den  Wert  von 

(ly  o* 
5»     8  (y  —  a)* 

in  den  A-vaSmok  fOr  die  Subtangente 

so  ergiebt  nch  die  SabtangentenkorTe  9  «)  — •  0  durdi  Elimination  tob 
«  und  y  ans  äem  System: 

(3)  (^-ay^a'(x-a) 

(4)  ^^ay(y-a)'-a«x 

(5)  x  = 

Um  ji  ilnch  <lie  Natur  des  dein  Wendej)unkt  (//.  ti)  entsprechenden  l'unkts 
der  Subtangentenkurve  zu  ermitteln,  verlegt  man  den  T'^isi>rung  in  letzteren 
Funkt.  Für  1  --^  a  und  y  ^  a  muTs  also  sein  tt  =-  0  und  z  ^  0;  man  er- 
hnlt  daher  die  traiistormierte  Gleichung  der  Subtangentenkurve  durch  Elimi- 
nation von  X  und  y  aus 

(8)  (y-a)»-a*(«-a) 

(4 )  u  -  a  -   

(6')  jr  +  a-», 

wie  folgt:  Aus  (4  )  +  (5  )  ergiebt  sich 
a-  (tt  +  «)  =  3y(y  —  o)* 

oder 

.a«(«  +  if)  -  3.y  (y  -  r/)«  -  Sa fy  -  a)»  +  3a  (y  -  a)* 
=  3(^-a)^-f  3a(y  — «)* 
-8a«ji  +  3affl*? 

oder 

oder 

d.  h.  dar  Ursprung  ist  ein  Bftekkehipnnki 
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Die  Difft  ieiitialkriterien  eines  Wendepunkts,  dessen  Ordmate  Tangente 
ist,  lauten  somit 


00, 


sio  sind  dieselben  wie  tiir  den  gcwöhnliihen  Ovalpunkt  und  den  Rüokkohr- 
punkt,  wenn  die  Ordinateii  Tangenten  sind,  und  doch  müssen  tür  diese  drei 
durchaus  verschiedenen  ^Vrteu  von  Punkten  auch  differentiolle  Unterschiede 
bestehen,  die  eben,  wie  es  scheint,  in  dieser  Form  der  Darstellung  der  DiflFe- 
rt'ntiale  nicht  zum  Au.sdnick  kommen.  Die  cin/ig  mögliche  P>klilrung  für 
diese  Erscheinung  besteht  somit  darin,  «lafs  die  Dilferentialtpiotienten  je  nach 
der  Art  des  betreffenden  Punkts  von  verschiedener  Ordnung  OO  werden. 
Vergleicht  man  diesbezüglich  die  Scheitül  der  drei  Parabeln 

y*  — «  .     jf*  — Ä       y'  — 

und  bildet  man  die  Qaotienten 


1 

I 

OOS 

1 

dx 

i  " 

ix* 

dx 

2 

3x3 

dx*~ 

—  1  _ 

4x* 

S 

oot 

—  2 
s 

9«s 

t 

OOS 


—  OO* 


dy      1  I 

dl — ;  = 


dx* 


4 

0«* 


4 


woraus  allgemein  (oder  auch  dttrcb  Ableitung  von  ^     A$!*')  fttr  den 


dx 


üvaipunkt 

ungcrado 


OO 


dx* 


Wendepunkt 

Kendo 
Ä|f  ^  ^  ungsrade 

dx  " 


OO 


uTi(r<*raiIp 
ungende 


Kückkehrpunkt 
dx 


SO  ergiebt  sich  aus  dieser  Tabelle  der  £jq>onentialbrache  von  oo  die  Art 


der  aus 


00  bestimmten  Punkte  der  Kurve  f{Xy  y)     0^  fidls  für 


diese  Punkte  auch  noch  der  erste  Düferentialquotient  ^  =  ^  wird. 
•Magegen  bestimmen  sich  aus 


dsä* 


dx 


und         =  0 

die  BOddcehipunkte,  deren  Tangenten  panülel  der  Absdssenaie  sind,  und  aus 

und 


dx*  " 


^-0 


die  Wendepunkte,  deren  Tangenten  parallel  der  Abscissenax«  sind,  letztere 
erhält  man  nach  dem  De  Guaschen  Verfahren  82.),  weil  ^  =  ^  "«"^ 
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somit,  wenn  kein  Doppelpunkt  bestehen  soll,  ^  nickt  ebttifoUa  Y«nekwinden 
darf,  aus 

f{x,y)^0    und    0  =  0 

und  entsprechend  ergeben  sich  diejenigen  Wendepunkte,  welche  die  Ordinate 
zur  Tangente  haben,  aus 

f{x,if)='0    und  ^y,-0 
so  X.  B.  hat  die  oben  behandelte  Kunre  dritter  Ordnung 

i\^>  -      -    =  ^ 

zufolge  • 

den  Wendepunkt  (a,  a)  mit  der  Tangente  x^a, 

88.  Die  rifei>'iiistiiniiiun_i,'  der  in  H7.  entwickelten  I  •irtVieriii;ilkrit«rien 
der  Wendejmnkte  mit  den  von  De  (iua  in  H2.  iiut'gestellten  ergiel)!  siih  aus 
dem  in  76.  als  Gleichung  (6)  entwickelten  zweiten  vollsUlndigen  Ditferential 

(1)  0  =  g,dx'+2^äxdi;  +  fr,^,  +  lt.^,. 
Demgemftis  ist  iOa  Wendepunkte 

(la)   —'^^  0 

f 

und  somit,  da  bei  beliebiger  Lage  des  Wendepunkts  ^  nicht  verschwindet 
oder  unendlich  wird 

(2)  1^  d.'  +  2        ,Udy  +  Ijf. =  0 
und  daher  auch  das  Integral 

also  besteht  thattfchlich  die  von  De  Gua  erstmals  aufgestellte  Bedingung 
«ner  gemeinschaftlichen  Wurzel  des  nach  seiner  Methode  gebildeten  ersten  (3) 
und  zweiten  Differmtials  (2). 

Als  Beispiel  fttr  den  Nachweis  der  Übereinstimmung  seiner  Methode 
der  Au&uchung  von  Wendepunkten  an  beliebiger  Stelle  mit  deijenigen  von 
Leibniz  besw.  De  THospital  behandelt  De  Gua  die  verlingerte  Gycloide,  deren 
Differentialgleichung  lauten  möge 

(3a)  (7a  -  3a;)     —  3  ]/2«ä;"^  »"dy  =  0. 
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Nach  De  Gna  ist  somit 

(4)  -Bdx*-S'    '-"1''  ,  dxd^  -  0 

oder  da  gemftfii  der  Voraussebung  dx  endlich  ist 


(4a)  y^ax  —  x^dx  +  (a  —  x)  dy  =  0 

und  somit  durch  Elimination  von  dx  und  dy  aus  (3  a)  und  (4  a) 

y^x^'x*        7a  — 8x 
X  —  a        s  yi^—^ ' 

7 

woraus  x  =  -r-  a. 

1.  » 

Nach  De  rHospital  erhftlt  man 
dy        1a — 7ix 
dx     syaöä  — «" 


(7o—  3J-  I  (2  a  —  8js) 


Saas  — «"  "■^» 

somit  8 (2a»  -  x*j,+  (7a  -  8»)(a  —  «)  -  0, 

7 

woraus  ;p     —  a  • 

Verschwindet  '  ,  was  nicht  hlofs  hei  Bfickkehrpunkten,  sondern  bei 

sftintlirhf'n  mehrlacheii  Punkten,  feraer  bei  den  schon  oben  (vgl.  87.)  unter- 
suchten Oval-  und  Wendepunkten  statt  hat,  deren  Taugenten  der  Ordinat^n- 
axe  parallel  sind,  so  folgt  aus  dem  vollständigen  zweiton  Differential  (l),  dafs 

und  somit  der  aus  (l)  berechueto  Wurt  iiir  d^y^  nämlich 

d««  +  2  -X-  dxdy  H-      rfy*  - 
^la;  ^  —  —  ^ 

d.  h.  nnbeetimmt,  worin  sich  ehen  die  Allgemeinheit  des  De  Gaa'sdien 
Kriteriums  ausdrückt,  dafs  es  ein  allem  Arten  von  Doppelpunkten  gemein- 
sames  Kriteriwn  ist.  üm  den  Wert  des  Bruches  (la)  fDr  die  eimeliieD 
FftUe  des  Doppelpunkts  su  ermitteln,  benfltit  De  Qua  drei  besondere  Kunren 
dritter  Ordnung,  nlmlich  mit 

1,  Doppelpunkt  im  Ursprung: 
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0 


»«0 


Da  der  unbestimmte  Bruch  (1  a)  seinen  Wert  durch  Division  des 
Zählers  mit  dx^  nicht  ändert,  so  ist  der  Zähler  desselben 


und  da 


Z  =-  6«  +  2a  —  2a(±  1)*  =  6« 

iL 


±  9ax 


6a; 
2ax 


SO  folgt  d^y 

2.  BUekkehipiinkt  im  üispnmg: 

X*  —  a(x  -\-      =  0 

?f  -  Sa?» -  2a(«  +  y)  -  8äi^  -  21/a .  «f  -  0 


+  •-■    d.  h.  endlich. 


0« 


^  —  —  2«(«  +  y)  —  —  2]/«  •     —  0 

3  I 


av 


=■  6af  — 
--2a 

-2a 


somit 


und  daher 


Z  -  (6»  -  2a)  -  4a(-  l)  -  2a  (-  l)«  -  6« 


i«»y- 


s  —  i 


in  Übereinstimmiing  mit  der  Ford«nmg  tob  Leibnis  be«w.  De  l*Hospitsl. 
S)  Isoliertem  Punkt  im  Ursprung: 


|^-3««_2aaj 


aSi-6«-2a 


|£._2ay-±2a,l/pr  ^-0 


Zx—ta 


somit 


Z'^iÖx-  2a)  —  2a{±y-  l/ =  6« 


r 
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und  da 


««0 


80  folgt 


Hiennit  stellt  also  De  Qua  mit  Hilfe  der  eigenen  Differentiabnethode 
die  Kriterien  flir  die  Doppelpunkte  im  nSchst  höheren  xweiten  Differential 
<f*j^  auf,  wobm  sieh  in  Übereinstimmung  mit  der  Subtangentenmethode  zeigt, 
da&  d^jß  nur  im  Fall  der  Koiniidaiz  der  Tangenten  unendlich  wird,  üm 

also  die  Art  eines  aus  7^  =  ü  bestimmten  mehrfachen  Punkts  einer  Kunre 

dx  0 

f{^j  j^)  =  0  festzustellen,  ist  zu  untersuchen,  ob  f&r  diesen  Punkt  end- 
lich, unendlich  oder  imaginttr  wird,  dem  entsprechend  ist  der  Punkt  txn  ge> 

wohnlicher  Doppel-,  ein  Rflekkehr-   oder  ein  isolierter  Punkt.  Wird 

eheiilalls  unl)estimiiit,  so  ir'wht  das  dritte  DitiVreiitial  (/^//  den  Entscheid,  da 
es  sich  alsdatin  um  einen  drcifarlitin  l'utikt  handelt,  in  welcher  Weise  inüi,'e 
im  l\)l|fcndcti  nur  für  die  hüclisle  Singiilaritiit  des  dreiiachen  i'unkts  iluicli- 
L'ctTdirt  werden.  Jedenfalls  zeitrt  die  vorste]icn<le  kurze,  auf  wenige  aus- 
ge/«'iehiiete  l'unktt'  lieschri'uikte  dit!"<T«Mit iclle  Kntersuduin*,',  dal's,  wenn  schon 
die  auf  (l^if  gej,MÜndetcn  Kriterien  LTrulse  Sciiwieri^'keileii  zu  üherwinden 
bieten,  vollends,  sobald  es  sich  um  implizite  Funktioiu'ii  höherer  (h'dnuiig 
handelt,  die  übersichtlichen  eindeutigen  und  hinreichenden  Kriterien  De 
(lUjvs,  <lie  {\'^\.  r)5  und  7;}tt'. )  für  jeden  beliebigen  vorliegenden  Fall  nach 
analytischer  Methode  i'asch  aufgestellt  werden  können,^  den  Vorzug  verdienen. 

Spitzponkt  nnd  Flaohpankt. 

'  89«  Die  UnYollstftndigkeit  und  Zweideutigkeit  der  von  Kaupertuis  (vgL  9.) 
fllr  Spitz-  und  Flachpunkt  aufgestellten  Differmtialkiiterien  zeigt  De  Qua 
mittels  der  SubtangentenkuiVe. 

Da  im  Spit/.punkt  drei  Tangenten  sich  Tereioigen,  so  gebOren  zur  Ab- 
seisse des  S[)itzpunkt8  drei  gleiche  Subtangenten,  die,  beliebige  Lage  des 
Spit/.))UDkt8  vorausgesetzt,  weder  Haxima  noch  Minima  sind.  Dan  Spitz- 
punkt entspricht  daher  mn  Wendepunkt'  der  Subtungentenkurve ,  dessen 
Ordinate  Tangeute  ist,  somit  bestehen  gemSfs  87.  die  Bedingungen 

oder 

(1)  dhj     00       und  d^i/ =  ao 
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auB  weldien  tiolk  nuammen  mit  der  Olflieknng  der  Eurre  f  ix,  y)^0  die 
Spitzpimlcte  derselben  ermitteln.    Voranssetzung  ist  dabei  noch,  daGi  Ahr 

einen  solchen  Punkt  d^y^  analog  ^— ,  von  der  Ordnung  des  Exponential- 

brucbs  unendlich  wird. 

ungerade 

Öclmt'idet  eine  «rewöhnlicho  Tantjeuto  die  ses.  Kurve  beiderseitig  in 
noch  je  einem  Punkt  utul  vereinifjen  sich  diese  beiden  Punkte  mit  dem  Be- 
rührunijspunkt  der  Tani:t'iit«',  so  entsteht  der  Fliu]>i»uiikt.  Vom  Herübrimirs- 
punkt  aus  »,'ereehnet  ändert  didu-r  naeh  In-itlen  Seiten  hin,  auf  CIrund  dirser 
Entstehung',  die  Tangente  erst  beim  überniiihsten  l'unkt  ihre  lüehtung  d.  h. 
zu  drei  unendlieh  wenig  verschiedenen  Abseissen  gehört  nur  eine  Subtaugente 
oder:  dem  Flaehpunkt  entspricht  ein  Wendepunkt  der  Subtangentenkurve 
mit  (MTier  /ur  Abscissenaxo  parallelen  TangenU,  wofür  gemiifs  87.  die  Be- 
dingungen lauten 

oder 

(2)  *      ä-y  ^  0        und  -  0 

welches  Ergebnis  aueh  au8  der  Überlegung  folgt,  dais  die  Ordinaten  Ton 
▼ier  konsekutiven  Kurvenpunkten,  nftmlich 

9 

i/  +  dff  +  d  ijß  +  d;i  )  =  f/  +  2dit  4-  d^ff 
y  -i-  '2dy  +  d-y  +  ^2dy  -f  d-y  \  =^  ^  +  Sdy  +  '6d-y  +  d^y, 

wenn  diese  Punkte  auf  einer  (»eraden,  der  Tangente,  liogen  sollen,  dem  Pro- 
poi-tionallehrsatx  zufolge  eine  arithmetische  Beihe  y,y-\-  dy^  y  +  2i2y,  y  -f-  'Ady 
bilden  müssen,  was  nur  möglich  ist,  wenn  gleiehaeitig 

(2)  <i'y-0      und  d"y»0. 

Die  Exist*inz  eines  jeden  aus  den  Oleiehungen  (*J)  und  der  Gleicliung  der 
Kurve  f{x,y)-^0  bestimmten  Fhiehpunkts  ist  somit  an  eine  Bedingung 
z^vischeu  den  Koeftizieuten  der  gegebenen  Gleichung  geknüpft. 


I 
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lY.  Abschuitt. 
Übangen. 

Untemialuiiic  d«r  Kurven  dritter  Ordmiiig  jf*    «*  —  ax*  +  b*». 

VerhiSim  im  Ursprung. 

90.  Man  erhalt 

fUr     "=  ()  drei  gleiclip  \Verte  p  =  0 

„  f     0  drei  Terschiedeoe  Werte        —  a«  +  6')  —  0 

d.  h.  der  ünpnuig  ist  ein  WendepuDkt  mit  der  Ordinatenaxe  ab  Tang«ite. 
Die  Abadsaenaro  schneidet  die  Knnre  auber  im  Ursprung  noch  in  xwei 
wdterra  reellen  Punkten  fiüls     >  4b\ 

Mehrfache  Punktf. 

91.  Eine  Kurve  dritter  Ordnung  kann  höchsteus  einen  Doppelpunkt  be- 
sitzen.   Derselbe  ergiebt  sich  aus 

(1)  /•(^,y)-y»-«(«*-a«  +  t«)-0 

(2)  3*»-2a«  +  6«-0 

welches  System  juch  reduziert  auf 

3«*  -  2a«  +  6«  -  0 
woraus     entweder  -  oder 

Der  erste  Fall  ist  nur  möglieh,  wenn  &  •»  0,  alsdann  verschwindet  der 
Wendepunkt,  an  seine  Stelle  tritt  ein  Doppclpunkt  mit  zwei  zusanunen- 
fallenden  Tangenten  =  0  d.  h.  ein  liückkehrpunkt,  dessen  Tangente  die 
Ordinatenaxe  ist. 
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Im  sweiten  F«U  ergiebt  taxAi  der  Doppelpunkt  als  gemeiiiichafUiclie 
Wund  zweier  quadratischer  Gleii^nuigen  (5).  Die  Bedingung  MerfOr  ist 
das  Verschwinden  der  Resultante  cUeser  Gleichungen,  die  sich  herechnet  auf 


X'  —  ax  -\-     3a:*  — 

2ax  +  h^' 

3 

3aa;+  36- 

 X 

a 

-a^x+h* 

C4'-)'-^(^-) 


sa  ^-h*^0 
oder 

(6)  .  6*(26  +  a)(26-a)-0 

Hieraus  folgt: 

1)  fBr  b  »  0  geht  der  letzte  Divisor  ax  ^  2d*  »0,  der  die  gemein- 
sdiaftUche  Wurzel  der  Gleichungen  (5)  darstellti  Ikher  in  a«  »  0»  woraus 
entweder  x  —  0  d.  h.  der  erste  Fall  (4)  oder  a     0,  woraus 

also  ein  Zerfallen  dar  Kurve  in  «me  Gerade  und  einen  auf  ihr  liegenden 
isolierten  Punkt  I.  Art   Es  ist  somit  nur  mOglich 

2)  dafs         26±a>-'0      oder  a''±^b 

und  daher  die  gemeinschaftliche  Wurzel  ans 


oder 


2o»  _ 

ax  — 4"  ™  ^ 


zu 


a 

«  M  

*  2 


In  beiden  Fallen  +26  ergiebt  sich  derselbe  Punkt  der  Abscissenaxe  als 
Doppelpunkt.  Die  Tangcuteu  desselben  bestimmen  sich  aus  dein  zweiten 
De  Guasehen  DitVorpntial 

^ydy- \^2a  —  (}x)dx- =  0       für  x  —       y  =  0 

zu  ds^  »  0 

d.  h.  zwei  mit  der  Ordinatenaxe  zusammenihllende  Tangenten,  also  ein 
Bflckkehrpnnkt. 

Wmäqawikle. 

92.  Eliminiert  man        als  L^enunnschai'tlicbe  Wurzel  des  ersten  und 

ll.V 

zweiton  DitlVreniials  nach  De  Gua  aus 

Sauoibeck,  üu«  de  Alalres.  9 
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b-)  =  0 
=  0 


1'6() 

(8)  =  3y  (2)'  +  («  -  -Sx) 

entweder  mittels  der  Staffelrechnung  oder  durch  Einsetzen  des  Werts  aus 
(7)  in  (8),  80  folgt 

W  y  [3f»(3*  -  a)  -       -  2«*  +  6*)]  -  0 

worans  entweder 

a)  i,    -  0 

und  somit  woifon  (l)         0  =  x(x-  —  ox  b') 

also  aufsor  dein  Un^Mnuig  Jtwei  weitere  roello  Wendepunkte  auf  der  Abscissen- 
axe  unter  der  Voraussetxung     >  4/>^;  oder  mit  Berücksichtigung  von  (1) 

b)  3(ic*  -  ««*  +  6«a5)(3ar  -  a)  -  (8aj*  -  2a«  +  6«)«  -  0 
Yerdnfacht 

(10)  (rt»-36*)a5»-«6%:  +  6*=«0,  * 

eiuc  quadratische  Gleicliuug,  deren  Diskriniinante 

h*(V2h-  -  :Wr)  <  0 

je  nachdem  a^^Ab^  d.  h.  werden  im  Fall  a)  die  beiden  auTserhalb  des 

Ursprungs  liegenden  Wendepunkte  der  AbscissenaKC  imagin&r,*!^)  erhält  man 
hierffir  aus  (10)  die  reellen  Ahscissen  zweier  anderer  Wendepunkte.  Um 
zu  untersuchen,  ob  diese  nenen  Wendepunkte  ebenüalls  imaginftr  .sind,  oder 
reell  werden  können,  hat  man  ihre  Ordinaten  y  zu  berechnen.  Dies  ge- 
schieht durch  Elimination  von  x  ans  dem  System 

(10)  (a»-86«)fl!*-a6*jB  +  fe*«0 

(1)  +  -  0 

nach  dem  Ketteubniehverfahren  wie  folgt: 


ah* 


'-  -  x^A  


X 

a*— 86» 

+ 


ajAb*—  a*) 


3// 


a 


46»  _ 
a«-  86 


 (o«~86V 

86*(46»— ««)  /fiö*(46«-a«) 


a«)      ,  o6«(4fe''-a«) 
»H  


(o«~S6V 


-a«)^l  18 


86«(46«- 


(g'  — »6y 
6«(46«-g«) 
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f«(a«-6d«)     (a«-.8&«)V  |  , 

r   ^  * )    "l  I«'   3 hT-  +  ^ ; ■  i )  ■  •{/> •( 4 rtj)^ 

odrr  durch  Kcduktion 
woraus  schliefelich 

(IIa)    6«  (4  fc«  -  a«)5  +  a  fc*  (4  6*  -  rt*)  (2  o*  -  9  6*)  y''  +  (^i^  -  3  6«)»  •    —  0 

d.  h.  oiiK'  in  quadratisdie  ( Uficluinir,  dir  büchsicns  zwei  recllp  Wurztdn 
liefert  und  da  die  Kul)ik\vur/.eln  d«  r  Ict/trrcii,  d.  h.  di»'  Ordiiiatcii  if,  solbst. 
wieder  reell  sind,  sn  roljrt,  dafs  die  j^'ei,'.  Kurve  dritter  Ordnung  tMitUielie 
reolle  Wcndi  |>iinkte  büvhsteus  in  der  Zahl  drei  besitzt,  einer  derselben  liegt 
stets  im  Ursprung. 

MUtdpunlie, 

93.  Sie  bestunmen  sich  gem&ßs  30.  aus 
(12)  fC~2a-ex~0 

za  jp  «  3  »  y  ^»  welche  Werte  in  (l)  ein  .gesetzt,  die  Bedingung  ergeben 
(löj  «(a6--2a-)  =  ü 

also  entweder  a  ~  0,  womit  auch  « 0  d.  h.  der  Ursprung  ist  Mittelpunkt 

oder  2o*  —  95',  dann  bleibt  « ^  >  der  Mittelpunkt  liegt  alsdann  auf  der 

Abscissenaxo. 

Unendliche  i^weige. 

94.  Da  das  Aggregat  der  Glieder  liOehster  Ordnung 

eine  einzige  reelle  Wur/d  tf  —  X  ^  (>  besit/i,  so  hat  die  Kui  ve  auch  mir 
ein  l'aar  Inperlxdi^rlic  Z\s»ij^'r  in  dt-r  Hi<htung  tf      x.     S(dl  die  Asynipldte 

durch  den  Ursprung  gehen,  so  niufs  y  —  x  =  0  eine  Wurzel  des  nächst 

9* 


Digitized  by  Google 


132 


IV^  Abschnitt 


niederen  Aggregats  sein,  was  nur  möglich  ist,  wenn  a  —  0  wird,  h  aber 
endlich  bleibt,  da  sonst  die  Knnre  serfftUi  Die  Annlkenmg  der  Knnre 
an  die  Asymptote  erfolgt  alsdann  gem&Oi  40.  a  nach  Art  der  konischen 
HyperbeL 

üm  die  Lage  der  Asymptote,  deren  Biditong  y  =■  x  ist,  su  ennitteln, 
verlegt  man  den  ürsprung  in  den  Schnittpunkt  (0,  q)  der  Asymptote  mit 
dar  Ordinatenaxe,  weil  alsdann  nur  y  zu  Sndem  ist  Dies  gesdiieht  mittels 
der  TransüiHrmation 

y'  =  y  —  g      oder      y  =  <?  +  ?/, 

womit  die  (JU  itbung  dor  Kurve,  wenu  die  neue  Ordinate  y  wieder  mit  y 
bezeichnet  wird,  übergeht  in 

^  +      =«=     —  aaf*  4" 
oder  nach  Aggregaten  geordnet 

(16)  =  +  Sjy«  +  aas«  +  3fy  -  6"«  +    «  0. 

Soll  also  die  Asymptote  durch  den  neuen  Ursprung  gehen,  so  mufe  y  —  x 
eine  Wurzel  des  Aggregats  sweiter  Dimension  sein,  somit 

(17)  Sg«'  +  ax^  =  0,       woraus       2  ="  ~  "f" 

d.  h.  die  Asymptote  schneidet  die  Ordinatenaxe  in  der  Bntfemung  —  ^  vom 
alten  ürsprung. 

Hat  auch  noch  das  folgende  Aggregat  die  Wurzel  y  —      ist  also 

(18)  ^«-&«af-0      woraus  a«-36*-0, 

so  wird  unter  dieser  Bedingung  die  Asymptote  zur  Wendeasymptote,  die  scn 
ihr  parallele  Sehnensehar  besitzt  daher  einen  Durchmesser  nach  Art  der 
Kegelschnitte,  da  jede  Sehne  der  Schar  die  Kurve  nuf  no«^  in  zwei  end- 
lichen Punkten  schneidet  (vgl.  29.).  Letzteres  Ergebnis  folgt  auch,  wenn 
die  Ordinatenaxe  um  den  neuen  Ursprung  gedreht  wird,  bis  sie  mit  der 
Asymptote  zusammenfallt,  wobei  (16)  übergeht  in 

WO  an  Stelle  von  ar,  y,  dl«,  q  die  Werte  nu,  wm,  xr,  —  zu  setzen  sind 
{m^n  weil  y  —  1^,  somit 

F(z,  u)  =  «»*  —  ««u*  +  y  «««  —     ~      +        —  6'n  •  » 

+  (-  3n«««  +  2a«« -  6«) e  +  |  (_  6 +  2  a)  ^»  +     (-  6) ^ 

(19)  ^Sn*'gu*  +  {Bni^'^2ang  +  n~^«  +  i^--ai^+hh+^l, 
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woraus  für  jr «  0  niek  ergiebt 

d.  h.  2wei  Sehnittpunkte  fallen  natiirgamBIk  ina  Unandliclie  und  der  driUe 


ebenfidla,  sobald  »n(86«-a») 
(18)  3ft»-a»-0. 

Ist  aber  (^f  =  0,  si»  IVdgt  ?<  ^  0  d.  h.  die  Asymptote  geht  durch  den  Ur- 
sprung in  Ü  bereinstininiung  mit  9-1,  oben. 

KlassifikaHm. 

95.  Nach  den  von  Newton  in  der  Enumeratio  gramchten  Angaben,  die 
qAter  auecst  TOn  Stirling,  dann  ron  Nicole  bewiesen  worden  (siehe  Ab- 
schnitt I),  IS&t  sieh  durch  geeignete  Wahl  des  Eoordinatensjstems  die 
CQeiehung  einer  beliebigen  Kurve  dritter  Ordnung  auf  eine  der  vier  Normal- 
formen  bringeii 

L   «y*  +  y         +.      -j-  CX  +  d 
JL  —  aas*  +  6«*  +  cof  +  d 

HL  —  ajB*  -f-  6«*  -H  c»  +  <l 

IV.  03^  +  hx^  +  cx  +  d 

(vgl.  hierzu  114  ff.\  Nun  hat  die  Glcichiinp  (19)  der  auf  eine  ihi'cr  Asymp- 
toten als  Ordinatenaxe  bezogenen  Türiiegfndon  Kurve  dritter  Ordnung 

bereits  eine  Fonn,  die  der  Normalfomi  I  am  nächsten 
kommt,  da  s<»nitf  wenn  die  bestehende  teilweise 
Übereinstimmaog  nicht  gestSrt  werden  soll,  nur 
noch  zwei  Bestimmungen  über  die  Lage  des  Ko" 
ordinatcnsystems  beliebig  getroffen  werden  dürfen, 
nämlich  eine  Verschiebung  des  Ursprungs  anf  der 
Ordinatenaxe  und  eine  Drehung  der  Abscissenaze  Z, 
so  wird  man,  um  die  voUstftndige  Übereinstimmung 
mit  der  Normalform  I  zu  erreichen,  jene  Vorsehie- 
bungs-  und  Drchungswinkelgrörse  so  wählen,  daÜB 
die  Glieder  z^n  und  zu  verschwinden.  Gtoht  man 
daher  (siehe  Fig.  69)  mittels  ^ 

if    p  -I-  y  -^  m»      und      s  — 

zu  den  neuen  Koordinaten  x,  y  über,  so  lautet  mit  (|)  +  y)^  nx,  mx  an 
Stelle  von  u,  ä,  du  die  transformierte  Gleichung 
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wobei 


du* 


Sn*  •  tu  +  3i»4f*  —  2ans  +  n  (fc*  - 
0, 


somit 


+  n         s)     +  y)  +  n»«» -  anV  +  + 
+  4  .  6n»mV 

(20)    -  Sn^xif*  +  8««(1  +  2m)aj»y  +  2»« (3p»  ~  o)xy  +  »  (ft*  -  y)y 

+  n  (a^V'  -  ii««!'  +  i'^^  +  m  (6^  -    j)  x  +  »  {b'  -  g')  i>  +  ^* 
und  daher 

3n»(^l  +  im)  =-0       uod       2n*(3i>n  —  «)  —  0 
woraus  die  einzig  möglichen  Werte 

mit  welchen  die  transformierte  Gleichung  (20)  ftbergeht  in 

oder 

Pa  «las  filird  a*'  io  (21)  unabhiinpip  sowohl  von  den  Koeffizient^'u  der  geg. 
Gleichung  (l)  wie  von  n  stots  negativ  ist,  so  sind  fvgl.  Oposcula  Newtoni 
Enuiiun-atio,  pap.  2f)8.  5)  süiutlirhu  durch  Variation  der  Konstanten  a  und 
b  entstehenden  Kurven  dritter  Ordnung 

(1)  /  -  jc»  -  aa;"  +  6"« 
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defektive  Hyperbeln  dritter  Ordnmig  d.  h.  Hyperbeln,  die  zum  Unterschied 
gegen  die  konische  Hyperbel  nur  eine  einzige  Asymptote  bemtzen,  die  ent- 
weder gewdhnliohe  Asymptote  oder  Wendeaqrmptote  sein  kann. 

Die  KaMdnoide 

(1)  +  y'f  -  ^ ~  i/'j  +  ^ -    =  0. 

Urspmug  md  Axen, 

96.  Da  X  und  y  nur  im  Qaadrat  yorkommen,  so  erhftlt  man  fttr  jedes 
beliebige  x  besw.  |f  zwei  Wertepaare  ±  y  besw.  -^x  d.  h/die  Knnre  liegt 
zu  beiden  Axen  ^ymmetiiaeli.  W^gea  des  fdilenden  Zeiebenwedisels  in  der 
nach  jp*  geordneten  Gleiolrang 

da)  +  2 (ö»  4-  x^) +  X*  -  2b"'x^  +  2a«6*  -     =  0 

sind  jedoch  die  beiden  ni  einem  bestimmten  x  «^ohörigen  Werte  ^  tob  ent^ 
gegengesetztem  Zeichen,  von  den  vier  Wurzeln  y  selbst  sind  also  nur  zwei 
reell,  die  beiden  anderen  imaginBr  d.  h.  die  Parallelen  zur  Ordinatenaxe 
schneiden  die  Kurve  stets  nur  in  zwei  zur  Abscissenaxe  symmetrischen 
Punkten. 

y  —  O   giebt  aus   «*  —  26V  +  2a"6*  —  o*  —  0 

die  vier  Wurzeln  -iiis  =  dl  "  «^"aM  ^  i  V'^^*  — 

man  orhalt  also  Tier  bezw.  zwei  symmetrisch  liegende  Schnittpunkte  auf 
der  Abecissenaxe,  je  nachdem  a'  ^  26';  ist  a'  >-  26'  oder  a  —  0,  so  fitUen 
zwei  der  Tier  Sdmittpiinkte  in  den  Ursprung,  letzterer  ist  also  ein  Doppel- 
punkt imd  ist  a'  —  6*,  so  liegen  auf  der  Absoisseaaxe  zwei  zum  Ursprung 
symmetrische  Punkte  I.  Art  {;±^  a,  0). 

Ordnet  man  die  geg.  Gleichung  nach  x^  also 

(Ib)  +  2 (y*  -  6»Ja;=*  -f  y*  4-  2h^y^  +  2a*6=«  -  a*  -  0 

so  zeigt  sich  je  naeh  dem  Wert  Ton  y  ein  Zeiohenwechsel  oder  nicht  d.  h. 
die  beiden  Wurzeln  x'  kOnnen  sowohl  gleiches  als  entgegengesetztes  Vor- 
zeichen haben  m.  a.  W.  die  Parallelen  zur  Abscissenaxe  trefiSm  die  Kurre 
entweder  in  Tior  reellen  oder  Tier  imaginiren  oder  zwei  reellen  und  zwei 
imaginären  Punkten. 

af  =  0    giebt  aus    /  +  2  h^if  +  2  a*6*  -  «*  —  0 

die  vier  Wurzeln  yj,,  -=  ±  a}/—  1       y,,^  =  ±}/a'  —  26*, 

man  erhUt  also,  und  zwar  unter  der  Voraussetzung  a'>  26'  nie  mehr  als 
zwei  reelle  zum  Ursprung  symmetriaehe  Schmttpnnkte  auf  der  Ordinaten- 
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aze;  ist  <  2^>^  so  sohneidet  die  Kurve  dio  Ordinatenaxe  überhaupt  nicht 
und  ist  o'  »  26'  oder  a  0,  so  fallen  die  beiden  reellen  Schnittpunkte  in 
den  Ursprung,  letzterer  ist  alsdann  ein  Doppelpunkt  (siehe  oben).  Man  er- 
hält demnach  sunlchrt  folgende  gestaltliche  Versehiedenheiten  der  vorli^gett- 
den  Kurve: 

a'  <  Sb*»  «0  sehneiden  die  Burallelen  snr  Absdssenaie  die  Kurve  in  je 
vier  Punkten,  die  Kurve  besteht  somit  aus  zwei  getrennten  Ovalen  ohne 
Wendepunkte,  jedes  von  der  auf  der  Abscissenam  gemessenen  lAnge 

±  aTV26*-<^  (Flg.  70> 

o*  OB  b*,  SO  wird  diese  iJbige  null  d.  h.  die  Kurve  bestdit  nur  noch 
aus  Ewel  isolierten  Doppelpunkten  (±  a,  0). 

a'  —  2&*  oder  a  «  0,  so  vereinigen  sidi  die  Ovale  su  einer  Lemnis- 
kate  mit  Doppelpunkt  im  Ursprung,  siehe  97. 

a'  >  25*,  so  verschwindet  die  Lemniskate  und  die  Kurve  wird  m  einem 
Oval  mit  vier  Wendepunkten,  siehe  99. 

97.  Oemäfs  dem  Vorhergehen flfn  tritt  ein  Poppelpunkt  im  ri-sjming 
auf,  sobald  26' "*a'  oder  a  «  0,  die  entstehende  Lemniskate  hat  almlann 
die  Gleichung 

(2)  /  +  2y*««  +  aJ*  -I-  2«»*(y«  -  ««)  =-  0. 

Die  Tan<:f'iit»'ii  ilts  1  »üppeipunkts  ergebtiu  sich  aus  dem  Aggregat  der  Glieder 
zweiter  Ordnung  zu 

(x-y)(jr  +  y)  =  0, 

jeder  dipsi-r  Fakloren  kann  alter  /uuleieh  als  Wur/.el  des  fehlenden  Aggre- 
gats der  Glieder  dritter  Diiueusiou  betrachtet  werden,  daher  sind  die 
Winkelhalbierenden  des  Axenkreuzes  Wendetangouten  des  Doppelpunkte  im 
Ursprung. 

Nach  dem  allgemeinen  Verfahren  erhiüt  man  die  Doppelpunkte  aus 

(3)  |Z_4,(x'  +  *'-i'=)-0 

(4)  ^r-_.iy(^,'-  +  y'-  +  U^)^Q 

«  *  0  in  (  3)  giebt  aus  (4)  entweder  y  —  0  oder  y  -»  ±  d]/—  1 

ai^±Yh*'-i^  in  (3)  giebt  aus  (4)  y  — 0  oder  (*-0,  allein  für 
b  » 0  wflrdo  ans  der  geg.  Gleichung  folgen  +  y" "~  0,  was  unmög- 
lich isi 

y  —  0  in  (4)  giebt  aus  (3)  entweder  s  »  0  oder  jc  •>  ±  &. 

y       Y~       ^  ^  W  kommt  als  imaginär  sidit  in  Bttnudil 
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Daher  kann  es  sich  nur  ttin  swei  Fftlle  handeln,  den  Ur^nmg  und  die 
Funkte  +  h  dt>r  Ahscissenaxe. 

1.  Für  den  Ursprung  folgt  aus  der  geg.  Gleichung  (1) 

«•(26«-a«)  — 0 

»1.  h.  die  lie<liiigun^',  untei  welcher  der  Ursprung  Doppelpunkt  wird,  ist 
entweder  2^'  =  a'  oder  a  =  0. 

2.  Für  die  Punkte  +  h  der  Abscissenaxe  folgt  als  Doppelpunkts- 
faedingung  aus  ^l)  in  Übereinstimmung  mit  dem  Früheren 

a«-d«-0      oder  a*-.6« 

Zur  Feststellung  der  Art  der  gefundenen  Doppelpunkte  dient  das  zweite 
Difl'erentiai  nach  De  Gua.    £s  ist 

daher 

(6)       =  («*  +  3y*  -f  +  4xydxd^  +  (3**  +  y*-  ö*)<i»*«-  0, 

woraus  fBr 

(5a)    X  =  ±^bf  y  —  0  dx*  -f  dy*  =0    d.  h.  konjugierte  Punkte 

(öb)  «-0,     y  =  0  <i»«-<ly*  =  0   oder  ^-±1, 

d.  h.  der  Ursprung  ist  Lin  letzteren  Fall  ein  wirklicher  Doppelpunkt  mit 
den  VVinkelbalhiorenden  des  Axonkrcuzcs  als  Tangenten. 

Da  in  (l)  Glieder  dritter  Dimension  nicht  auftreten,  so  wird  man  auch 

das  dritte  Differential  d^  auf  die  Wurzeln  ^  untersuchen.    Es  ist 

f^-^'  sifc-»»  j^-^'  I?-»*» 

somit 

df  —  xds^  +  jßda^dy  +  xdxdf^  +  ydy*, 

welche  Gröfso  fttr  a;  =  0,  y  =  0  identisch  verschwindet,  die  Wurzeln  (5b) 
von  rfj  können  daher  auch  als  Faktoren  von  d^  betrachtet  werden  d.  h.  die 
beiden  Tangenten  des  Ursprungs  sind  Wendetangenten; 

£Üra;=-±6,  y«»0  wird  dg  —  2U{dx^  -|-  dy*)<i«, 

also  sind  audi  ffir  diese  beiden  Ponkte  die  Wuraeln  (5  a)  von  dg  xugleich 
Wunteln  von  dg,  die  isolierten  Punkte  ±  b  der  Ahscissenaxe  können  daher 
als  Schnittpunkte  je  zweier  imaginSr  konjugierter  Wendetangenten  beinchtet 
werden  und  da 
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80  fand  für  diese  Punkte  die  Wnnteln  von  logar  noch  Wnneln  von  d^, 
Wflrde  man  also  mittels  der  Taylorsohen  Beihe  nnd  den  Werten  ±  6*  0, ff 
an  Stelle  von  jf,  dx,  dff  die  Gleichung  fler  vorliegenden  Kurve  auf  einen 
der  beiden  Punkte  ±  fr  der  Absdssenaze  als  neuen  Ursprung  besiehen,  so 
liebe  sich  die  transformierte  Oleudiung,  da  das  konstante  Glied  und  das 
erste  Düferential,  letzteres  identisch,  venchwinden,  mit  s*+«*(=cl«'+<lj^ 
durchdividieren  d.  h.  die  transfonnierte  Gleichung  spaltet  sieh  in  zwei  qua- 
dratische Faktoren  oder  die  vorliegende  Kurve  zerfUlt  in  zwei  Kegelschnitte. 
ThlktsichUdi  geht  (1)  fttr  a*  -  fr*  über  in 

/  +  2a;V  +     +  26'      -  a^)  +  fr* 

(ar>  +      4-  1'      +  h-)  (x^  +  /  ^~  2h x  +  b% 
(lif  Kurvf'  zert'illlt  also  in  zwei  Kreise  vom  Halbmesser  0  mit  tl»'ii  Miltol- 
puukteu  ^  b  aui'  der  Abscisseoaxe  oder  in  vier  imaginär  konjugierU}  Cierade 

y-±(*  +  »)V^    und  y-±(«-fr)V-T. 

Da  bei  Herstellung  der  auf  einen  der  Dtqipel^punkte  (±  fr,  0)  als  Ur- 
sprung besogenen  transformierten  Gleichung  das  zweite  Differential  d^  d.  h. 
das  Aggregat  der  Glieder  zweiter  Dimension  in  (u,  z)  identisch  versohwindeti 
wenn  fr  »  0  ist,  was  f  —  0,  «>«0,  0*^0  nach  sich  ziehen  wflrde,  so  folgt, 
dafs  alsdann  die  Kurve  im  Ursprung  einen  dreifachen  Punkt  hfttte,  allein 
unter  dieser  Voraussetzung  versehwindet  auch  (/,  identisch  und  die  Gleichung 
der  Kurve  reduziert  sich  auf 

(x«  +  y»)"-0 

d.  h.  die  Knne  wird  zu  einem  isolierten  vierfachen  Punkt  II.  Art  JuiL  zwei 
zusammenlallcnden  Puan  n  imaginär  konjugierter  Tangenten. 

IKend^ptMiib/e  vnd  iladtpunkU. 

98.  Bildet  man  die Bedingnngsgleichungen,  dafs  ftr Wendepunkte  aus 

dl  berechnet,  eine  Wurzel  von  d^  und  f&r  Flachpunkte  auch  noch  eine  Wurzel 
von     ist,  so  kommt,  beginnend  mit  dem  einfacheren  c^,  durch  Einsetzen  von 

=  ~  i^-y^  -  -  x{x'  ^     -h'-}k         -  A  .  1^  -  y  (x«  +  jf'^  +  fr»)  A 

ri;  .  -  _  ary»  («» + +  fr*)»  ^  a-/  (x«  +    +  fr«)  (x«  +  y«  -  fr*) 

-  x»y  {x^  +  ir  +  Ir)  U-  -f  i/«  -  6«)  +  xhj  {x' ^  y' -  b'f 

 XU^x'^!^  +  fr')  { (.r-  +  //-  +  Irf  +  x''  (x^  +  ,/ -  hj  \ 

+      (x«  +  y^ -  h'-)  { y'  (x- 4-  +         +  I 

-  2  fr**y  ( y*  (** + y*  +  fr*)*  +  «» (a;*  +  y*  -  fr*)* ) 
«2fr*ary{y*(x*+y«)«+j^«(a;»+y*)*+2fr»(y»H-««)(y*-«*)+fr*(«»+y*)| 
(6)    rf,  -  2  fr*xy  (j;*  +  y*)  { (x*  +  y*)*  +  2  fr*  (y*  -  x*)  +  fr* )  =  0 
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-  (x-^  +  r )  { .''^  I -  +     -  6«)'  +  !/'  (a  -  +     +  6=«)^ ) 
+  +    -  6^/  -  y«  (j?«  +    +  6''/ } 

+  2  X  V  { y*-5*)*-  2       y«-6«)       y«+6«) + («»+y»+l»«)* ) 

-  + y')- 1    +  r  )^  +  2  6«  (y»  -    +  } 

+  6- f.  2  +  y^-f  -  2  6«  (>«  +  j,«)  +  ft*  +  4  6 } 
- 1 V  { (a^  +  y*)*  +  2  6»  («» + y«)  +  6*  -  4  6»««  | 

(7)  «i,=[(«>+y*)»+i»»(«*-y*)l{(«'+y^*+2ft*(y*-«*)+**l-o. 

Da  ik'i-  trcnioinsi  lialtlichc  Faktor  beider  Düiereutiale  und  dg,  die  ge- 
schweifte Klainiuer,  nach  y'  geordnet: 

y*  +  2  («»  +  6«)  y>  +  («»  -      =  0 

wegen  des  fehlenden  Zeichenwechsels  filr  alle  Werte  von  x  nur  negative 
Wurzeln  also  nur  imaginftre  Wurzeln  y  er^'iebt,  ausgenommen  fflr 
ar*  —  6*  =  0  oder  j:  ==  +  fc,  in  welchem  Fall  y  —  0  und  aus  der  Kurven- 
gleichung (l)  die  Bedingung  a*  =  folgt,  so  kommen  als  Flachpunkte  nur 
die  Punkte  (+  6,  ())  in  Betracht,  allein  für  diese  Koordinaten  verachwindet 
(f  ef 

sowohl  ^  als        die  betreffenden  Tunkte  erfüllen  also  Bedingungen,  die 

den  mehr&chMi  Punkten,  nicht  aber  dem  Flachpunkt  als  einfochem  Kuren- 
punkt  zugehören:  sie  smd  nach  den  obigen  üntersuchmigMi  isolierte  Punkte 
L  Art.  Die  geschweifte  Elanimer  liefert  somit  als  Faktor  von  flber- 
haapt  keinen  Fladhpunkt  Von  den  flbrigen  lUctoren  des  Differentials 
wfirde  y  —  0  mit  der  eckigen  Klammer  in  kombiniert  den  Ursprung  als 
Flachpunkt  ergeben  unter  dar  Bedingung  25'  —  a'  «  0  oder  a'  —  0  ge- 
mSfs  (1),  dieser  Punkt  geaittgt  jedoch  wieder  den  Bedingungen  mehrfadier 
Punkte,  er  ist  gemftls  den  Untersuchungen  in  97.  ein  Doppelpunkt  mit 
Wendetangenten.  Da  endlich  die  Faktoren  «'H-y'^^O  und  5'""0,  der 
eckigen  Klammer  (6)  zufolge,  sich  gegenseitig  bedingen  und  gem&fs  97. 
ein«!  vier&chen  isolierten  Punkt  II.  Art  ergeben,  so  bleibt  nur  noch  su 
untersudien,  ob  der  letitte  Faktor  «  »  0  des  Differentials  einen  Flach- 
punkt bestinunt.  Fflr  diesen  Wert  folgt  aus  der  eckigen  Klammer  (G)  ent- 
weder y  »  0  oder  y  —  ±  5.   Der  erste  Fall  ist  als  ausgesohloBsen  bereits 
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,  ff 

wledigt    Im  swdten  Fall  dagegen  Teradiwindet  nur  ^     nicht     ;  die 

l'unkte  (O,  4;  ?>)  *lor  Onlinattnaxd  sind  somit  thatsärhlicli  l''larhpu!ikt<»  mit 
Tangentou  parallel  der  Abscissenaxe,  unter  der  aus  (l)  folgeuden  Be- 
dingung 

oder 

(3t«-a*)(a*  +  b*)-0 

die  sich,  da  <r  -}  Ir  nie  vprschwindt  ii  kann,  wenn  die  Kurvenglcichung 
reelle  Koeftizienten  haben  iioll,  reduziert  auf 

(7)  a»-36« 

Die  Kurve  hat  alsdann  das  Aussehen  eines  elliptischen  Ovals  ohne  Wende- 
punkte  (siehe  unten). 

99.  Da  die  pesrhw<nt"tp  Klammer  in  (/,  entwiHlcr  imaginäre  Punkt« 
odor  Doppelpunkt«  liefert,  so  htstiinmün  sich  dio  Wenilejinnkt«  der  geg. 
Kurvte  aus  dem  anderen  Faktor  vun  <^  und  der  geg.  Kurveogleichung, 
also  aus 

(7  a)  (»» +       +  b\a?  -  y«)  -  0 

(1 )  (aJ  4  ^1  _  2  6»  («»  -      +  2  a»6*  -  rt*  -  0 

d.  h.  wenn  .r-  ^  z  und  jf^  =  u  gesetzt  wird,  aualTtisch  als  die  Schnittpunkte 
zweier  Parabeln 

(7b)  (n  +  uf  +  6»(if  -  I»)  -  0 

(8)  {z  +  «)•  -  2M(iP  -  m)  +  2a«6*  -  a*  —  0 

da  in  beiden  Gleichungen  (7  b)  und  (8)  die  Diskrirainantc  der  Glieder  höchster 
Dimension  verschwindet  Berechnet  man  die  Schnittpunkte  direkt  aus  (7  a) 
und  (l)  mit 

-j-     =» »       und       of*  —  y«  =» 

so  folgt 

(9)  — ^^^*U-iV^ 


(10)  ^-  !^(^_ay;^. 

daher  besitzt  die  geg.  Kurve 

1.  keine  Wendepunkte,  wenn  a'  <  26':  die  Kurve  bestsht  aus  zwei  ge- 
trennten  Ovalen; 

2.  Bwei  Wendepunkte  im  Ursprung,  vrenn  n?  ^  2fr*:  die  Kurve  ist 
eine  Lemniskate; 

3.  vier  su  beiden  Axen  ^^mmetrische  Wendepunkte,  wenn 
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—  a«(o»-26*) 
>  6*5  


oder 

oder 


36*  +  2a«6«  -  f4*  >  ü 


(36-  -  rt-)(fr  +  i>'j>  0  . 
oder  da  a*  +     stets  positiT,  also  auch 

d.h.  a«<86«; 

4.  keine  Wendepunkt«',  datiir  xwei  Flachpunktü,  weun  a"  =  36",  die 
Kurve  bildet  ein  elliptisches  Oval. 

Vertauscht  man  in  (7  a)  die  Werte  x  und  y  d.  h.  bezieht  man  die 
durch  (7  a)  dargestellte  Kurve  auf  ein  Koordiuatensjsiem  mit  vertauschten 
Axen,  so  zeigt  sich,  dafs  die  neue  Gleichung 

(11)  (a;^  +  y')' =  0 

emen  Sonderfall  der  Qleidiiuig  (1)  und  zwar  wegen  a  —  0  die  Gleickang 

einer  Lflomislcate  nut  dem  Parameter  -^y'^  statt  h  darstellt.    Die  Wende> 

punkte  der  Ka-ssinoide  sind  .somit  die  Sehnittpunkte  mit  einer  zur  Abscissen- 
axe  der  Kassinoide  senkrecht  gestellten  Leinniskate. 

Foriofioii  iler  QtAfOL    (Fig.  70.) 

100.  Da  a  sowohl  als  5  nur  in  gerader  Potenx  in  (l)  ToriEonunen,  so 
hingt  die  Gestalt  der  Kassinoide  auch  nur  von  den  absoluten  Werten  dieser 
beiden  Konstanten  ab.  Auf  Grund  der  yraher- 
gehenden  Untersuchungen  erleidet  somit  die 
Kassinoide  fOr  a  0  bis  oo  folgende  stetig  in 
einander  flbei^hende  Verwandlungen: 

a  =  0  eine  Iveniniskat«, 

•<  \}-  zwei  Ovale  ohne  Wendepunkte, 
a-  =  h'  zwei  isoliert<^  Punkte  1.  Art, 
«*  >•      die  ursprüjiirlichen  Ovale  ohne  Wendepunkte, 
a-  =  26^  die  m\spi"üiigliclie  Lemniskate, 

a*>2fc'  ein  Oval  mit  vier  zu  ])eiden  Axen  symmetrischen  Wende- 
punkten, die  zunilchst  einen  gröfsten  Abstand  von  der  Ordi- 
natenaxe  erreichen,  dann  .sich  derselben  wieder  uäheru, 

a'«=3i*"  ein  elliptisches  Oval  mit  zwei  durch  Vereinigung  je  zweier 
Wendepunkte   entstandenen    Flachpunkten   in  den  Schnitt- 
pimkten  mit,  der  Ordinateiuixe, 
>^  36*  ein  elliptisches  Oval  ohne  Wende-  und  ohne  Flachpunkte, 
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a*  —  <x>  dann  gabt  Gldcbnng  (1),  da  QrSftenf  die  Ton  niederer  Ord- 
nung oo  sind,  gegen  solcbe  von  hShwer  Ordnung  ▼emach- 
ISseigfc  werden  dflrfen,  fiber  in 

oder 

(«*  +     -  Ä*)  (a?*  +     +  «*)  «  0 

d.  b.  die  Kusinoide  zerfallt  in  zwei  Kreise  mit  nnendlicb  grofsen  Halb- 

messfin,  der  eine  reell,  der  antlure  inuigiuür  oo  Y  —  1. 

101.   Um  (jpnauo»  Wert   von        zu  ermitteln,  liir  wclihen  die 

Wendepunkt«  iler  Kassinuide  eine  j^rüfste  Eritfomunjf  von  der  Ordinatenaxe 
haben,  ist  in  dem  Ausdruck  (9)  für  die  (SriJfse  a  als  variabel  zu  be- 
trachten, dann  wird      und  somit  auch  x  ein  Maximum,  wenn 

dx*  - 
da 


oder 


somit,  da  a*  ^  2  b*  sein  mufs  (siehe  100.) 


86« 

oder 


woraus,  da  a*  stets  positiv  ist,  die  eindeutige  Bedingung  sieb  ergiebt 

«•  -  (1  +  l  V^)  ft* 

und.  daher  der  Maxiroalabstand  der  Wendepunkte  von  der  Ordinatenaxe  aus 

w     ^"(i         ->)+  ;Vi  (i  •^'+ y-'-  ^) 

 6*      6»  _  6« 

zu  x^±^y-2. 

Untersuchung  der  Kurven  vierter  Ordnung: 

(1 )  y  -  Qaxjf*  —  8aV  +  «^«^  =  0  und 

(2)  af*  -  aaf«y  +  6y»  =  0. 

102.    l)e  (lua   l)t'h;imli'lt   tlif  vorlieireiMlt'ii   lit-idrii  Kurven   virrti-r  Ord- 
nung nur  zwecks  der  Untersuehung  des  gegenseitigen  Verhaltens  der  auh 
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im  Ursprung  dnrclisdiiieidendeii  Zweige  in  Bezug  auf  Eonvezitftt  und  Kon- 
kavität Hienn  benötigt  er  die  parabolisdien  Nftherungskunren  im  Ursprung, 
die  eich  bei  der  gegebenen  Form  der  Gleidiuogen  (l)  und  (2)  axa  dem 
analytischen  Drrieck  nicht  oder  nur  teilweise  bestimmen  lassen,  weshalb  die 
Bichtunfr  der  Koordinaten  entsprechend  ku  Sndem  ist 

103.  Aiukrt  man  lifi  der  Kurre  (l)  die  Kiebtung  der  ürdinaten  durch 
die  bekaouie  Tranät'unuation 

a?  =  n«  +  #       y  »  m« 
so  lautet  unter  Berücksichtigung  von 

die  Gleichung  der  transformierten  Kurve  (la) 

Berührt  somit  die  Ordinatenaxe  einen  der  Zweige  des  Ursprungs,  der  ein 
Doppelpunkt  ist,  da  die  Glieder  niederster  Ordnung  von  der  «weiten  Dirnen- 
sion  sind,  so  mfissen  sich  f&r  «  =  0  drei  Worte  «  =  0  eichen,  das  Glied 
mub  also  versohwinden,  daher 

woraus  die  Bichtungen  der  Tangenten  des  Doppelpunkts 

«1  1 

in  ÜbereinstimmuDg  mit  dem,  aus  dem  Aggrt'<,'at  uitHlerster  Dimension  von  {^l) 

sich  bestimmenden  Tangentenpaar  des  Doppelpunkts  im  Ursprung 

(./   -  2  }/-J  •  tf){x  +  21/2  .  ?f)^0. 

Gleichung  (la)  auf  das  analytische  Dreieck  gel^  ergiebt,  dafs  die 
Kurve  sich  im  Ursprung  verhält  wie 

2«*«  •  gu  —  Ganm'  •     =  0 

oder 

oder  (da  «  »  0  nur  die  Eigenschaft  des  Doppelpunkts  ausdrückt,  unter  allen 
schneidenden  Geraden  auch  von  der  Abscissenaze  in  zwei  Punkten  getroffen 
zu  werden)  wie  die  beiden  konischen  Parabeln 

(»)  ' 

Ton  welchen  die  eine  auf  die  durch  m  •»  — 71,  die  andere  auf  die  durch 
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w  =  — 


bestimmte  Doppelpuuktstaugeute  als  Ordiuatenaxe  bezogen  ist. 


Beide  Parabeln  verlaufen  somit,  da  ihr  Parameter  Tom  Voraeidieii  von  m 
umbliBiigig  ist,  im  denselben  Quadranten  beider  KtKurdinatensysteme,  sie 

kehren  daher  beide  der  positiven  Seite  der  gemein- 
^^V    l         /*^        samen  Absdasenaxe  dia  konkave  Seite  zu,  wodurch 

die  Qestalt  des  Doppelpunkts  eindeutig  bestimmt  ist 
(Kg.  71). 

104.  liei  Kun^e  (2)  handelt  es  sirh  um  einen 
dreifachen  Punkt  im  Ursprung  mit  dem  Tangenten- 
tripel 

oder 


FIs.  71. 


H»-vT-*)(*+>/v')-»- 


Da  die  gejif.  Gloii  liuiiu'  {'-'•  uns  dem  aualytisrhcri  Dreieck  für  einen  der 
Zweige  des  dreifachen  i'uukts  die  pai-abolische  Nüheruugskurve 

—  ay  =  0 

(Ttfiebt,  welche  die  Abscissenaxe  zur  Scheiteltaiiireiitc  hat,  so  ist  fiir  die 
diesmalige  Transformation  zur  Aufsuchunj;  auch  der   üliriijcn  Nähenin^'s- 

parabeln  eine  Kichtungsiinderung  der  Abscissen 
^TfZ^  vorzuziehen.     Um  jedoch  die  Koordinaten  u 

und  z  in  der  gewohnten  Verbindung  mit  wi 
und  n  beibehalten  zu  können,  vertauscht  ni.in 
Abscissen-  und  ( >rdinateiiaxc  des  lu^ueu  Systems, 
dann  lauteu  die  Transformatiousgloichungen 
(Fig.  72) 

X  —  inu       y     Hl»  +  f , 
wodurch  Gleichung  (2)  mittels  der  Ableitungen 


a«9 


99 


flbergeht  in  (2  a) 

I»)  ei: m*i**  +  (in»»  -  am*n)    +         -  am*)      +  36» •  u**  +  6«»  -  0. 

Soll  daher  die  T'-Axe  »-inen  der  Zweige  des  Urspnings  berühren,  so  müssen 
sich  für  2  =  0  vier  Werte  u  =  0  ergeben,  der  Koeftizient  von      mufs  also 
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verschwinden  und  bestimmt  dadurob  die  Biditungen  des  Tangententripels 
im  Uispning: 

bn*  —  am^n  «=  0 

oder 


•(— v'I-')("+Vt-)-ö- 


Nach  (lein  analytischen  Dreieck  verhält  sich  nun  die  Kurve  im  Ursprung 
wie  die  konische  Parabel 

m*w*  +  (36n*  —  om*)«  —  0, 

daher  sind  die  auf  die  Tangenten  des  dreifachen  Punkts  als  jeweilige  Ordi-> 
natenaxen  und  Scheiteitangenten  bezogenen  Nftberongsparabeln  der  Zweige 
des  dreifachen  Punkts 


für  «  = 


b 


m 


m 


 IJi-* 

•        Sa    >  • 


von  welchen  die  a:ste  und  dritte  der  negativen,  die  mittlere  der  positiven 
Z'Ax»  die  konkave  Seite  xukehren,  wodurch  die  Qestalt  des.  dreifitchan 


*uao 


Ftf.  Tl 


Pif.  74 


Punkts,  die  sich,  wenn  alle  drei  Näherungsparabeln  nach  derselben  Seite 
der  Absi  issenaxe  konkav  wären,  wesentlich  ändern  würde  (Pig-  74),  ein- 
deutig bestimmt  ist  (Fig.  73). 

Untermoliniig  der  Kurve  dritter  Ozdnimg; 
(1)  «y*  +  ey  —  0»  +  d. 

lOlS.  Die  daroih  diese  Gleiehung  dargestellten  kubischen  Hyperbolismen 
(Opuse.  Newt.  Enum.,  pg.  26)  behandelt  De  Gna,  um  zu  zeigen,  daXs,  behuft 
Ermittelung  des  ans  der  vorliegendflsi  Oleiehung  (1)  aue^  unter  Anwendung 

8»m«rb«ek,  Oo»  S«  IUtm.  10 
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des  analytischen  Dreiecks  nicht  unmittelbar  zu  ersehenden  Verlaufs  der 
Zweige  eines  uneiifllich  fernen  mdirfiachen  Punkts,  bezilglich  seiner  Asymp- 
toten ein  ähnliches  Verfahren  anzuwenden  ist,  wie  das  in  104.  beschriebene, 
durch  welches  die  Gestalt  endlicher  mehr&cher  Punkte  bestimmt  wurde,  nur 
treten  an  Stelle  der  konischen  Näherungsparabeln  die  konischen  hyperboU* 
sdien  A^ymptotenkurven.  Der  Koeffixieiit  der  höchsten  Potens  der  nadi  x 
ge<ndne(iea  Gleichung  (1): 

(la)  0«-c)a;+ef-d-0 

ergiebt  die  zur  Abscissenaxe  parallelen  Asymptoten 

jr  +  /c  — 0      und      y— y^-»0, 

also  einen  nnendKeh  fernen  Doppelpunkt  in  der  Biehtung  der  AhseisBMiaze. 
Besieht  man  die  Kurve  durch  ParallelTenehiebung  fur  Ordinatenaxe  um  die 
Streeke  q  mittels  der  Gleichungen 

auf  jene  A^mptoten  als  neue  Absdssenaxen  und  bildet  man 

80  lautet  die  transformierte  Gleichung 

F(z,  u)  HE  »•«  —     +  et*  —  <l  +  (2«*  +  «)  j  +  a*f  —  0 

oder,  nach  e  geordnet, 

(2)  F(t,u)  =  (u*-^2qu-\-^-e)ß  +  eu-\-eq-d  ^-0 

woraus,  wenn  »  0  Faktor  dee  Koeffizienten  Ton  0  werden  soll,  die  Be- 
dingung 

und  daher  die  eine  oder  audere  der  Asymptoten  Absciüsenaxe,  je  nachdem 

ff-±Vc 

in  Übereinstimmung  mit  dem  direkten  Eiigelmis  aus  (1).  Da  nach  dem 
analytisehen  Dreieck  die  Kurve  in  dra  unendlich  fernen  Punkten  der  neuen 
Absdssenaze  sich  verhSlt  wie  die  konischen  Hyperbdn 

2q  •  ue  -\-  eq  —  d  ^  0 

oder 

—     +  d 

— ■«,— ' 

80  ist  fOr  die  Asymptote  (Z-Aie)  in  der  Entfernung  von  der  X-Axe 

(3)  g  —  y'c  •  •  die  Naherungskunre  uz  = 
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q  =  —  ]/c  •  •  die  Näherungskurve  uz  —  —  » 


jenachdem  d  ^  c}/c  oder  d^^ce^  verläuft  die  erste  dieser  zwei  Hyperbeln 
im  I.  und  III.  bezw.  IL  und  YV.  Quadranten  des  ersten  Koordinatensystems, 
die  zweite  Hyperbel  dag^eu  beÜudet  sich  stets  im  IL  und  IV.  Quadranten 


i 

• 

ng.  7». 

des  zweiten  Koordinatensystems;  man  erhalt  daher  für  <lit'  kubisehon  Hyper- 
bolisinon  nur  die  durch  die  Figuren  75  und  7 Ii  dargestellten  zwei  Arten 
des  Verhaltens  der  unendlich  fernen  Zweige  in  der  Richtung  der  parallelen 
Asymptoten.    Die  Hyperbolismen  selbst  änd  kräftig  eingezeichnet. 


nntenrotfhnng  d«r  paiaboUatihen  Euven: 

(1)  jr     a  +  6«  +  ca?*  +  e«*  H  -}- 

lOft.  lüt  der  BesdureUnukg  dar  durch  dien  Oleidumg  dargertellten 
parabolisdiieii  KiixT«n  «Uguneinster  Ait  befkbt  ridh  erstmalB  Newton,  des- 
luüb,  weil  die  nach  Potenzen  Toa  x  fortschreitende  Reihe  flir  y  ihm  die 
Literpolation  der  Reihen,  die  Quadratur  der  Kurven  nebst  einer  ganzen  An- 
zahl anderer  flbr  die  damalige  Zeit  schwieriger  An^gaben  zn  Iflsen  gestattet 
Br  beschxttnkt  sich  jedoch  anf  die  bleibe  Angabe,  dab  diese  Enrren  sich 
im  UnendHchen  verhalten  wie 

y  —  pa^ 

und  abgesehen  vom  Grad  der  Krümmung,  nur  in  zwei  Typen  auftreten,  ent- 

10* 
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weder  wie  die  gewöhnliche  konische  Paiabel  odn-  wie  die  I.  kubische 
Parabel  (Weudeparabel),  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist 

Da  ^  nie  Teraohwindet,  Bo  bedtaten  die  Enmn  keine  mehr&dien 

Funkte,  auch  keine  Tangenten  parallel  rar  Ordinatenaze,  dagegen  bestehen, 
wenn  die  vorliegende  Kurve  n  ter  Ordnung  ist,  n  —  1  Kulminationspunkte 
bezüglich  der  Abscissenaxe,  deren  Abscissen  sich  berechnen  als  die  Wurzeln 
der  Gleichung 

(2)  M     *  +       +        +  •  •  •  +  »J»  •      *  -  0. 

Da  femer  alle  höheren  partiellen  DiöVrentialquotienten  nach  »/,  vom 
zweiten  einschliefslich  an,  verschwinden,  so  reduzieren  sich  die  höheren 
Differentiale  nach  De  Gua  auf 

soll  daher  der  aus 

berechnete  Wert  von  v~  eine  Wur/el  des  zweiten,  eine  solche  des  zweiten 

dx  * 

und  dritten  Differentials  u.  8,  f.  sein,  so  ist  dies  nur  möglich,  wenn  die  be- 
treffenden Differentiale  Tenchwinden,  daher  bestimmen  sich  die 

(A)  Wendepunkte  aus       f(?^»y)  =       ^  =  0 

(B)  Flachpunkte  aufl        f{x,y)^0,   ^-0,  ^,-0 

Wendeflaohpunkte  ans  f (c, If) - 0,   |^-0,        =  0,  |^.-0, 

ersten  due,  Flachpunkte  mit  einer  und  Wendeflachpunkte  mit  zwei  Be- 
dingungen in  den  Koeffizienten  der  geg.  Kurvengleichung. 
Für  die  parabolische  Kurve  dritter  Ordnung  z.  B.  ist 

(3)  y  o  +  6»  +  ««•  -I-  e«» 

(4)  2c+66X  =  0, 

sie  beaitst  lomit  einen  Wendepunkt  mit  dm  Koordinaten 

*  5;  y-a  ^ 

FBr  die  parabolische  EnrTe  Tisrter  Ordnung  hat  man 

(5)  y  —  a  +  6»  +  ca:»  +  e«»+ 

(6)  .  •  2c+6ca;+ 12/'*^-0, 
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die  Kurve  besitzt  daher  zwei  reolle  trL'trcnntp  Wendepunkte  oder  zwei  zu- 
saminonf'allende  d.  h.  oinea  Flacbpunkt  oder  gar  keinen  Wendepunkt,  ja 
nachdem  die  Diskriminante 

Die  Absei  SSO  des  Flachpunkts  berechnet  sich  unter  vorstehender  Be- 
dingung aus  {ii)  zu 

e 

in  Übermnatiimnung  mit  dem  Wert,  der  sich  ergiebt  aus 
(7)  1^,  -  6e  +  2^fx  -  0. 

Zugleich  folgt  aus  (A)  bezw.  (B),  dafs  die  parabolisehon  Kurven  nter  Ord- 
nung höchstens  )i  —  2  reelle  Wendepunkte  und  hüilistens  n  —  3  reolle 
Flachpurikte  besit/tn  und  dafs  jeder  Wendeflachpunkt  eine  ungerade,  jeder 
Flachpuukt  eine  gerade  Anzahl  von  Wendepunkten  in  sich  vereinigt. 

SyBtemftfeik  der  Karvea  IL  und  QL  Ordnimg. 

107.  Die  Au&Shliing  der  Kurven  zweiter  und  dritter  Ordnung,  die  sieh 
Mf  Betrachtangen  der  IHskrimiiiaate  d.  h.  detjemgen  Funktion  rtfltit,  die 
das  reelle  Gebiet  Tom>  iinaginSren  trennt,  giebt  De  €hi|b  Anlab  za  einem 
erstmaligen,  rem  analytischen  Bewds  des  steten  Yerlanl^  einer  algebraisdien 
Kurve  im  ganzen  Gelnet  ilirer  Ebene.  Boll  em  Ins  daliin  reeller  Zweig  in 
einem  seinor  Punkte  plOtzUch  anfhOren  d.  h.  die  eine  der  beiden  Kooirdi- 
naten  dieses  Punkts  imaginftr  werden,  so  ist  dies  nur  mdglich,  wenn  diese 
Koordinate,  etwa  die  Abscisse,  sich  aus  der  Gleichung  der  Kurve  in  einer 
der  drei  Fonnen  berechnet: 


wo  B,  üt  b  reelle  Grölsen  sind,  n  ein  gerader  Wunelexponent  und  >  a 
ist  Hieraus  folgt,  dafs  imaginire  Ko(»dinaten  nur  konjugiert  und  in 
gerader  Anzahl  auftreten  kOnnen  und  da  der  Übergang  von  5  <  a  zu  &  >  a 
nur  durch  (  a  hindurch  statthaben  kann,  f&r  welchen  Fall  nch  je  zwei 
gleicbe  Werte 

«  —  0  ««oo 

ergebm,  so  setzt  sich  die  Kurve  an  der  Grenze  zwisdien  reell  und  imaginBr 
vom  ursprünglichen  Endpunkt  aus  stets  reell  fort  entweder  in  der  Sich- 
tung der  Abseisse  dieses  Punkts  oder  erstreckt  sieh  der  Zweig  ins  ünend- 
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liehe  oder  ist  jener  Eudpunkt  ein  mehitacher  Punkt,  was  ebenfalls  mit 
einem  Authören  der  Kurve  im  Widerspruch  steht. 

Emteämff  der  Kurven  IL  Ordnmg. 

(1)  f  («1 3^)  —  «y*  +  f»ff  +      +  fty  +     +  a  —  0. 
108t  Da  das  Aggregat  der  (ilit  der  höchster  Dimension 

(2)  ey'  +  fxy  H-      -  0 

je  nachdem  ieg  —  f*^0  swei  reelle  ▼erscfaiedene  oder  swei  reelle  gleiche 

oder  zwei  imaginftr  konjugierte  Wurzeln  ^  hat,  so  ergiebt  sich  eine  Ihrei- 

tdlung  der  Knrren  zweiter  Ordnung  hinsiditlioh  ihrer  unendlich  ftrnen 
Punkte. 

Erster  Fall. 

109.  Im  Falle  der  Doppelwurzel  von  (2)  bestehen  folgende  Möglich- 
keiten : 

a)  Die  Doppel wurzel  ist  i^'aktor  des  linearen  Aggregats,  dann  hat  (l) 
die  Form: 

(««  +  ßyf  -{■Ä{ax  +  ßif)  =  B 

oder 

(«a?  +     -I- ^  +  }/4-  + +  T Vt  +  ^)  "  ^ 

d.  h.  die  Kurve  /.erfüllt  in  zwei  (lerade. 

b)  Die  Do])i)elwurzel  ist  kein  Faktor  des  linearen  Aggregats,  dann 
lÄfst  sich  die  (lestalt  der  Kurve  am  besten  diskutieren,  wenn  ilirc  tJleichung 
durch  besondere  Ainiuhint'  des  Koordinatensystems  auf  die  möglichst  ein- 
fache Form  gcljiaihl  wird.  And«'H  man  daher  die  Richtung  der  Koordi- 
naten ab  in  diejenige  n-^vh  dem  unendlich  fernen  Punkt  der  Kui've  mittels 
der  bekannten  Transformation 

und 

so  lautet  die  transformierte  Qleichung 

(3)  u)  =  (em*  +  fmn  +  gn^  u*  +  (hm  +  c»  +  fmt  +  ügns)  « 

+  a  +  c#  +  ^«*  — 0; 

soll  daher  die  neue  Ordinatenaxe  die  Kurve  in  einem  unendlich  fernen 
Punkt  treffen  d.  h.  für  ä  =  0  ein  Wert  u  ^  <x>  sich  ergeben,  so  folgt 

em*  +  fmn  -f  gn*  —  0, 
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woraus  sich  mit  Boriu  k^^ic  htigung  von  ^eg  —  — ■  0  der  Winkel  des  neuen 
Koordinatensystems  bestimmt  zu 

— 

womit  (3)  flbefgelit  in 

Fiz,  u)  _  ^bm  +  C«  —  ^     +  2gngj  u     a     C£  gz^ 

—  (hm  +  cn  4-  **^2e^~  n'zju'i-  a  +  et  gz* 

—  (bm  +  cn)u-{'  a  +  et  -k- 

(iee  —  bfjn     ,      ,       ,  „ 

—  u-\-  a  -\-  cz  -\-  gz* 

oder,  wenn  an  Stelle  von  u  und  #  wieder  die  Koordinatenbeseidmnngen  g 
nnd  X  genommen  werden 

(4)  g)  =  g^  +  ew  +  hg  +  a^O. 

Um  das  konstante  Glied  zu  entfernen,  ver8c'hiel)L  man  den  Ursprung  in 
den  iSchnittpunkt  der  Kurve  mit  der  Ordinatenaxe  d.  h.  setzt 

dann  wird  ans  (4)^  wenn  die  neuen  Ordinaten  g'  wieder  als  g  geschrieben 
werden 

0  =  gx*  +  c«  +  A(y+J>)  +  «  —      -jr  cx  +  hg  -\-  hp  -i-  a 
und  somit  ans 

Äj>  +  o  =  0 

die  Yerschiebungsgrörse 

a 

p  —  X 

und  daher  die  neue  Form  der  Kuryengleiehung 

(5)  ip  {x,  y)  _  gx'  +  cx  +  hy  =  0. 

Endlich  läfst  sich  noch  durch  Drehung  der  Abscissonaxe  das  lineue  Glied 
in  X  wegschaffen,  dies  geschieht  durch  die  Transformation 

wobei  der  ein&ehen  Bedmnng  wegen  die  AbseisBenaze  als  U-Aze  und  die 
Ordinatenaxe  als  Z'Kj»  bezeichnet  wird,  unter  Benutzung  von 

womit  (5)  übergeht  in 

1^;  {z^  m)  ~  gn*  •  tt*  -f-  (Ä»»  +  cn)  m  -f-     —  0, 

welche  Gleichung  sich,  wenn  die  Drehung  der  Abscissenaxe  um  die  aus 

Am  4-  ci»  — *  0 


Digitized  by  Google 


152 


IV.  AbBchnitt. 


bestimmte  Winkelgr5&e     ~  ~     erfolgt,  Tereiii&cht  in 

und  daher,  wenn  die  Ordinsten  wieder  mit  y  bezeiohnet  werden,  die  ein- 
fachste  Fozm  besitzt 

(6)  <l>(flf,y)  =  ir«»  +  Äy-0. 

Aus  dieser  Gleichung  folgt:  Die  Ordinatcnaxe,  die  nach  dem  unendlich 
fernen  Puukt  der  Kurve  weist,  ist  ein  Diu-chmesser  der  Kurve,  da  für  alle 
negativen  Werte  von  j/,  und  die  Kurve  verliluft,  wenn  g  und  //  gleiches 
Vorzeichen  haben,  nur  in  der  Richtung  der  negativen  Ordinatcnaxe,  sich 
stets  zwei  gleiche,  aber  entgegengesetzte  Werte  von  x  ergeben.  Die  durch 
den  Koeffizienten  der  höchsten  Potenz  von  tf  dargestellte,  zur  Ordiuateuaxe 
parallele  Asymptote  bezw.  d&s  Asymptofcenpaar  hat  die  Gleichung 

0  • «  +  A  *"  0      oder      »  =  -^=»00 

cL  h.  die  unendlich  ferae  Gerade  ist  Astymptote.   Die  Kurve  heilst  Pftrabel. 

Zu-cUcr  Fall. 

HO.  Im  Falle  zweier  reeller  und  getrennter  Wurzeln  von  (2)  eril&lt 
man  eine  einfachere  Form  der  Kurrengleicbung,  wenn  die  Richtungen  der 
Koordinaten  in  diijenigen  der  Asymptoten  abgeändert  werden.  Man  er- 
reicht dies,  indem  man  zuerst  die  Ordinatcnaxe  in  die  Aichtung  der  einen 
Asymptote  dreht,  mittels 

«II  +  «  y  » IN« 

und  alsdann  die  Abscissenaxe  parallel  der  anderen  Asymptote  stellt,  mittels 

also  durch  die  gleichzeitige  Transformation  * 
ap  —  «ff  +  («*  -j-  A)r  —  {» -f  dx) 
jF  —     H-  m* .  r      —  (y  +  <ly), 

wo  nunmehr  r  und  8  die  den  Asymptoten  parallelen  Koordinaten  sind.  Mit 
Benutzung  von 

cf  c*f  S*f 

^-/■y  +  2,«+«     ^/,-2^  ri,-' 

lautet  die  transformierte  Gleichung 
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(7)  /-(r,  8)  =  (cm^  +  fmn  +  gn^)  5* 

+  (ifm  +  2gn)  (^ik  +    +  (2  em  +  fn)  mk)  rs 

+    (»t  +  »)•  +  A«i  +  A)  mft  +  »'»O 

+  (bm  +       +  (e(nk  +  %)  +  »mil;)r  +  a  —  0, 

soll  daher  jede  der  Koorditiiitcnaxon  die  Kurve  in  einem  un«'ndli<li  fernon 
Punkt  treffen  d.  h.  sowohl  für  ■>  =-  ()  ein  Wert  r  =  <x>  als  auch  umgekehrt 
für  r  =»  0  ein  Wert  s  =  oo  sich  ergeben,  so  mufs  sein 

ff(nJB  +  hy  +  f(nk  +  A)m*  f  m**»  -  0 

em*  +  fmn  +  p«*  —  0, 

woraus  sich  die  beiden  Drehungen  —  und  bestimmeu.  Dann  geht  (7) 
aber  in  die  F<niii 

(8)  •  r«  +  J?  •  r  H-  0  • «  +  a  —  0, 

vei-schiel)t  man  daher  noch  den  Ursprung  in  den  Schnittpunkt  der  Asymp- 
toten mittels 

und  b«stimjnt  p  und  durch  die  Bedingungen,  dnfs  die  Koeffizienten  der 
linearen  Glieder  r  und  .s'  verschwinden,  so  erhält  man,  wenn  die  nenen 
Koordinaten  r  nnd  s  wieder  mit  x  und  y  bezeichnet  werden: 

(9)  «y  +  JT-O 

als  einfachste  Gleichungsform  derjenigen  Kurvengattung  zweiter  Ordnung, 
für  welche  4  e</  —  /""  <  0  d.  h.  derjenigen  Kurven,  welche  zwei  reelle  ge- 
trennte Asymptoten  besitzen.  Diese  Kun'en  heifscn  Hyperbeln.  Der  Ur- 
sprung des  Koonlinatt  nsystcms  ist  Mittelpunkt  der  Kurve,  da  alle  GLradm 
y  =  kx  je  zwei  gleiche  und  entgegengesetzte  Werte  sowohl  von  x  als  von 
y  ergeben. 

III.  Da  gemAb  den  froheren  üntennchiingen  in  82.  aUe  Kunren 

zweiter  Ordnung,  fBr  welche  ieg  —  f*  ^0  ist,  einen  Mittelpunkt  be- 

dtnn,  80  hitte  ach  im  rorliegenden  Fall  fllr  die  Ableitnng  einer  einfachsten 
Glnehnngsfiinn  nodi  ein  weiterer  Weg  geboten:  die  Benignahme  auf  die 
Dvrchmesser  der  Kurve  als  Koordinatenaxen.  Transformiert  man  daher  den 
Ursprong  in  den  Mittelpunkt  der  Kurve,  dessen  Koordinaten  gem&b  SS.  tind 

mittels  «  +  i>  =  (»  +  dxj       Jf  +  ff  «■  (y  +  dy) 

an  Stelle  von  %  und  y,  so  lautet  die  transformierte  Gleichung  (l) 
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+     +      +  c)p  +  {2ey  +/•«  +  6)«  +/j>g 

(10)  -e/+/'«y+p«»  +  i-0. 

Dio  linearen  Glieder  verschwinden  somit  in  Übereinstimmung  mit  der  Eigen- 
soiuiit  des  neuen  Ursprungs  als  Mittt^lpunkt,  dafs  jede  durch  ihn  gehende 
Gerade  in  zwei  zu  ilim  symmetrischen  Punkten  schneidet,  sich  also  für 
//  =  kx  aus  (10)  eine  sowohl  in  x  wie  in  y  rein  quadratische  Gleichung 
ergeben  mufs.  Behält  man  die  ursprüngliche  Richtung  der  Abscissen  bei, 
ändert  dagegen  diejenige  der  Ordiuateu  mittels 

iß^nu  +  M  ff^mu 

vnUr  Benutsang  Yon 

80  kann  die  transformierte  Gleiohnng 

9  {js,  u)  r2  (cm*  +  fmn  -f  gn^)     +  (fm  4-  2gn)£u  +      +  i  —  ü, 
wenn  die  neue  Qrdinatenaxe  17  um  die  aus 

(11)  /m+2<7n-0       zu  -  - 

bestimmte  Winlralstellimg  sur  Abedssenaxe  gelnracht  wird,  yerein&eht 
werden  in 

0  (e,  u)  -  (em»  +  fntn  +  ^n«)  »»  +  ^i*  +  X  -  0 

oder  nach  £in^tzen  von  ^11) 


oder 

(12)  !:ü*'»,=lC'„»  +  ,.  +  c-0 

oder,  wenn  die  Abscissen  und  Ordinaten  wieder  mit  x  und  y  beseiehnet 
werden,  unter  Berllcksichtigimg  von  ieg  —  -^0 

(12a)  «--^•/4-C'-0. 

Da  fttr  jedes  beliebige  x  swei  gleaohe  und  entgegengesetite  Werte 
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ab«r  fOr  y  mir  wenn  y  >        zwei  ebeoaolche  Werte  a;  ■»  ±    Ä^^  —  C 

sidi  ergeben,  so  folgt,  dafs  die  Koordinatenaxen  konjugierte  Durchmesser 
sind,  daCs  die  Kurve  mit  vier  Ästen  sich  ins  Unendliche  erstreckt  und  nicht 
geschlossen  ist.    Sie  ist  eine  Hyperbel. 

Ihre  Asymptoten  sind,  da  die  Faktoren  des  höchsten  Aggregats  iu 
(12a)  als  Faktoren  des  fehlenden  linearen  Aggregats  betrachtet  werden 
können,  die  Ursprungsgeraden 

%  ~  yjL  •  y  =»  0      und      9t  + •  y  —  0. 

112.  Für  die  allgemeine  Gleichung  (l)  können  unter  der  Bedin^ning 
—  /■*  <  0  d.  h.  wenn  sie  eine  Hyperbel  darstellt,  noch  folgende  Sonder- 
fälle eintreten: 

a)  Einer  der  Faktoren  des  höt  hsten  Aggregats  sei  Faktor  des  linearen 
Aggregats,  also  die  Gleichung  von  der  Form 

(««  +  /Jy)(y«  +      +       +  ^y)  +  a  -  0, 
dann  gelit  die  eine  dar  Asymptoten  durc^  den  üisfmmg,  nSmlidt 

««  +  /Jy  —  0. 

Verschwindet  noch  das  konstante  Glied,  so  zerfällt  die  Kurve  iu  das 
Geradenpaar 

(«a;4-f3i/)(yx  +  (Ji^  +  A;)-0. 

b)  Beide  Faktoren  des  höchsten  Aggregats  seien  zugleich  Faktoren  des 
linearen  Aggregats,  was  nur  möglich  ist,  wenn  letzteres  verseliwindet,  dann 
hat  (1)  die  Pom 

cos*  +  i^U  +  9^  +  tt  0 

oder 

(«X  +  ^y)  {yx  +  dy)  +  a  —  0 

d.  h.  beide  Asymptoten  gehen  durch  den  Ursprung,  liegen  aber  nicht  sym- 
m^risoh  sum  Azenkreus,  ihre  Gleichungen  lauten 

+  ^y  =  0       und       yx  +  dy  =  0. 

Dritfcr  Fall. 

113.  Im  Falle  imaginärer  Wurzeln  von  (2)  d.  h.  in)aginärer  Aqrmp- 
totenrichtungen  ist  nur  die  in  11 1.  bdiandelte  Art  der  Transformation  mc^g- 
lich.  Die  auf  konjugierte  Durchmesser  als  Koordinatenazen  bezogene  Glei- 
chung der  Eur?e  (12)  lautet  alsdann  mit  Berflcksichtigung  von  4ey — /^>0: 

(12b)  ac»  +  ily*+C-0, 


Digitized  by  Google 


156 


IV.  Abflchnitt 


was  nur  möglich  ist,  wenn  C  negativ  ist.  Da  sich  die  reellen  Worte  der 
Abseissen  nur  zwischen  -±,^0  und  diejenigen  der  Ordinaten  nur  zwischen 

+  i   ^  siob  bewegen,  so  ist  die  Enxre  eine  gesebloeaene.  Sie  heiftt  Ellipse, 

im  Sonderfall  Kn  is. 

Bezüglich  der  allgemeinen  Gleichung  (1)  kann  hier  nur  der  eine 
Sonderfall  eintreten,  dafs  die  imaginär  koii juLrinifn  Lineartaktoren  des 
höchsten  Aggregats  gleichzeitig  Faktoren  des  linearen  Aggregats  sind  d.  h. 
dafs  letzteres  überhaupt  fehlt,  dann  lautet  die  (ileichuug  der  Ellipse 

ey*  +  fxy  +  ^x*  +  a  —  0. 

Sie  hat  zwei  imaginür  konjugierte  Asymptoten,  deren  reeller  DnrobsohnittB- 
punkt  der  Ursprung  ist 

yAnti'ilung  der  Kurven  III.  Ordininrf: 

(1)  fM  =  Äl''  +  ixif*  +  kx^y  -i-lx'-^-ey'-t  fxtf  -f  ^rx^  +  6y  +  c«  +  o  -  0 . 

114.  Da  das  Aggregat  der  QHeder  hOehster  l>imen8ion  als  Oleichung 
dritten  Grads  mit  reellen  Koeffizienten  entweder  eine  oder  drei  reelle  . 

VViu-zeln  ~^  besitzt,  denn  imaginäre  Wur/,eln  können  nur  konjugiert  d.  h. 

in  gerader  Anzahl  auftreten,  so  erstreckt  sich  jede  Kurvte  dritter  Ordnung 
mit  mindestens  zwei,  höchstens  sechs  Zweigen  ins  Unendliche.  Die  Kurven 
dritter  Ordnung  and  somit  keine  geschlossenen  Kurven  und  es  ergieht  sich 
hinsichtlich  des  Yeihaltens  im  Unendlichen  auf  Qmnd  der  Wurzeln  der 
Gleichung 

+  ixy*  +  kix^y  +     -  0 

folgende  Vierteilung: 

I.  Fall:  Drei  reelle  Tersdiiedene  Wurzeln, 
n.  Fall:  Drei  reelle  Wurzeln,  zwei  derselhen  gleich, 
m.  Fdl:  Eine  reelle  Wurzel,  die  beiden  anderen  imaginir  konjugiert 
IV.  Fall:  Drei  reelle  gleiche  Wurzeln. 

Da  an  der  Lage  des  Koordinatensystems,  auf  welches  die  allgemeine 
Gleichung  (l)  bezogen  ist,  insgesamt  vier  Andeningen  vorgenommen  werden 
können,  für  jede  Axe  eine  Drehung  und  eine  Parallelverschiebung,  so  ist  es 
möglich,  (liir(  Ii  geeignete  Wahl  dieser  Transformationen  stets  vier  Glieder 
der  allgemeiueu  Gleichung  zu  eliminieren. 

1.  FaU. 

115.  Giebt  man  den  Ordinaten  die  Richtung  ^  einer  Aqm^tote  und 
setzt  also 
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ao  Tenchwindet  du  Glied  u'  besw.  y*,  warn  nach  volln^ner  Trans- 
formation dio  neuen  Koordinaten  im  Folgenden  durchweg  wieder  mit  x  und 
y  beaeiohnet  werden;  Tenchiebt  man  feimer  den  Ursprung  in  den  Sdmitt- 
punU  von  Absoiflsenaa»  und  Asymptote  mittels 

—  af'  + 1> 

und  ordnet  die  transformiert*;,  neu  bezeichnete  (ileu-hiuig  nach  fallenden 
Potenzen  von  so  niufs  das  konstante  Glied  des  Faktors  der  höchsten 
Potenz  ir  verschwinden,  <laniit  sich  dieser  Faktor,  weil  er  die  zur  Ordinaten- 
axe  parallelen  Aspuptoton  daistellt,  auf  .r  =  0  reduziert.  Die  allgemeine 
Gleichung  (l)  verliert  somit  das  Glied  jfK  Nunmehr  dreht  man  die  Ab- 
scisseuaxe  mittels 

X  '=*ntt       if  —  mu  -\-  z 

um  eine  Gröise  — ,  die  sidi  eindeutig  aus  dem  gleich  Null  gesetsten  Koe£fi- 

sienten  von  xtf^  ergiebt|  wobei  su  berfidcsiehtigen  ist,  dals  diesmal  in  der 
transformierten  Gleiehung  «  und  M  mit  den  vertausohten  Koordinaten  x  und 
ff  zu  beseiohnen  sind  (vgL  109,  6),  endlieb  Terschiebt  man  die  neue  Ab- 
sdssenaze  um  eine  Strecke  q,  die  sich  eindeutig  aus  dem  gleidh  Null  ge- 
setzten Koeffizienten  von  xff  bestimmt,  nachdem  y  +  ff  gesetst  wurde, 
dann  erhält  man  in  Besag  auf  dieses  neue  Koordinatensjstem  als  Gleichung 
der  allgemeinsten  Kuzre  dritter  Ordnung  mit  drei  reellen  und  getrennten 
Ajyn^toten  Toh  Tersdiiedener  Bichtnng 

(la)  Z«»  4-  Jxif^  +  Gx'  +  By  +  Cx     Ä  ='  0, 

die  durch  Umstellen  und  Division  mit  J  die  liewtonsche  Normalform  I 

annimmt: 

(I)  «y*  +  ey  =  a«*  +  bx^  +  cx  +  d. 

In  Bezug  auf  diese  Nrnmaltom  ist  somit  der  Fall  L  duiralrtemint  durch 
a  >  0:  Unter  dieser  Bedingung  haben  die  Kuiren  (la)  drei  reelle  ver- 
sohiedene  Asymptoten: 

jBcO      j/-f|/«*«"~0      y  —  yä  • «  —  0  • 

also  eun'  Asymptote  mehr  denn  die  konische  Hyperbel  und  werden  daher 
von  Newton  als  Hjperbolae  redundantes  bezeichnet. 

Das  ^  erhalten   dieser  Kurven   in   den  unendlich   fernen  Punkten  der 
Ordinateuaxe  wird  nach  dem  analytischen  Dreieck  antjegeben  durch  ■   '  '  • 

Xjf^  +  <sy  —  0       oder       xy  -\-  e  =  0 

eine  Hjpnbel,  deren  Oxdinatan  y  ->  —  —  gem&Ts  der  nach  y  quadratischen 

Gleichung  (l  a)  die  Summen  der  Ordinaten  y^  +  der  endlichen  Schnitt- 
punkte darstellen,  in  welchen  die  zur  Ordinatenaxe  parallelen  Geraden  die 
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Kurve  treffen.  An  Stelle  des  geradlinigen  Durchmeisers,  der  durch  Ver- 
Mndung  der  Mitten  einer  Parallelschar  von  Sehnen  entsteht,  welche  die 
Kurve  in  drei  endlichen  Punkten  schneiden,  tritt  somit  in  dieaem  Fall,  wenn, 
der  dritte  Schnittpiinki  ins  Unendliche  rQckt|  die  Hyperbel 

als  Dordiineenr. 

Innerlialb  der  dnrdi  (JC)  dargestellten  Knmngattong  dritter  Ordnung 
kann  sdbst  wieder  eine  üniendieidung  getroffen  werden,  einmal  binsichi- 
lidi  gemeinacbaftlicher  Faktoren  dar  beiden  hOehsten  Aggregate,  sodann  hin- 
siehÜich  Toriiandener  Wendeasymptoten  (TgL  39.)  oder  Mittelpunkte  (ygL  33.)^ 

Da  der  ¥Mot  ff  <—  0  des  Aggregats  dritter  Dimension  in  (I)  zogleidi 
Faktor  von  haP  ist,  auf  welches  Glied  sich  das  Aggregat  zweiter  Dimension 
reduziert,  so  bestehen  hier 

1.  Kuren  mit  einer  Asymptote  doroh  den  ürspnmg,  die  hier  Qrdi- 
natenaxe  ist   Diese  Kurven  haben  unter  den  drei  Asymptoten 

a)  keine  Wendeasynqptote,  wenn  e*<f"0, 

b)  eine  Wendeaitymptote,  wenn  e  «  0,  daher  ihre  Oleiehung 

xy^  —  a«*  -|-  bx*  cx 

c)  drei  Wendeaiiymptoten,  wenn  anIber  e  —  0  noch  b'  —  Aae  ^  0, 
daher  die  Gleiehung  dieser  Karren  von  der  Form 

S.  Kurven  mit  drei  Asymptoten  durch  den  Ursprung,  sobald  6*0, 
da  alsdann  nicht  nur  der  zweite,  sondern  gleichseitig  auch  der  dritte  Faktor 
dee  höchsten  Aggregats  als  Faktor  des  verschwindenden  Aggregats  zweiter 
Dimension  zu  betrachten  ist  Diese  Kurven,  bei  welchen  somit  das  IMeck 
der  drei  Asymptoten  zum  Punkt  susammensohmmpfti  haben  die  Gleichung 

xy^  +  f y  =  ax^  -\-  cx  +  d 

und  sie  besitzen 

a)  keine  Wendeasymptote,  wenn  e  «f*  0,  und  einen  Mittelpunkt  oder 
nicht,  je  nachdem  d  —  0  oder  nicht, 

b)  eine  Wendeasyniptote,  wenn  c  0,  aber  koinen  Mittelpunkt,  da  die 
Gleichung  dieser  Kurven,  wenn  auch  noch  d  ^  0  wiire,  zerfallen  >vürdp, 

c)  drei  Wendeasyniptotcn ,  wenn  aufser  c  =  0  noch  ine  ~  i)  d.  h. 
C  =»  0,  da  tür  a  —  0  zwei  Wurzeln  des  hticlisten  Aggregats  gleich  würden 
(vgl.  116.).  Diese  Kurven  haben  keinen  Mittelpunkt  und  ihre  Gleichung 
lautet 

xy^  ™  a«*  +  d. 
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116.  FOr  a  B  0  hat  das  Aggregat  der  Glieder  blhdister  DunensioD  in  (t) 
die  Doppelwnnel  y  —  0.  Die  GleiohiUig  dieser  Earrengattung  kann  daher 
als  Sooder&ll  von  (Q  betrachtet  werden  und  lautet 

(n)  ey  =  bx*     cx  +  d. 

Beaflglieh  gemeinschaitUcher  Faktoren,  Wendeasymptoten  und  IGttelpunkte 
ist  anal<^  115.  folgende  Unterscheidung  möglich; 

1.  d  *if>  0,  dann  haben  die  beiden  höchsten  Aggregate  nur  «neu  ge- 
meinschaftlichen Faktor  «  »  0.  Nach  dem  analytischen  Dreieck  Terfaalten 
sich  diese  Karren  in  den  nnendlü^  fernen  Punkten  der  Ordinatenaxe  wie 

«y'  +  ey     0     oder         —  —  e     die  konische  Hyperbel 

und 

xp^  —  hs^    0     oder     ^  ^h»      die  konisdis  Panbd. 

Die  durch  (II)  dargestellten  Kurven  besitzen  daher  nnr  eine  endliche 
Asymptote,  die  Ordinatenaxe.    Dieselbe  ist 

a)  eine  gewöhnliche  Asymptote,  wenn  e  =|=  0, 

b)  eine  Wendeasymptote,  wenn  e  =  0;  die  Annäherung  dieser  Kurven 
an  die  Ordinatenaxe  erfolgt  nach  Art  der  kubischen  Hyperbel 

2.  6  =  0,  alsn  sämtliche  Faktoren  der  beiden  höchsten  Aggi-egato  ge- 
meinschaftlich, dann  ergiebt  sich  aus  der  nach  y  bezw.  x  geordneten 
Gleichung: 

xy^  +  ey  —  {cx  -j-  d)  =  0 
(y  +  y  c)  (y  -  y  c)  a;  +  («y  -  <«)  -  0, 

daft  diese  Kurven  drei  Asymptoten  hesitsen,  nSmlich  die  Ordinatenaxe  und 
swM  Parallelen  snr  Abseissenaxe;  letstere  sind 

a)  reell  und  getreimt  ftr  c>0.  Je  nadKtom  ein  Miltelpunkt  vor- 
hsaden  ist  oder  die  Ordinatenaxe  Wendeasymptote  wird,  kfonen  hier  selbst 
wieder  Kurven  unterschieden  werden 

u)  ohne  Wendeasymptote  und  ohne  Mittelpunkt ,  wenn  e=^0  imd 

ß)  mit  Wendeasymptote  und  ohne  Mittelpunkt,  wenn  e  =  0  und  d 

y)  ohne  Weiideasyiuptote  und  mit  Mittelpunkt,  wenn  r  =|=  0  und     =  0, 

b)  reell  und  /usaiumentallend  für  c  =  0,  also  nur  zwoi  pndlirho 
Asymptoten,  die  eine  derselben  doppelt  zu  reclmeu.  liier  üuden  sich  nur 
Kurven  ohne  ^fiUelpunkt  und 

a)  ohne  Wondeasymptote  (Ord.-Axe),  wenn  e  4=  0, 
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ß)  mit  Weudeasymptote,  wenn  e  ~  0,  also  ihre  Gleidiung  diejenige 
der  kubischen  Hyperbel 

c)  imagin&r  konjugiert  für  c  <C  0  d.  h.  sie  verschwinden ;  bezflglidi 
Wendeasjmptote  und  Mittelpunkt  dieselbe  Unterscheidung  wie  bei  a). 

Die  letzten  drei  durch  a  =  0  und  h  =  0  charakterisierten  Gruppen 
Ton  Kurven  dritter  Ordnung  stehm  mit  den  Kegelsehnitten  in  nahm  Zu- 
sammenhaog.   Aus  ihrer  Gleiehung 

(Ha)  «jr"  +  ejf  —  c»  +  d 

folgt  ,  

Oder  ^" 

wo  mit  1}  die  Qrdinaten  der  E^gebohnitte 

{2ii  +  c)'  —  4ca;*  +  Adx  +  «■ 

oder 

ca^  —  ij*  +     —  «ij  —  0 

beseidhnet  sind,  d.  h.  man  eiliBlt  die  Ordinaten  y  der  durch  (IIa)  dar- 
gestellteB  Kunren  drittor  Ordnung  durdi  Division  der  Ordinaten  zugahöiiger 
Kegelschnitte  mit  den  hesflglichen  Absoissen  und  iwar  sind  diese  Kegel- 
schnitte gem&fin  108  ff.: 

Hyperbeln  für  c  >  (J  wegen  4  •  c  •  (—  l)  <  0 

Parabeln     farc  =  0      „      4-0(—  l)  =  0 

Ellipsen     fürc<0     „     4  •  (— c)  •  (— 1)  >  0, 

daher  hei&t  Newton  die  vorliegenden  drei  Kurvengruppen  dritter  Ordnung 
Hyperbolismen  der  Hjpwhel  besw.  der  Psrabel  beiw.  der  Elüpse. 

III.  Falt. 

117.  Dafür,  dafs  das  Aggregat  der  (iliedt!r  höchster  Dimtnisioü  in  (I) 
zwei  imaginüi  konjugierte  Wurzeln  besitzt,  ist  die  Bedingung  a  ■<  0,  die 
Gleichung  dieser  Kurven  lautet  daher 

f^y*  +      =  —  ax^  +  hx^  -\-  cx  d. 
Die  Kurven  besitsea  nur  noch  eine  reelle  Asjrmptote,  die  Ordinatenaxe,  also 
eine  Asymptote  weniger  denn  die  konische  Hyperbel,  weshalb  sie  Newton 
als  defektive  Hyperbeln  bezeichnet    Diese  Asymptote  ist 

a)  gewtthnlidie  Asymptote  fllr  e-^0, 

b)  Wendeasymptote  fttr  e  »  0; 

sie  bestimmt  somit  zwei  Gruppen  toh  Kurven,  die  nach  den  Yorgftngen  116. 
und  116.  in  entsprechende  weitere.Cnterabteilungen  gespalten  werden  können. 


Digitized  by  Google 


ÜbQBgeiL 


161 


IV.  Fall. 

IL8»  Hier  können  mit  Bezug  auf  gemeinschaftliche  Faktoren  der  höchsten 
Aggr^ate  folgende  drei  SonderfUUe  unterschieden  werden: 

A.  Die  dreifache  Wurzel  des  höchsten  Aggregats  ist  kein  Faktor  der 
nächst  niederen  Aggregate. 

üm  den  einfachsten  Ausdruck  der  Gleichung  dieser  Kurven  zu  erhalten, 
die  sunSehst  in  der  allgemeinsten  Vorm 

vorliegen  möge,  t'itdit  man  den  Ordimiten  wit-  tVühiM"  die  dun  h  die  drei- 
fache Wurzel  des  höchsten  Aggregats  bestimmte  Asymptoteurichtung  mittels 

dann  verschwindet  in  der  transformierten  Gleidiung,  wenn  man  sie  nach 
fallenden  Potenzen  Ton  u  ordnet,  die  höchste  Potenz  weil  eine  Wurzel 
«  SB  oo  wird  und  wenn  man  sie  nach  Aggregaten  abnehmender  Dimensionen 
ordnet,  das  Glied  u*$  nebst  ut\  weil  g^O  eine  drra&ehe  Wurzel  des 
hödisten  Aggregats  werden  mu6.  Verschiebt  man  nodi  die  Z-Axe  nch 
selbst  parallel  mittels 

wo  q  eindeutig  aus  dem  gleich  Null  gesetzten  Kuetü/.ienton  von  u  sich  be- 
stimmt, und  dreht  man  femer  die  Z-Aze  mittels 

u  —  iftv  +  10  B'^nv 

um  eine  Winkclgrüfse        die  sich  eindeutig  aus  dem  gleich  Null  gesetzten 

Koeffizienten  von  ly  exgiebt,  wenn  man  zuvor  v  und  tc  durch  die  üblichen 
KoordinatnilM  /.eichnungen  X  und  y  ersetzt,  dann  geht  (1)  über  in  die  von 
Newton  als  Normalfoxm  II  au%estellte  Gleichung 

(ni)  -  aa*  +  5a!»  +  c«  + 

wo  nucli  dvu-ch  Parallelversehiehung  der  Ordinatenaxe  mittels  x  ^-^  r'  -f  P 
das  in  x  qiiadratiM-he  oder  lineare  oder  konstante  tUied  eliminiert  werden 
kann,  je  nachdem  p  aus  dem  gleich  Null  geset/tt-n  Koeftiziinten  vnu  x'- 
(hier  eindeutig)  bezw.  x  oder  dem  verschwiudeuden  konstanten  (ilied  be- 
stimmt wird. 

Ihes  ist  die  (lleiehung  der  fünf  divergenten  Parabeln,  dereti  Verhalten 
in  dem  unendlich  fernen  Punkt  der  Ordinatenaxe,  eiiu  in  Wcndejuinkt.  da 
das  lineare  <!lied  iler  in  //  ([uadratisclien  (ili-idiung  ( Ii  1  j  fehlt,  nadi  dem 
analytischen  Dreieck  augegeben  wird  durch  die  zweite  kubische  Parabel 

y»  =■  aas*. 
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13.  Die  dreifache  Wur/el  des  böchston  A<x«rrei.'ats  ist  eine  eini'uclie 
Wurzel  des  Ag^'regats  der  (llieder  zweiter  Diineiision.  . 

Till  die  CileieUuiig  dieser  Kurven  möj^dichst  eint'aih  zu  }^'t'.st alten,  giebt 
man  den  Ordinalen  wieder  die  durcb  die  dreifache  Wurzel  des  höchsten 
Aggregats  in  (l)  bestimmte  Hiehtung  und  versr-hiebt  die  Abseissenaxe  ^ick 
selbst  parallel,  dann  verscliwiuden,  wenn  in  der  transformierten  8chlufs- 
gleiehuug  die  Koordinaten  wieder  mit  x  und  y  bezeiclmet  sind,  die  (ilieder 
tf^,  .///*,  x'y,  damit  x  —  0  eine  dreifache  Wurzel  des  höchsten  Aggregats 
"  wird,  ferner  das  (Hied  v%  ^^'tMl  ^  —  0  eine  einfache  Wurzel  des  Aggregats 
zweiter  Dimension  sein  mufs,  endlich  das  in  t/  lineare  (Jlied  und  (ij  geht 
über  in  die  von  Newton  als  Normalform  III  aufgestellte  Cileiuhung 

(IV)  <ry  —  a«*  -1-  bx^  -1-  c«  +  d. 

Durch  Drehung  der  Ahsdaaenaxe  und  PwrallelTerseliiehung  der  Ordi- 
natenaze  können  noch  die  Glieder  2»«*  und  ex  weggeschafft  werden  wie 
folgt.  Mittels 

geht  (IV)  über  in 

9  {gj  u)  =         +  6«i*tt*  —  miitt*  +  enu  +  d  —  nug  -» 0 

oder 

on*«*     n{bn  -—111)«*-^  enu  -f  d  —  ns«  =-  0 

und  das  Glied  mit  M*  verschwindet,  wenn  die  Drehung  der  Abscissenaxe 
erfolgt  um  die  aus 

—  m  —  0 

bestimmte  Winkelgrö6e  -  —  6.  Die  Parallel  Verschiebung  mittels  z  ^  t'  +  p 
liefert  das  in  u  lineare  Glied 

enu  —  pnu     (c  —  p)nu, 

welches  verschwindet,  wenn  die  Versdiiebung  der  Ordinatenaxe  um  |)  ä=«  c 
statt  hat.  Dadurch  nimmt  (IV),  wenn  z'  und  u  durch  die  Bezeichnung  x 
und  y  ersetzt  werden,  die  einfachste  Form  an 

(IV  a)  «  a«*  +  d. 

Der  einzige  Vertreter  dieser  Kurvengruppe  ist  die  Parabel  des  Des- 
cartes,  deren  Verhalten  in  dem  unendlich  fernen  Punkt  der  Ordinatenaxe 
nach  dem  analytischen  Dreieck  angegeben  wird  durch 

die  konische  Parabel  ax^  —  xp^O    oder     y  =  aa^ 

und 

die  konische  Hyperbel  xy  =  d. 
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C  Die  dreifache  Wurzel  des  luk-hsten  Aggregats  ist  ein«  Uoppelwurzel 
des  AgLne,t,Mts  der  Glieder  zweiter  I »iiiiensiun. 

Traiistoriniert  man  die  dies*'  Kurven  darstellende  allgemeine  (ilei- 
chung  (1)  wieder  so,  dafs  die  Oriiiiiatcii  die  dureli  die  dreitaelie  \N'iuv.el 
des  höeh.steii  Aggregats  bestinunte  Hiebt uiig  annehmen,  so  versehwinden  in 
der  transt'orinii'rten  (lieiehung,  nachdem  die  neuen  Koordinaten  wieder  mit 
X  und  II  bezeichnet  sind,  die  Glieder  .'"//,  xif'^  //^  aus  densei)i»n  (Jründen 
wie  im  Kalle  B,  ferner  die  Glieder  f/"  und  ;r//,  weil  j-  —  (»  nunmehr  eine 
Doppelwurzol  des  Aggregats  zweiter  Dimension  ist,  und  (l)  geht  über  in  * 
die  von  Newton  als  jSormaiform  XV  aufgestellte  Gleichung 

(V)  y  —  «a^  +  ftap*  +  <?«  + 

welche  noch  durch  ParaUelverschiebung  der  Abscissenaze  um  das  OUed  hs^ 
durch  geeignete  Drehung  diwer  Äxe  um  das  Glied  ex  und  dnndi  Parallel- 
▼erschiebung  der  Ordinatenaze  um  daa  kimstante  Glied  Tareuiftdit  werden 
kann  und  alsdann  fibergeht  in  die  Gleichung  der  ersten  kubischen  Parabel 

(Va)  y «-  ao^. 

119.  Mehr  Möglichkeiten  hinsichtlich  gemeiDschaftlidier  oder  mehr&cher 
Wurzeln  der  höchsten  Aggregate  der  allgemeinen  Gleichung  dritten  GradS| 
durch  weldie  weitere  ein  neues  Verhalten  im  Unendlichen  aufweisende 
Kurrengattungen  bestimmt  wthrden,  bestehen  nidit  odw  es  erfolgt  ein  Zer- 
fallen der  Kurve.  Auf  die  Einteilung  der  einselnen  Kunrengattungen  in 
XTnterabteUungen  geht  De  Gua  deshalb  nicht  ntther  ein,  weil  sie  nadi  den 
▼ersdiiedensten  Gesichtspunkten  s.  B.  be/.figlich  des  Vorhandenseins  eines 
Mittelpunkts,  eines  Doppelpunkts,  von  Maiima  und  Minima  hinsichtlich  der 
Ko<Mrdinateoazen  u.  s.  f.  durchgefOhrt  werden  kann  und  in  der  Enumeratio 
Newtons  bereits  bearbeitet  vorliegt 

An  den  obigen  beiden  Beispielen  der  Aufefthlung  der  Kurven  zweiter 
und  dritter  Ordnung  zeigt  somit  De  Gua  eistanals  die  einzige  streng  analy- 
tischci  auf  das  Auftreten  mehrfiicher  und  gemeinschaftlieher  Wursdln  d«r 
höheren  Aggregate  der  Kurvengleichung  gegründete  Methode,  naeh  welcher 
die  Systematik  der  Kurven  jeder  beliebigen  Ordnung  mit  Schärfe  durch- 
gefAhrt  werden  kann. 
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Biographische  Notizen 
nach  Poggciiiiurti ,  liaiuiwörtcrbucli  der  exakteu  WiHHeiiHcbaften. 

De  Bmgelongm,  Christophe  Bernard  —  \fvh.  16HH  in  Paris  A1»Ih%  Doyen  et 
Comk'  dl-  rK{,'liH»>  royal  du  St.  Julien  ck-  lirioudc,  Mitjflied  der  Akadeniit'  der 
Wissi  i)s(  haftt  n  /.u  Pari»,  ^'cst.  daüölbttt  am  20.  Februar  1744  (Eloge  siehe  Mem. 
de  i'acml  royale  de  Parin  1744). 

Clairaut,  Alexis  Claude  —  >?eb.  13.  Mai  1713  in  Paris,  las  schon  im  zwölft^'n 
Jahre  eine  Abhandlung  über  neue  Kur\en,  di«'  sii  h  am  Schluis  der  Abhandlnnp'ii 
seineh  Vätern  Jean  Baptiate  Clairaut  in  den  Mi«cell.  Berol.  T.  r\'.  1734  gedruckt 
findet,  von  seinem  achtzehnten  Jahre  an  Mitglied  der  Akademie  der  Wissensch. 
SU  .PlutiB,  Teilnehm«r  an  der  firansOBiachen  Oradmessiing  in  Lappland  1786 — 1737, 
gest  den  17.  Mai  1765  in  Paiia  (Eloge  nehe         Fkria  1766). 

Cramei;  Gabriel  —  geb.  den  81.  Juli  1704  in  Genf,  Profoasor  der  Mathematik 
und  Fhiloaopbie  an  der  Akademie  daselbat,  gest  den  4.  Januar  in  BagnoU  bei 
Nismee. 

JkiemieB,  Renä  —  geb.  1696  in  La  Haje  in  der  Tonraine,  am  allem  Adels« 
geMblecht,  bescbBitigte  sich  von  Kindbeit  an  mit  Philosophie  nnd  Mathematik, 

l<aiii  1612  nach  Pari»,  jfing  lßl7  zur  .\nnee  des  Prinzen  Moritz  von  Oranien,  trat 
hvi  Beginn  des  (Ircirsi^jiUiri^'f'n  Kri^'i^cK  als  Freiwilliger  in  das  bairische  Heer  unter 
Tilly,  vrilicrs  (lass(  ll»c  16*J1,  v<'rlirachte  dann  fünf  Jahre  auf  IJeiscn,  uuterdeKsen 
stets  Maiheiuutik  studierend,  ging  162»  nach  llollaad  ^Leydeu;,  wo  er  21  Jahre 
lang  zurückgezogen  seinen  Stadien  lebte  nnd  alle  Einladungen  an  fSntliche  HOfe 
insbesondere  diejenigen  des  Königs  Louis  Xm.  nnd  des  Kardinals  De  BicheUeu 
ziirückwies,  bis  er  BchliefHlich  doch  don  Ruf  der  Kunst  und  Wissenschaft  liebenden 
Königin  Chri»tine  als  HiMiothekar  an  den  8chwediHchon  Ilof  Folge  leistt^te  l»i40. 
Er  starb  kurz  darauf  am  11  Februar  IGöO  zu  Stockhohn  und  liegt  beut««  l>c;^rab»>n 
in  der  Eglise  de  St.  Etienno  du  Mon^  zu  Paris.  1637  erschien  seine  wichtige 
Entdeckung,  die  ihn  sum  Begrttnder  der  aoalTtiBelMB  Getnnetrie  macht,  in  dem 
Abschnitt  „La  G^om^e"  im  Anschlufs  an  die  „Disoours  de  la  m^ode  ponr  bien 
conduire  Ha  raison  et  chen  her  la  vcritt^  dans  Ics  Hcienccs".  Er  ist  zugleich  der 
Begründer  der  neueren  PhiloHoidde,  indem  er  in  den  „Meditationes  de  prima  philo- 
BOpbia"  I  KUl)  und  den  ..Frincipia  philo.sophiae"  :  1»)44  ,  vom  7,\v<'itVl  an  allem 
Wissen  ausgehend,  als  unumstöi^lich  gewils  nur  das  iSelbstbe>^'ul'stäeiü  oder  da« 
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Denken  gelten  läfst,  woraus  sich  ihm  die  («ewil'sheit  des  DaHeinN  ergielit,  daher 
auiu  SatK:  „Cogiio,  ergo  sum."  1617  erhielt  er  von  Frankreich  eine  lebenslilng- 
licbe  Beute  als  Anerkennnog  fOr  seine  Leistongen. 

De  Fontenelle,  Bernard  Le  Bovier  —  geb.  den  11.  Februar  1667  zu  Ronen, 
Litterafc.  MitgUed  nnd  (1699—1741)  best&ndiger  Sekxetibr  der  Akademie  der  Wissen- 
schaften in  Fans,  anch  Hitglied  der  Acad.  firaa^aise,  gest.  den  9.  Jannar  1757 
sa  Pwis. 

» 

Gtranf,  Albert  —  hollAndiseher  oder  niederlftndiscber  Ifothematiker,  von  dem 
man  nor  weifii,  dafs  er  1SS8  in  Annnt  starb. 

De  Oua  de  Mähe»,  Jean  Panl  — *  geb.  etwa  1719  in  Garcassonne  en  Lan- 
guedoe,  ans  altem  Adelsgeschlecht,  unirde,  da  die  Familie  ihr  Yermögen  dnrch 
Beteiligung  an  unglflclclichen  Spekulationen  der  Regierung  verlor,  Priester,  war 
hereita  Academicien  de  rAcadeinie  royale  de  Hordeaiix,  aln  er  1740  seine  „ÜBages 
de  l'analyse  de  I)e«carte«"  schrieb,  auf  Grund  deren  er  1741  alu  (jieometer  in  die 
Akademie  der  Wissenschaften  zn  Paris  au^nommen  wurde.  Auch  die  Royal 
Sodely  in  London  ernannte  ihn  spBter  au  ihrem  Mitglied.  Er  starb  am  2.  Jnni 
17B6  in  Pteis  ^  Prienr  de  St.  Qeorge-de-Vigon  nnd  Pensionnaire  der  Akademie 
(Eloge  siehe  Mdm.  Paris  1786). 

Ouienie,  kOnigl.  Fkofessor  nnd  anAeroidentUeher  Ligenienr  des  Königs,  seit 
1707  Hitglied  (H^canicien  pensionnaire)  der  Akademie  der  Wissenschaften  sn 
Paris.  Ort  und  Tag  der  Geburt  unbekannt,  gesi  1718. 

De  VHotpikA,  GniUanme  Fran^ois  —  Chevalier,  Marquis  de  Ste.  Heame, 
Comte  d*Entremont,  Seigneur  d'Ouques,  la  Chaise,  la  Brdan  n.  a.  0.,  geb.  1661  in 
Paris,  war  einige  Jahre  Rittmeister  in  der  französischen  Annee,  dann  I'r  i\  itmann, 
seit  1693  Ehrcinnit;.r]icd  der  Akademie  der  Wissensch.  zu  Paris,  gest.  daselbst 
1704  Klo<,'e  siehe  Mem.  Paris  1704i. 

HufUle.  Johann  —  ireli  etwa  l'iSS  in  Anistertlam,  fjest  daselbst  am  16.  April 
1704,  erst  Ratsherr,  dann  Scbötfe  und  Bürgermeister  von  Amsterdam. 

Miic  LauriHt  Colin  —  geh.  ira  Fel>nnir  1698  zu  Kilnioddan  hei  Inverary 
'Schottlan<l  ,  schon  von  1717  an  Professor  di  r  MatlK'inutik  nin  Marishai  College  in 
Aberdeen  \)\<  172"),  «hinii  in  derselben  Eigenschaft  an  der  l  tiiversität  zu  Kdinbtirg 
imd  seit  1719  Mitglied  der  Royal  Hociety  in  London.  Bei  dem  von  Jakobs  II. 
Enkel,  Karl  Eduard,  erregteu  jakobitisch«!  Aufstand  1746  flfichtete  er  von  Edin- 
bnrg,  weil  diese  Stadt,  ungeachtet  er  sie  gegen  die  Kebellen  sn  befratigeii 
gesni  )it ,  von  diesen  eingenommen  trard,  nach  York  und  starb  daselbst  am 
14.  Juni  1746. 

Letbtiiz,  Gottfried  Wilhelm  —  geb.  am  2.  Juni  1646  in  Leipiig,  wurde  1666 
Dr.  .iuris,  1672  Bat  l>eim  höchsten  Gericht  des  Kurfürsten  von  Maina,  dann  Rat 
des  HerzojjTs  von  Hraunsohweig-Luneburg,  hierauf  Bildiothekar,  (Seheimer  Justi/.rat 
und  Historiograph  des  Herzogs  von  Hannover  169G,  wurde  1709  vom  Kaiser  zum 
Freiherm  nnd  Heichshofrat  ernannt  und  starb  am  14.  November  1716  in  Hannover. 
Er  war  der  grOfiite  Gelehrte  seiner  Zeit:  Mathematiker  (Erfinder  der  Differential- 
rechnnngs  Philosoph  (Honadolo^e),  Rechtsgelehrter,  Staatsmann  und  Theolog. 
Erster  Pcftsident  der  auf  seine  Veranlassung  1700  in  Berlin  gegrflndeten  Akademie 
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der  Winensohaflen  und  ftTnwftrtigw  Mitglied  der  Puiier  Akademie  eeit  1669 
sowie  der  Royal  Society  in  London  Mit  1673  (Eloge  riehe         Paris  1716). 

De  Maupertuüf  Pierre  Lonii  Meresa  —  geb.  den  17.  Juli  1698  in  Si  Malo, 
erst  Dragoneroffisier  in  der  ftanaBiiedien  Annee»  in  die  w  1718  eintrat^  dann 

Privatmann  und  von  1731  an  In  Roldetes  Mitglied  der  Akademie  der  Wiaienadialten 

TU  Paris,  als  weichet  er  die  1780  zur  <  inidniessTing  nach  Liipplftnd  anR^esandto 
Expeditifxi  loitetH.  wurde  17il  von  Frifdricli  dem  <iri)lV.in  nach  Hcrlin  ))cnit"en 
und  war  l'riLsident  der  pb^Hikaliachon  Klaose  der  Berliner  Akademie  von  174ö  bis 
1758,  wo  er  in  sein  Vaterland  surfiekkehrte.  Er  starb  am  97.  Jnli  1759  in  Basel. 

Neu  toH,  Isaak  —  geb.  den  'Jö.  Dezember  (A.  St.)  1642  zu  WhoolHthorpe  i^Dorf 
im  Kizclispid  Cohtaworth  bei  Grandhun  in  lineolashii«),  Sohn  eines  kleinen 
Ontsbesitsers.  Nachdem  er  1660  das  IVinity  College  in  Cambridge  beiogen  und 

darin  alle  akademischm  Stufen  erntiegen  hatte,  wurde  er  Professor  der  Mathe- 
matik an  demselben,  an  Stelle  von  J.  Barrow,  von  1699 — 1701,  daneben  1695  Auf- 
seher ''Warden  -  der  königliehen  Münze  und  von  1G99  bis  /u  seinem  Tode  in  Ken- 
Bington  'TiOndon;  am  20.  März  A  St  }  1726  königlicher  Münzmcistcr  Master  and 
Worker  of  tlie  Mint)  in  London  mit  lüOü  Gebalt.  Kr  wurde  17U1  zum  l'ar- 
lamentBmit|,dicd  gewählt,  1706  mm  Sir  erhoben»  war  seit  1671  Mitglied  der  Royal 
Society  und  seit  1708  PriUddent  derselben,  seit  1699  auch  sosiribrtigeB  Ifitglied 
der  Pariser  Akademie  (Eloge  siehe  M^  Paris  1787X 

Nieokf  Fran^ois  —  geb.  den  98.  Dezember  1688  in  Paris,  gest  daselbst  am 

18.  .Januar  1758.  Mitglied  (Mdcanicien  pensionnaire)  der  Akademie  der  Wissen- 
fichaften  zu  Paris,  bewies  u.  a.  einem  Herrn  Mathnlon  aus  Lyon  die  Fehlerhaftig- 
keit Heiner  Quiidiatur  des  Kreises  und  bekam  dafür  den  von  diesem  ausgesetzten 
Preis  von  'M)UO  bivre.'<  (Eloge  siehe  Mem.  Paris  llhH). 

Saurill.  Josef  treb  l(>öO  zu  Courtaison  i  Vaucluse  ,  war  refonnierter  Pre- 
diger erst  zu  Eure  in»  Dauphine,  dann  zu  Berthier  im  Kanton  Bern,  kehrte  aber 
nach  Frankreich  zurück,  ging  zum  Katholizismus  aber  imd  «faidt  dafBr  TOn 
Lonis  XIT.  eine  Pension;  seit  1717  Mitglied  der  Akademie  der  Wissenschaften  sn 
Paris,  gest  daselbst  am  29.  Desember  1787. 

Stirttng,  James  geb.  etwa  1696  sn  St  Ninians  in  der  Graftehaft  Stirling 
(Schottland),  in  Oxford  gebildet  ond  wenigstens  in  s{Ateren  Jahren  Agent  der 

schottischen  Rerghaugesellschaft  zu  Leadhills,  von  w^o  ans  er  sich  1746  vergeblieh 
um  die  ilurcb  Mae  baurins  To«!  erle<1i<_'te  Professur  in  Kdinburg  bewarb,  die 
Matthew  Stewart  erhielt;  seit  1729  Mitglied  der  Royal  Society  in  London,  gest. 
den  5,  De/.enilier  1770  in  Leadhills,  sonst  nirht«  über  ihn  bekannt. 

TitijJor,  Brook  geli  <len  IH.  .\ugust  ItiH.j  zu  Edmonton  in  Middlesex, 
Dr.  juris,  vermögender  Privatmann,  unter  Keil,  Machiu  n.  a.  in  Cambridge  zum 
Mathematiker  gebildet,  ohne  amüiche  SteUnng;  seit  1719  Mitglied  und  von  1714 
bis  1718  auch  Sekret&r  der  Royal  Society  in  London,  gest  daselbst  am  99.  De- 
zember 1731. 
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